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Jerzy Mioduszewski (Katowice)
MOSTY KROLEWIECKIE'

Latem 1734 kapitulowat Gdansk oblegany przez niemal dwa lata przez wojska
rosyjskie interweniujace w Polsce przeciwko krolowi Stanistawowi Leszczyhskiemu.
Jednym z warunkow kapitulacji byto [9] wystanie do Petersburga uroczystej deputaciji
ztozonej z najznakomitszych obywateli miasta, co nastgpito w roku nastepnym. Wtedy
to, wedtug Kopielewicza [8], burmistrz miasta, Carl Leonhard Gottlieb Ehler, spotkat
sie z Eulerem, przekazujagc mu zadanie o mostach krolewieckich. O burmistrzu Gdanska
wspomina rowniez Denes Konig [7], piszac, ze Ehler, sam mitosnik matematyki, styszat
o tym zadaniu od Heinricha Kiihna, profesora gimnazjum akademickiego w Gdansku.
W marcu 1736 Euler pisat do Marinioniego w Wiedniu o rozwigzaniu zadania. Zamiesz-
czony w tym liscie szkic mostow jest tym, ktory wszyscy znamy (rys. 1). Pisat tez
0 swoim rozwigzaniu do Ehlera, dodajac, ze nie widzi ani w problemie ani w swoim
rozwigzaniu niczego, co mogtoby interesowac profesjonalnego matematyka.

Ale, jeszcze w tym samym roku, Euler zakomunikowat rozwigzanie Akademii,
przedstawiajac do publikacji artykut [1], uwazajgc zarowno problem jak i rozwigzanie
za dostatecznie interesujace, co wynika juz ze zdan obszernego wstepu, w ktérym
nawigzat do idei Leibniza, geometrii opartej o zasady najbardziej ogolne, kitora nie
potrzebuje niczego wiecej niz opisu potozenia i nie wymaga mierzenia i obliczen,
a ktora u Leibniza nosita nazwe geometria situs.

Mimo ze zadanie o mostach krdlewieckich jest wszystkim dobrze znane, to na ogot
nie odpowiadamy wtasciwie na pytanie, na czym polega w nim rola hipotetycznej, nie
istniejacej jeszcze za czasow Eulera matematycznie, owej geometrii situs. Celem tego
artykutu jest skrotowe przedstawienie zasadniczej mysti Eulera, idace w kierunku tezy,
ze geometrig potozenia u Eulera byto to, co pozniej byto nazwane topologig ptasz-
czyzny, istniejgcg w czasach Eulera w stanie przed matematycznym.

1.Zadanie Kuhna. ,WKrolewcu, w Prusach, jest wyspa A zwana Kneiphoff ...”,
wychodzi z niej 5 mostéw ku wyspom B, C i D, potaczonych dalszymi mostami, ktorych
razem jest 7. Czy mozna przej$¢ tymi mostami tak, by przez kazdy przechodzi¢ raz jeden?

Rys. 1

Na temat mostow krolewieckich Autor mowit w czasie Xlll Ogélnopolskiej Szkoty Historii Matematyki
w Kotobrzegu, 1999, a tres¢ odczytu byta publikowana w czasopismie Matematyka 2 (2000), 67-79.
Obecny artykut stanowi uzupetnienie wspomnianego o pewne akcenty.
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2.Pierwsze rozwigzanie Eulera. Zwyspy Awychodzi 5 mostow.
Zatem, w czasie zamierzonego spaceru bedziemy mieli na niej co najmniej 3 pobyty.
Pozostate wyspy, B, Ci D, majg po 3 mosty, stad na kazdej z nich mamy co najmniej
2 pobyty. W danym spacerze, tj. przy ustalonej kolejnosci mostow, pobyt jest zdeter-
minowany przez bezposrednio po sobie przechodzone mosty, lub jeden most, jesli jest
to most pierwszy lub ostatni. Przedstawimy marszrute w postaci ciggu kolejno prze-
chodzonych mostow, co ilustruje rysunek 2.

Przerwom miedzy mostami odpowiadajg pobyty na wyspach. Pobytow jest
3+2+ 2+ 2= 9. Mostow jest 7 i mogg one odpowiada¢ co najwyzej 8 pobytom.
Zatem, przewidziany spacer jest niemozliwy.

m 05‘55

Rys. 2

Z tego ogladu widac, ze za nadmiar pobytow odpowiadajg wyspy o nieparzystej liczbie
mostow, co mozna by w lapidarnym skrocie ujac tak, ze spacer unikursalny sie
nie uda, jesli wysp o nieparzystej liczbie mostow jest zbyt wiele.

Przedstawilismy ,niedoskonate” rozwigzanie znane z listu Eulera do Marinioniego.
Rysunek w nim zamieszczony jest w istocie szkicem topograficznym, stuzacym
Eulerowi do matematyzacji zadania w konwencji, ktérg nazwijmy (por. rys. 2) konwen-
cigd o min o. Podany wyzej skrot dowodu Eulera, pokazuje dostatecznie wyraznie,
ze owg geometria situs, ktéra uzasadnia te matematyzacje jest topologia ptaszczyzny.

3. Matematyzacja. Mozna pomysle¢, ze wyspy sa owalnymi obszarami
potozonymi na ptaszczyznie w sposob, ktory nazwijmy o g 6 | n y m, przedstawionym
na rysunku nizej (rys. 3), ktérego u Eulera nie byto, ale ktéry musiat by¢ zapewne
przez niego przemyslany. W naszym wspotczesnym rozumieniu, brzegi wysp sg krzy-
wymi zwyktymi zamknietymi, takimi jak brzeg wyspy A, lub sg topologicznie liniami
prostymi, takimi jak brzegi pozostatych wysp B, Ci D.

&

Rys. 3
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W sytuacji ogdélnej mamy N mostow. Duzymi literami tacinskimi X, Y, ..., W, Z ozna-
czamy wyspy. Ustalmy marszrute, ktorej unikursalnosci na razie nie zaktadamy. Niech
XY bedzie symbolem mostu jaki przechodzimy w tej marszrucie idac z wyspy X na wyspe
Y. Nie umniejszymy istoty zadania, jesli przyjmiemy, ze nie ma mostéw nieistotnych,
tj. mostow XX.

Odnotujmy, ze

() po przejsciu mostu XY, jesli nie konczymy marszruty na wyspie Y, nastepnym mostem
jest most YZ, tj. most wychodzacy z tej samej wyspy, na ktorg weszlismy.

Istotnie, bedac - po przejsciu mostu XY, znajdujac sie na wyspie Y, nie mozemy
znalez¢ sie poza nig, zanim wczesniej nie znajdziemy sie na jej brzegu: nastepnym
mostem jest wiec most wychodzacy z Y.

Przez p o byt nawyspie Y rozumiemy odcinek marszruty nastepujacy po prze-
kroczeniu mostu XY, jesli Yjest wyspa koncowa marszruty, lub odcinek marszruty przed
wejsciem na most YZ, jesli Y jest wyspa poczatkowag marszruty, lub przejsciem przez
wyspe Y miedzy mostami XY'i YZ: kazda taka para mostow wykorzystana jest jako pobyt
polegajacy na przejsciu przez wyspe Y. Pobyt na wyspie Y jest tozsamy z parg mostow
XY i YZ, chyba ze jest to wyspa poczatkowa lub koncowa marszruty. Znaczy to, ze

(I) jeden pobyt na wyspie wigze ze sobg dwa mosty, jesli nie jest to wyspa poczat-
kowa lub koncowa marszruty, kiedy jeden pobyt wigze jeden most.

Wobec (I), marszruta dla obejscia wysp i mostow ma posta¢ tancucha domino,
w ktorym nastepujace bezposrednio po sobie mosty XY'i YZ przedzielone sg pobytem
na wyspie Y (rys. 2).

Nawet wtedy, kiedy tancuch zaczyna sie i konczy pobytami poczatkowym i koncowym,
liczba P pobytéw pojawiajgcych sie w tancuchu nie moze, wobec (l), przekroczyc¢ liczby
N przebytych w marszrucie powiekszonej o 1. Jest wiec

(m P<N+1.

4. Poszerzenie zadania. Dalsze rozwazania Eulera z [1] sg wszakze
ogolniejsze. Dotycza nie marszruty, lecz samej sytuacji topograficznej wysp
i mostow. Pojecia pobytu sie nie zmieni, jesli pomyslimy dang wyspe w oderwaniu od
marszruty, interesujac sie jedynie tym, co orzeka o pobytach na d a n e j wyspie
warunek (Il).

Niech y bedzie liczbg mostow wyspy Y. Oznaczmy przez F(Y) liczbe pobytéw na
wyspie Y. Z (ll) wnioskujemy:

(A) Jesli liczba z jest parzysta, to liczba pobytow P(Z) na wyspie Z jest potowg liczby z. Jest

wiec wtedy P(Z) = g
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(B) Jesli liczba z jest nieparzysta, to liczba P(Z) pobytow na wyspie Z jest powiekszo-
ng o 1 potowa liczby z pomniejszonej o 1. Jest wiec wtedy P(Z)=ZT_1+1.

Istotnie, jesli wyspa Z ma z mostow, to pobyt polegajacy na przejsciu przez wyspe
wigze dwa mosty, redukujac ich liczbe do liczby ich par, ktorg trzeba powiekszyé o
1, jesli liczba z mostow jest nieparzysta.

Stwierdzenia (A) i (B) pozwalajg oszacowac¢ od dotu liczbe P, kitora, na mocy
okreslenia, jest sumag wszystkich liczb A(Y) pobytéw na wyspach.

Niech A, B, ..., D bedg wyspami o parzystych a, b, ..., d liczbach mostow. Liczba
P(A) + ... + P(D) pobytéw na tych wyspach jest, wobec (A), nie mniejsza niz §+...+%,
ti.niz(a+..+d/ 2.

Niech U, V, ..., T beda wyspami o nieparzystych liczbach u, v, ..., t mostow. Wobec
oszacowania (B), liczba P(U) + ... + P(T) pobytow na tych wyspach jest réwna
(UT_1+1)+...+(%1+1) , tj. réwna ur. 4

liczbg wysp o nieparzystej liczbie mostow.

+§, gdzie s jest liczbg wysp U, V, ..., T, {j.

Mamy zatem P=P(A)+...+ P(T) = a+'2“+t+§ .Ale,a+ ...+ t=2N, bo kazdy most

liczony byt dwa razy. Dostalismy wiec
() P= N+§ .
Wynika stad bezposrednio, ze liczba s wysp o nieparzystej liczbie mostow jest parzysta.

5. Konkluzje. Rownos¢ (IV) i nierownos¢ (lll) dajg przy s wiekszym niz 2
sprzecznosé, co znaczy, ze marszruta unikursalna po mostach sie nie uda, jesli be-
dzie wiecej niz dwie wyspy o nieparzystej liczbie mostow.

Oba ostatnie wnioski prowadza w rezultacie do konkluzji: wysp o nieparzystej licz-
bie mostow moze by¢ wiec dwie lub wcale.

6.Zadanie o powitaniach. Stwierdzenie o parzystej liczbie wysp
0 nieparzystej liczbie mostéw mozna uzyskac nie odwotujgc sie do zadania o marszru-
tach, nie korzystajgc nawet z petnej informaciji zawartej w (ll).

Traktujmy mosty wychodzace z wyspy jako odwzajemnione powitania z innymi
wyspami (niekoniecznie ze wszystkimi). Jesli zsumowac liczby powitan - mostow wy-
chodzacych z kazdej wyspy z osobna, otrzymamy liczbe parzysta, bo kazde powitanie
jest liczone dwa razy. Liczba powitan miedzy wyspami o parzystej liczbie mostow jest
oczywiscie parzysta. Powitan przypadajgcych na reszte wysp jest wiec znowu liczba
parzysta. Ale sg to wyspy o nieparzystej liczbie powitan. Musi by¢ ich zatem liczba
parzysta.

W [1] ta ostatnia uwaga, ktéra logicznie rzecz biorgc, powinna poprzedzi¢ rozwa-
zania o marszrutach, pojawia sie na ich koncu i stuzy do wykluczenia liczby 1 jako
liczby wysp o nieparzystej ilosci mostow.
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7. Komentarze. Jestu Eulerarysunek przedstawiajacy wyobrazona przez Eulera
sie¢ mostow, po ktorych da sie przejs¢ unikursalnie, umieszczony jakby dla upewnie-
nia sie o istnieniu rozwigzan pozytywnych. Z punktu widzenia logiki formalnej, to upew-
nienie sie nie jest konieczne.

Znana wszystkim dobrze matematyzacja w konwenciji teorii grafow jest u Eulera
nieobecna. Ta matematyzacja nie jest zainteresowana argumentacja topologiczng opartg
o wtasnosci (1) - (lll), formutujac zadanie o mostach od razu w terminach relacji syme-
trycznych, w anegdotycznej wersji zadania o powitaniach.

Euler ukryt przed czytelnikiem rozumowania motywacyijne, ktérych konkluzje uwazat
za oczywiste. Ale to wtasnie te poza matematyczne rozumowania, wymagajgce duzego
skupienia uwagi, zyskaty, jak sie zdaje, w oczach Euler wartos¢ sama w sobie. To one
dawaty powdd nawigzania do waznych w jego wyobrazeniu idei Leibniza.

Wyodrebnienia twierdzenia Jordana o rozcinaniu ptaszczyzny jako osobnego twier-
dzenia, oraz lezagcego u jego podstaw aksjomatu Pascha, dokonano dopiero
w drugiej potowie XIX wieku, kiedy w kregu bezposrednich nastepcow Gaussa zauwa-
zono, ze te oczywiste witasnosci ptaszczyzny nie musza przenosic sie na inne po-
wierzchnie. Gdyby wtedy czytano prace Eulera w jej nie uproszczonej wersji, pewne
twierdzenia topologii ptaszczyzny nazwano by imieniem Eulera.

Nie ma zatem u Eulera znanego wszystkim rysunku grafu, ktéry obecnie stuzy jako
symbol mostéw krolewieckich. Jak twierdzg Brian Hopkins i Robin J. Wilson [6], pojawia
sie on w literaturze po raz pierwszy w ksigzce Rouse Balla (1892).

8. Twierdzenie odwrotne. Eulerjedynie wypowiedziat twierdzenie odwrotne.
Wskazowka jakg podat jest niewystarczajaca dla odtworzenia dowodu. Twierdzenia
odwrotnego dowiddt C. Hierholzer [5], ktéry przeprowadzit dowdd w konwencji gra-
féw, nazywanymi wtedy za Listingiem systemami liniowymi. Dla odwrécenia
twierdzenia potrzebne jest dodatkowe zatozenieo spojnosci grafu, tj. oistnieniu
drog taczacych w grafie kazda pare wierzchotkow, co ttumaczy sie na jezyk topologii
ptaszczyzny jako mozliwos¢ przejscia miedzy kazdymi dwoma wyspami. Praca byta
wydana pos$miertnie i zredagowana przez J. Lirotha. W nocie od wydawcy wspomina
sie Listinga (1847), jako prekursora.

Nie wspomina sie Eulera. Nie ma o Eulerze wzmianki réwniez u Listinga. Twierdze-
nie Hierholzera byto twierdzeniem wewnetrznym powstajgcej wtedy teorii grafow.
W szczegolnym przypadku grafow, w ktorych kazde dwa wierzchotki majg bezposred-
nie potaczenie, dowod podat juz Poinsot (1809).

Dowod wystarczy podaé tylko w przypadku, kiedy wszystkie wierzchotki grafu sg
parzyste. Jesli bowiem mamy graf z dwoma wierzchotkami nieparzystymi, to przez
ztaczenie tych wierzchotkdéw w jeden, dostajemy graf o samych wierzchotkach parzy-
stych. Znajdujac na nim trase unikursalng, ktora zamyka sie wtedy w cykl, roztaczamy
ztagczone wczesniej wierzchotki, otrzymujac droge unikursalng po danym grafie.

Dowod Hierholzera. Rozwazamy graf o wierzchotkach parzystych.
Z dowolnego wierzchotka prowadzimy droge unikursalng tak dtugo jak sie da, co znaczy
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(wobec parzystosci wierzchotkow), ze do powrotu do punktu wyjscia. Jesli obeszlismy
caly graf, zadanie jest zakonczone. Jesli nie, rozwazamy graf ztozony z odcinkdw, po
ktorych nie przechodzilismy. Ten graf nie musi by¢ spdéjny, ale ze spojnosci catego grafu
wynika, ze sktadowe wspomnianej pozostatosci majg wierzchotki wspolne z czesciag
juz przebyta. Bierzemy ktorgkolwiek z tych sktadowych i ktérykolwiek wierzchotek
wspolny. W obrebie tej sktadowej (ktéra ma znowu wszystkie wierzchotki parzyste)
prowadzimy droge unikursalng zaczynajaca sie i konczaca we wspomnianym wspolnym
wierzchotku. Nietrudno spostrzec, jak obie drogi unikursalne potaczy¢ w jedna.

Rys. 4

Otrzymalismy droge unikursalng istotnie wieksza. Iterujac opisane postepowanie,
dostaniemy po skonczonej liczbie krokow, droge unikursalng po catosci grafu.

9.0 dowodzie. Oczywista jest nieefektywnos¢ dowodu Hierholzera, ktora jest
tego samego rodzaju, co w dowodzie Dedekinda utozsamiajgcego zbiory skonczone
W jego sensie z odcinkami poczatkowymi zbioru liczb naturalnych. Uzyty jest pewnik
wyboru w zakresie zbiorow skonczonych. Miejscem tym jest wybor jednej ze sktado-
wych dopetnienia znalezionej juz drogi i wspolnego dla niej i wybranej sktadowej
wspolnego wierzchotka.

Spoéjnosc grafu pojawia sie w dowodzie, kiedy korzystamy z istnienia wspolnego
wierzchotka dla przebytej trasy i kazdej ze sktadowych jej dopetnienia. Mozna
w tym widzieé¢ przypadek szczegolny lematu Janiszewskiego o dochodzeniu do brze-
gu, znanego dobrze w teorii kontinuow.

10. Po Eulerze i Hierholzerze. Mimo ze dalsze prace zwigzane
z problemem mostow krélewieckich byty prowadzone w konwenciji graféw, to Euler nie
byt zapomniany, na co liczne przyktady, takze anegdotyczne mozna znalez¢ w litera-
turze, por. [2] i [6].

Ograniczmy sie do kilku wazniejszych przyktadéw zastosowan.

(a) Kostki d o m i n o uktada sie w tancuch jedne za drugimi tak, by sasiadujace potowki
miaty jednakowe symbole. W tradycyjnym domino jest 7 symboli O, 1, ..., 6 i 21 kostek
uwzgledniajgcych wszystkie pary symboli z wyjatkiem par postaci (a, a). Mozna uto-
zy¢ tancuch z petnego kompletu kostek. Wynika to z twierdzenia Hierholzera (ale takze
i ze wspomnianego twierdzenia Poinsota), jesli pomysle¢ graf o siedmiu wierzchotkach
0, 1, ..., 6, w ktorym kazdy wierzchotek ma potaczenie bezposrednie z kazdym, razem
6 potaczen, a kostke domino jako droge w grafie.
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(b) Przez labirynt rozumiemy rozwidlajacy sie korytarz, ktéry mozemy widzie¢
jak graf, jesli a wierzchotki uznamy rozwidlenia korytarza i jego Slepe zakonczenia,
a za odcinki grafu uznaniu odcinki korytarza taczace bezposrednio sasiadujace ze sobg
rozwidlenia i wspomniane wyzej slepe zakonczenia. Problem polega na przejsciu catosci
labiryntu. Nie stracimy na ogolnosci, jesli bedziemy wymaga¢, by kazdy odcinek labi-
ryntu przechodzi¢ dokfadnie dwa razy. Ale wtedy jest to problem rownowazny istnieniu
marszruty eulerowskiej na grafie, ktéry powstaje po zdublowaniu odcinkow labiryntu.
Tak okreslony graf ma wszystkie wierzchotki parzyste. Istniejaca na nim marszruta
eulerowska (Hierholzer) wyznacza przejscie labiryntem.

Dla wedrujacego labiryntem samoistnie nie drogi nie daje odpowiedzi na
pytanie: jak is¢ labiryntem? Potrzebny jest mu algorytm indukcyjny wskazujacy mu
nastepny krok wedréwki, nie wykorzystujacy innych danych niz te, ktore aktualnie ma,
tj. 1. dotychczasowy przebieg wedréwki i 2. opis sytuacji lokalnej na rozwidleniu, na ktorym
wedrowiec sie zatrzymat. Teoria graféow dysponuje odpowiednimi rozwigzaniami.

11. W jubileuszowym roku 1936 Denes Kdnig poswiecit mostom krolewieckim obszer-
ng monografie [7], zajmujac sie w niej miedzy innymi drogami eulerowskimi w grafach
nieskonczonych. Nie ma trudnosci w znalezieniu obustronnie otwartej drogi eulerow-
skiej w grafie nieskonczonym reprezentujacym potaczenia odcinkami jednostkowymi
punktow kraty liczb catkowitych. Parzystos¢ wierzchotkow jest oczywistym warunkiem
istnienia takiej drogi. Problem istnienia drog eulerowskich w dowolnym grafie nieskon-
czonym postawiony przez Kbéniga zostat rozwigzany wkrotce (1936) przez Erddsa,
Gruenwalda i Weinzfelda [3]. Grafy nieskonczone z petng drogg eulerowska charak-
teryzuja sie zgrubsza tym, ze nie rozpadajg sie na grafy nieskonczone taczone ze sobg
skonczonymi kolekcjami odcinkow, a jesli sie w ten sposob rozpadaja, to na dwie czesci,
a od potaczen wymagane jest spetnianie odpowiednich warunkéw parzystosci.

12. Wspotczesna topologia widzi graf jako kontinuum, a droge eulerowska jako para-
metryzacje tego kontinuum odwzorowaniem p = f(t), gdzie t przebiega odcinek liczb
rzeczywistych. Oczywiscie, kontinuum majace takg parametryzacje musi by¢ lokalnie
spojne. Droga eulerowska jest parametryzacjg grafu nieprzywiedlng wtym
znaczeniu, ze usuniecie z odcinka parametryzujacego jakiegokolwiek (jakkolwiek nawet
matego przedziatu) nie daje w obrazie catosci. Nie kazde kontinuum lokalnie spojne
daje sie w ten sposob sparametryzowac, a przyktadami sg grafy nie spetniajgce wa-
runkow koniecznych Eulera, a wsrod kontinuéw ogolniejszych przyktadami sg dendryty
(drzewa), wystarczy by miaty wiecej niz dwa konce. Kwadrat ptaski jest przyktadem
kontinuum, ktére jest obrazem nieprzywiedinym odcinka, a wiele sposrod znanych
odwzorowan peanowskich ma wtasnos¢ nieprzywiedinosci. Pewne warunki dostateczne
dla istnienia parametryzacji nieprzywiedlnej podat Harrold [4]. Petna charakteryzacja
obrazow nieprzywiedinych odcinka pozostaje dotad problemem otwartym teorii kontinuow.

13. Wzmianka historyczna.Wspomniany na wstepie gdanski matematyk
Heinrich Kihn, od roku 1735 cztonek zagraniczny Petersburskiej Akademii Nauk,
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jeszcze raz pojawit sie w zyciu naukowym Eulera w poznych latach jego okresu
berlinskiego [8], kiedy Euler sprzeciwiat sie (nieskutecznie, z powodu opo6znienia)
publikacji pracy Kiihna w Commentariach Petersburskich. Prace te, na temat logaryt-
mow z liczb ujemnych, Euler widziat jako zbior bezwartosciowych spekulacji, majac za
soba juz wtasng teorie wielowartosciowej natury logarytmu.
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