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PRACE MATEMATYCZNE II, 1972

MIECZYStAW KUCHARZEWSKI

Liesche Ableitung der Tensordichten

In der Note [6] wurde eine axicmatische Definition der Lieschen
Ableitung der linearen homogenen geometrischen Objekte s-ter Klasse
gegeben und mit Hilfe dieser Definition die allgemeine Form der Lie-
schen Ableitung der Skalare bestimmt. Hier wird die allgemeine Form
der Lieschen Ableitung der beliebigen Tensordichten abgeleitet.

Einige Bemerkung iiber die Geschichte und Literatur der Lieschen
Ableitung sind in der Note [6] enthalten. Darum werde ich diese hier
nicht wiederholen. Ich erwahne nur an die Arbeiten von C. I. ISPAS [2],
[3], [4], JI. E. EBTyillIKJIK [12] und A. SZYB!AK [10], die mit unseren
Betrachtungen verbunden sind und in der Note [6] nicht angegeben
wurden.

In den 88 1 und 2 fuhre ich einige Bezeichnungen und Defininionen
ein, die im folgenden notig sind. Insbesondere enthalt der Paragraph 2
die Definition der Lieschen Ableitung fur die linearen homogenen geo-
metrischen Objekte erster Klasse. Der Satz uber die Form der Lieschen
Ableitung der Tensordichten wird im § 3 bewiesen.

§ 1 Es sei o (*°) ein abstraktes geometrisches Objekt mit der Trans-
formationsformel

(1.1) = Fh(Aojb, ab=1,2,....,m, Ael"=GL(n,R),

und mit der Faser M — Rm (vgl. [7], S. 60, bzw. [8] S. 24). Aus (1.1)
folgt, daB w ein rein différentielles Objekt des Typus [m, n, 1] ist. Das
Objekt o heiBt linear homogen, weil seine Transformationsformel hin-
sichtlich .; linear homogen ist. Die Funktionen Fg’ erftillen die folgenden
Relationen

F-" (B) Ff (A)- Ff (B-A), Fb (E)- <&

wo A und B beliebige nichtsingulare Matrizen der Ordung n sind und E
die Einheitsmatrix bedeutet. Diese Relationen erhalt man aus der fun-



damentalen Funktionalgleichung (vgl. [8], (6.1), S. 24) und aus der Iden-
titatsbedingung (vgl. [8], (6.2), S. 24), die jede Transformationsformel
des geometrischen Objektes erfiillen muB.

AuBer der Tensordichten sind die sogenannten S-Tensoren, [1], [9]
bzw. D-Tensoren, [5], Beispiele solcher Objekte.

Mit Hilfe des Objektes (1.1) kann ein neues Objekt (coa, uvb) ge-
bildet werden. Wir nennen es die erste différentielle Erweiterung von o>

Die Transformationsformel von (coach besteht aus (1.1) und (1.2)

1.2) = F»v(A) A\ cob+F$ (A) A\ to\t

wo F“v(A) —dF* {A)/d fr ist. Die erste différentielle Erweiterung
(coa, (Aj ist ein geometrisches Objekt, weil ihre Transformationsformel
(12.1), (1.2) der fundamentalen Funktionalgleichung und der Identitats-
bedingung gentgt. Es ist linear homogen zweiter Klasse.

Insbesondefe hat die erste différentielle Erweiterung des kontrava-
rianten Vektors v (u;) die folgende Transformationsformel

(1.3) v = A~ th
(1.4) vA\'= ANV +AjVANVW ILv —1,2,..., n
Die Komitante des Objektes («*“, ) wird Differentialkomitante

erster Ordnung des Objektes w genannt, (vgl. [7] S. 117 bzw. [8], S." 57).

K. YANO in [11] hat allgemeine Form der Lieschen Ableitung fir
die speziellen geometrischen Objekte beliebiger Klasse erhalten. Er hat
auch gezeigt, daB die Liesche Ableitung des Objektes o dann und nur
dann ein geometrisches Objekt darstellt, wenn o linear ist. Aus den
Ergebnissen von K. YANO folgt, daB die Liesche Ableitung der Ten-
sordichten die folgende Form

Law= v' g —Ff; (E) cbva,
hat. Hier wird gezeigt, daB eine ahnliche Form (3.2)fGar dieLiesche
Ableitung der Tensordichten aus der in[6] angegebenenDefinition der
Lieschen Ableitung folgt.

§ 2. Mit Hilfe der oben eingefuhrten Begriffe nimmt die in [6j ange-

gebene Definition der Lieschen Ableitung fur die Objekte erster Klasse
die nachstehende Form an

DEFINITION 2.1. Liesche Ableitung des Objektes (1.1) hinsichtlich
des kontravarianten Vektors (1.3) ist jede Differentialkomitante erster
Ordnung von v und to, die ein geometrisches Objekt mit der Transfor-
mationsformel (1.1) ist und die folgenden Bedingungen erfullt:

(2.1) Sie ist hinsichtlich v linear.
(2.2) Sie ist hinsichtlich oo additiv



(2.3) Sie erfullt die Leibnizsche Regel fur Produkte von beliebigem

Skalar o und dem Objekt .
Wird die Liesche Ableitung kurz mit L (v, co) bezeiehnet, so kann

man die in der Definition 2.1 auftretenden Bedingungen folgendermaBen

darstellen.

In jedem Koordinatensystem druckt sich die Liesche Ableitung durch
die m Funktionen der Veranderlichen dl, <, b, aus:
(2.4.) L (v, co = (La(V ,v wa, 0ojb,j)’

Die Funktionen L a sind von dem Koordinatensystem unabhangig
(2.5) La (vi,v*l ,o0)d cob,v)

und haben die folgende Transformationsformel

(2.6) La = Fha (A)Lb.

Fur jede kontravariante Vektoren vit vs und fur jede geometrische
Objekte o1, o2 und fur beliebige reelle Zachlen a, fi, und fur belie-
biges Skalarfeld a gelten die Relationen

(2.7) L (aUi+ jffuz,co) = aL (Ul,co)+ BL (u2co),
(2.8) L (v,co + c0d = L (v,coj) + L (v, co2,
(2.9) L (v,aco) —alL (v,c0 + L (v,a) o

Die allgemeine Form der Lieschen Ableitung der Skalare bestimmt
der in [6] bewiesene Satz.

SATZ 2.1. Jede Liesche Ableitung, im Sinne der Definition 2.1, des
Skalars a hat die From:

(2.10) L (v,0) = gua,
too g ein beliebiges Skalar ist.

§ 3. Jetzt wird der Satz 2.1. auf die beliebigen Tensordichten verall-
gemeinert.

Die Tensordichte der Valenz (p, q) und des Gewichtes — ®&ist ein
lineares homogenes geometrisches Obiekt erster Klasse oood> ofp )
Pi

mit NnP+HQ Komponenten und mit der Transformationsformel
(3.1) ad'---dr , = y;(J)A*™ ... Adp ... Ab. co™~""p
P."-Pq “m P. Pq p.-.-Pq ’
wo tp (J) durch |J |9 fur Weylsche Dichte bzw. durch (SgJ) \J | * fur ge-
wohnliche Dichte zu ersetzen ist.
(3.2) hat also die Form (1.1), wo F “ (A) (@', b= 12,..., m; m= npt9
eine geeignete Funktion ist.



Allgemeine Gestalt der Lieschen Ableitung der Tensordichten be-
stimmt der nachstehends

SATZ 3.1. Jede Liesche Ableitung, im Sinne der Definition 2.1, der
Tensordichte (3.1) hinsichtlich des Vektors v, (1.3), hat die From

(3.2) L* (v, co) — g (v'coav— FlI'aE)cobu“,v) ,

wo g ein beliebiges Skalar ist. FbBA bedeuten erste partielle Ableitungen
der Funktion F]J hinsichtlich A}'im Punkte E = |S; 1

FH(E) = dF*18 A2\ A? = &

Beweis. Wird in (2.9) ein beliebiges konstantes Skalarfeld, a, v— 0,
eingesetzt, so ergibt sich, wegen (2.10), daB die Liesche Ableitung hin-
sichtlich o erster Ordung homogen ist,

(3.3) L (v,00) —olL (v, co.
Aus (3.3) und (2.8) folgt, daB L (v, co) auch hinsichtlich o linear ist,
(3.4) L (v,aojt + /3 = alL (v, cuy) + BL (v, cod.

Wegen (2.7) und (3.4) sind die Funktionen La welche die Liesche Ablei-
tung bestimmen, hinsichtlich vx v\ und hinsichtlich co" o/Llinear. Sie
mussen also die Form

(3.5) La= agoova+ bavaibv+ c’gga)bh)valkdfn’;‘co%v_evl

haben, wo die Koeffizienten afa, bba, d”v, konstant sind, d.h. von

den Veranderlichen vx v\ cog to “ nicht abhangen ([11], s. 21). Da aber
die Liesche Ableitung der Leibnizschen Regel (2.9) genugt, erfullen diese
Konstanten gewisse Bedingungen. Um diese abzuleiten, schreiben wir die

rechte Seite von (2.9) mit Hilfe der Funktionen (3.5) aus.
(3.6) Lav,0a>) = a°(oo}bva+ b"a{ocobvg + (ocob),"va + d£~v(aajb),tiu”
(3.7) oLalv,co) + co°L{v,0) = o(a°atobv” + cobvayv+ c”cob”v* +

+ d°Jcobvv®,J + qV a scoa

Durch Vergleichen der rechten Seiten von (3.6) und (3.7) erhalten wir
die Relation

v+ d”~v°,v= 0,

aus deren folgt, daB

(3.8) dr“= 0
und
(3.9) cl'- = ob-"l

ist.



Mit Hilfe der Beziehungen (3.8) und (3.9) kann die Lidfcche Ableitung
(3.5) folgendermaBen

(3.10) La= a™awbva+b/Nacobva +

dargestellt werden.

Da La eine Komitante ist, muB sie dieselbe Gestalt (3.10) in jedem
anderen Koordinatensystem haben, d.h. in dem Koordinatensystem (/)
haben die Funktionen Ladie Gestalt

(3.11) Ld = al,awbvd+ b~/ojbvd,v-\-gu)av ~ ',

wobei

(3-12) ala— a“a

und

(3-13 bt~ bz

sind. Wenn wir die in (3.11) auftretenden Ausdricke v1, , ceb, B,

durch ihre Werte aus den Transformationsformeln ersetzen, so geht
C3.1l) in die folgende

(3.14) L° = ai:dF?A;coW+bpjF?AEA*.a”+bf;$SFt'AfASa)erf” +
+ pFEptoci/ +gF ™ w'.

iiber. Andererseits kann man L°' aus der Transformationsformel (2.6)
berechnen:

(3.15) L“ = F* (abacoov“+ bltcoov®, v-\-QuPb, AV,
Durch Vergleichen der rechten Seiten von (3.14) und (3.15) erhalten
wir
(3.16) Fra%-a°baF U ;-K :F bAiIA:.-e n ,= °-
<3-17) FIb% -bizxFbA;Al.= 0.
Setzen wir jetzt A pg= O in (3.16) ein, so ergibt sich
(3.18) n'a%-<a-F?A;-= 0.
Aus (3.16) und (3.18) folgt die Identitat

(3-19 (Ka'Fc'Ar +<? 1= o

Da K nur der Bedingung A\ = A gentgen, kann man Ai,= 1 und
A “j= 0O far in (3.19) einsetzen. Dann erhalten wir

(3.20) K :FbAIl=-Q Ftl.

Far A“,= 6“geht (3.20) in die folgende



(3.21) b®E= - qF~(S“)= -g d

Uber. Auf diese Weise wurden die Konstanten b® bestimmt. Wir mussen
noch zeigen, daB diese Konstanten fiir beliebige A“und A*“" die Bezie-
hungen (3.19) und (3.21) identisch erfiillen. Das ist aber leicht zu sehen,
wenn wir die aus (3.21) bestimmten Konstanten in (3.19) bzw. in (3.21)
einsetzen und die ldentitaten

(3.22) FIl (E) Fb(A) = F°/JA)A;

berucksichtigen, die man durch Differenzieren der sogenanten Funda-
mentalgleichung

FB(B) Fb(A) - F*“(B A),

nach B“und nachher Einsetzen B“= <€, erhalten kann.

Um den Satz zu beweisen, gentigt es zu zeigen, daB die Konstanten
alp, die der Relation (3.18) geniigen, gleich Null sind. Zu diesem Zwecke
berechnen wir zuerst die Werte der Funktionen Fb, wenn man fiir A
eine skalare Matrix oE, g> 0, einsetzt. Es ist

(3.23) FE(g E) — eftrp <3

Wenn wir jetzt qE fur A in (3.18) einzetzen, so nimmt diese die fol-
gende Gestalt

ec+p-Q(an-07g) = 0
an, aus deren folgt, daB identisch verschwinden,
(3.24) afp= 0.

Werden die Beziehungen (3.21) und (3.24) in (3.10) eingesetzt, so geht
(3.10) in (3.2) Uber und der Beweis ist beendet.
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MIECZYStAW KUCHARZEWSKI

POCHODNA LIEGO GESTOSCI TENSOROWYCH
Streszczenie

W nocie zostata wyznaczona posta¢ pochodnej Liego gestosci tensorowych
w oparciu o definicje podang w pracy [6], Jezeli prawo transformacji gestosci
tensorowej co (cor), napiszemy w postaci, ood = F@L(A)cob,a,b= 1,2,... m, m = nP+J,
jej pochodnia Liego wzgledem wektora kontrawariantnego v (v >), 3= 1, 2 n,
spetniajgca warunki definicji 2.1, wyraza sie wzorem. L“(v,co)= (w,a8aV _

(E) ajbv*,,/), gdzie g jest dowolnym skalarem, a Fba sa okreslone nastepujgco

FU = d FI\d A\ (Satz 3.1

Oddano do Redakcji 7. 4. 1970.



