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M IE C ZYS ŁA W  K U C H AR ZE W SK I

Liesche Ableitung der Tensordichten

In der Note [6] wurde eine axicmatische Definition der Lieschen 
Ableitung der linearen homogenen geometrischen Objekte s-ter Klasse 
gegeben und mit H ilfe dieser Definition die allgemeine Form der L ie­
schen Ableitung der Skalare bestimmt. Hier wird die allgemeine Form 
der Lieschen Ableitung der beliebigen Tensordichten abgeleitet.

Einige Bemerkung iiber die Geschichte und Literatur der Lieschen 
Ableitung sind in der Note [6] enthalten. Darum werde ich diese hier 
nicht wiederholen. Ich erwàhne nur an die Arbeiten von C. I. ISP AS [2],
[3], [4], JI. E. E B Ty illK J lK  [12] und A. S ZYB !A K  [10], die mit unseren 
Betrachtungen verbunden sind und in der Note [6] nicht angegeben 
wurden.

In den §§ 1 und 2 führe ich einige Bezeichnungen und Defininionen 
ein, die im folgenden notig sind. Insbesondere enthalt der Paragraph 2 
die Definition der Lieschen Ableitung für die linearen homogenen geo­
metrischen Objekte erster Klasse. Der Satz über die Form der Lieschen 
Ableitung der Tensordichten wird im § 3 bewiesen.

§ 1. Es sei co ((x>°) ein abstraktes geometrisches Objekt mit der Trans- 
formationsformel

(1.1) =  F ab (A)ojb, a,b =  1 , 2 , . . . ,  m, A e  L " =G L (n ,R ),

und mit der Faser M  — R m (vgl. [7], S. 60, bzw. [8] S. 24). Aus (1.1) 
folgt, daB co ein rein différentielles Objekt des Typus [m, n, 1] ist. Das 
Objekt co heiBt linear homogen, weil seine Transformationsformel hin- 
sichtlich o j linear homogen ist. Die Funktionen Fg’ erfüllen die folgenden 
Relationen

F-" (B ) F f  (A ) -  F f  (B -A ), F°b (E ) -  <3£';

wo A  und B  beliebige nichtsingulare Matrizen der Ordung n sind und E 
die Einheitsmatrix bedeutet. Diese Relationen erhalt man aus der fun-



damentalen Funktionalgleichung (vgl. [8], (6.1), S. 24) und aus der Iden- 
titatsbedingung (vgl. [8], (6.2), S. 24), die jede Transformationsformel 
des geometrischen Objektes erfüllen muB.

AuBer der Tensordichten sind die sogenannten S-Tensoren, [1], [9] 
bzw. D-Tensoren, [5], Beispiele solcher Objekte.

Mit H ilfe des Objektes (1.1) kann ein neues Objekt (coa, u>b ) ge- 
bildet werden. W ir nennen es die erste différentielle Erweiterung von o>. 

Die Transformationsformel von (coa,o>b besteht aus (1.1) und (1.2)

(1.2) =  F»;v (A ) A\ cob+ F $  (A ) A\ to \ t

wo F “'v (A ) — d F *  {A)/d f r ist. Die erste différentielle Erweiterung 
(coa, (iA j  ist ein geometrisches Objekt, weil ihre Transformationsformel
(1.1), (1.2) der fundamentalen Funktionalgleichung und der Identitâts- 
bedingung genügt. Es ist linear homogen zweiter Klasse.

Insbesondefe hat die erste différentielle Erweiterung des kontrava- 
rianten Vektors v (u;) die folgende Transformationsformel

(1.3) v =  A ‘- th

(1.4) v ‘\'=  -̂ xv A \ v l + A j '’ A\ v\ l ,v  — 1 , 2, . . . ,  n.

Die Komitante des Objektes ( « “, ) wird Differentialkomitante
erster Ordnung des Objektes w genannt, (vgl. [7] S. 117 bzw. [8], S.' 57).

K. YA N O  in [11] hat allgemeine Form der Lieschen Ableitung für 
die speziellen geometrischen Objekte beliebiger Klasse erhalten. Er hat 
auch gezeigt, daB die Liesche Ableitung des Objektes co dann und nur 
dann ein geometrisches Objekt darstellt, wenn co linear ist. Aus den 
Ergebnissen von K. YA N O  folgt, daB die Liesche Ableitung der Ten­
sordichten die folgende Form

L a co =  v' <o“ —F f ' (E ) cob va,o  v d cl x '  7 v

hat. Hier wird gezeigt, daB eine àhnliche Form (3.2) für die Liesche
Ableitung der Tensordichten aus der in [6] angegebenen Definition der
Lieschen Ableitung folgt.

§ 2. Mit H ilfe der oben eingeführten Begriffe nimmt die in [6j ange- 
gebene Definition der Lieschen Ableitung für die Objekte erster Klasse 
die nachstehende Form an

D EFINITION 2.1. Liesche Ableitung des Objektes (1.1) hinsichtlich 
des kontravarianten Vektors (1.3) ist jede Differentialkomitante erster 
Ordnung von v und to, die ein geometrisches Objekt mit der Transfor- 
mationsformel (1.1) ist und die folgenden Bedingungen erfüllt:

(2.1) Sie ist hinsichtlich v linear.

(2.2) Sie ist hinsichtlich co additiv



(2.3) Sie erfüllt die Leibnizsche Regel für Produkte von beliebigem 
Skalar o und dem Objekt co.

Wird die Liesche Ableitung kurz mit L  (v, co) bezeiehnet, so kann 
man die in der Definition 2.1 auftretenden Bedingungen folgendermaBen 
darstellen.

In jedem Koordinatensystem drückt sich die Liesche Ableitung durch 
die m Funktionen der Veranderlichen d1, <an, u>b, aus:

(2.4.) L  (v, co) =  (L a (V  ,v u>a, ojb, j ) '

Die Funktionen L a sind von dem Koordinatensystem unabhangig

(2.5) L a' (v !:,v*l , o)a' cob', v. )

und haben die folgende Transformationsformel

(2.6) L a' =  F ab (A ) L b.

Für jede kontra variante Vektoren v lt vs und für jede geometrische 
Objekte co1; co2 und für beliebige reelle Zachlen a, fi, und für belie- 
biges Skalarfeld a gelten die Relationen

(2.7) L  (aUi +  jffu2,co) =  a L  (U!,co) +  /8 L  (u2,co),

(2.8) L  (v , coj +  co2) =  L  (v , coj) +  L  (v, co2),

(2.9) L  (v , aco) — a L  (v , co) +  L  (v , a) co.

Die allgemeine Form der Lieschen Ableitung der Skalare bestimmt 
der in [6] bewiesene Satz.

SATZ 2.1. Jede Liesche Ableitung, im Sinne der Definition 2.1, des 
Skalars a hat die From:

(2.10) L  (v , o) =  g u’a,

too q ein beliebiges Skalar ist.

§ 3. Jetzt wird der Satz 2.1. auf die beliebigen Tensordichten verall- 
gemeinert.

Die Tensordichte der Valenz (p, q) und des Gewichtes —  ■& ist ein 
lineares homogenes geometrisches Obiekt erster Klasse co(co">- ■°p )

Pi
mit nP+Q Komponenten und mit der Transformationsformel

(3.1) a>a''---a'r , =  y;(J)A“'‘ . . . A a’.p . . . Ab. co -̂’^p ,
P . " - P q  “ ■ P. P q  p .-.-Pq  ’

wo tp (J) durch | J | 9 für Weylsche Dichte bzw. durch (SgJ) \ J | * für ge- 
wohnliche Dichte zu ersetzen ist.

(3.1) hat also die Form (1.1), wo F  “ (A ) (a’, b =  1,2, . . ., m; m =  np+9) 
eine geeignete Funktion ist.



Allgemeine Gestalt der Lieschen Ableitung der Tensordichten be- 
stimmt der nachstehends

SATZ 3.1. Jede Liesche Ableitung, im  Sinne der Definition 2.1, der 
Tensordichte (3.1) hinsichtlich des Vektors v, (1.3), hat die From

(3.2) L “ (v, co) — q (v”coa v— Fl'a(E)cob u“,v ) ,

wo g ein beliebiges Skalar ist. F nb"a bedeuten erste partielle Ableitungen  
der Funktion F Ï  hinsichtlich A " 'im  Punkte E =  I S“ 1D  v | |  v

F H (E ) =  d F *  18 A?\ A ?  =  Ô*

B e w  e i s. Wird in (2.9) ein beliebiges konstantes Skalarfeld, a, v — 0, 
eingesetzt, so ergibt sich, wegen (2.10), daB die Liesche Ableitung hin­
sichtlich co erster Ordung homogen ist,

(3.3) L  (v, oœ) — o L  (v, co).

Aus (3.3) und (2.8) folgt, daB L  (v, co) auch hinsichtlich co linear ist,

(3.4) L  (v , aojt +  /3co2) =  a L  (v, cuj) +  /8 L  (v, co2).

Wegen (2.7) und (3.4) sind die Funktionen L a, welche die Liesche Ablei­
tung bestimmen, hinsichtlich vx, v\ und hinsichtlich co" o/L linear. Sie 
müssen also die Form

(3.5) L a =  aa cobva +  bavaibv% +  c?1)a)b, va ■+• df^'co13 va
'  O a  O a  ,v  b a  > t) b a  ,f] ,v

haben, wo die Koeffizienten a£a , b 'ba, , d ^ v, konstant sind, d.h. von
den Verànderlichen vx, v\  coa, to  “ nicht abhangen ([11], s. 21). Da aber 
die Liesche Ableitung der Leibnizschen Regel (2.9) genügt, erfüllen diese 
Konstanten gewisse Bedingungen. Um diese abzuleiten, schreiben w ir die 
rechte Seite von (2.9) mit H ilfe der Funktionen (3.5) aus.

(3.6) L a(v,oa>) =  a °(oo}b)va +  b"'a{ocob)v aj  +  (ocob),^va +  d£^v(a ajb) , łiu“

(3.7) oLa(v,co) +  co°L{v,o) =  o(a°atobv“ +  cobva,v +  c^cob,^v“ +

+  d°Jcob,vv°, J  +  qV  a s coa

Durch Vergleichen der rechten Seiten von (3.6) und (3.7) erhalten w ir 
die Relation

v ° +  d ^ v ° ,v =  0,

aus deren folgt, daB

(3.8) d ^ “ =  0 

und

(3.9) cl"- =  ob-^l 

ist.



Mit H ilfe der Beziehungen (3.8) und (3.9) kann die Lidfcche Ableitung
(3.5) folgendermaBen

(3.10) L a =  a^awbva+b^'acobv a +

dargestellt werden.

Da L a eine Komitante ist, muB sie dieselbe Gestalt (3.10) in jedem 
anderen Koordinatensystem haben, d.h. in dem Koordinatensystem (/ ) 
haben die Funktionen L a die Gestalt

(3.11) L a' =  al,a.wb'va'+  b^/ojb'va',v.-\-gu)a' v ^ ' ,

wobei

(3-12) al ‘.a.— a“a>

und

(3-13) bbï ~ b Z

sind. Wenn w ir die in (3.11) auftretenden Ausdrücke v1', , œb', co®',
durch ihre Werte aus den Transformationsformeln ersetzen, so geht 
C3.ll) in die folgende

(3.14) L ° ' =  ai:atF ? A ;c o W + b p jF ? A £ A * .a ^ + b f;$ F t 'A fA $ a )erf^  +

+  pF£ ptoci/ +gF^ ’ wbvu’'.

iiber. Andererseits kann man L°' aus der Transformationsformel (2.6) 
berechnen:

(3.15) L “ =  F* (abacocv“ +  bb*cocv“, v -\-Qu>b,^v )̂.

Durch Vergleichen der rechten Seiten von (3.14) und (3.15) erhalten
wir

(3.16) F b’a % -a °b:a. F U ; - K : F bc'A iA : . - e  n , =  °-

<3-17) F lb % - b i± F bc.A ; A l . =  0.

Setzen w ir jetzt A p“=  0 in (3.16) ein, so ergibt sich 

(3.18) n ' a% - < a - F ? A ; -=  0.

Aus (3.16) und (3.18) folgt die Identitàt

( 3-19) (Ka'Fc'A^ +<? ;  =  o.

Da K  nur der Bedingung A \  =  A  genügen, kann man A i, =  1 und 

A “j =  0 für in (3.19) einsetzen. Dann erhalten wir

(3.20) K : F bc A l  =  - Q F ‘cl .

Für A “,,=* ô “ geht (3.20) in die folgende



(3.21) b®£= -  q F^(S“) =  - g  d

über. Au f diese Weise wurden die Konstanten b®* bestimmt. W ir müssen 
noch zeigen, daB diese Konstanten fiir beliebige A “’und A “' die Bezie- 
hungen (3.19) und (3.21) identisch erfiillen. Das ist aber leicht zu sehen, 
wenn w ir die aus (3.21) bestimmten Konstanten in (3.19) bzw. in (3.21) 
einsetzen und die Identitaten

(3.22) F  II (E ) F b(A ) =  F°/JA) A ;

berücksichtigen, die man durch Differenzieren der sogenanten Funda- 
m entalgleichung

F ab(B ) F bc (A ) -■ F“ (B  A ),

nach B“und nachher Einsetzen B “ =  <?“ , erhalten kann.
Um den Satz zu beweisen, gentigt es zu zeigen, daB die Konstanten 

abp , die der Relation (3.18) geniigen, gleich Null sind. Zu diesem Zwecke 
berechnen w ir zuerst die Werte der Funktionen F b , wenn man fiir A  
eine skalare Matrix oE, q >  0, einsetzt. Es ist

(3.23) F£(g E) — eft+p_<3 .

Wenn w ir jetzt q E für A  in (3.18) einzetzen, so nimmt diese die fo l- 
gende Gestalt

e«+ p -Q (a ^ -0^g ) =  0 

an, aus deren folgt, daB identisch verschwinden,

(3.24) af*p =  0.

Werden die Beziehungen (3.21) und (3.24) in (3.10) eingesetzt, so geht
(3.10) in (3.2) über und der Beweis ist beendet.
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M IE C ZYS ŁA W  KU C H AR ZE W SK I

POCHODNA LIEG O  GĘSTOŚCI TENSOROW YCH

S t r e s z c z e n i e

W  nocie została wyznaczona postać pochodnej Liego gęstości tensorowych 
w  oparciu o defin icję podaną w  pracy [6], Jeżeli prawo transformacji gęstości 

tensorowej co (cor), napiszemy w  postaci, ooa' =  F (1 (A ) cob, a, b =  1 ,2 ,... m, m =  nP+<J,
je j pochodnia L iego względem  wektora kontrawariantnego v (v  > ), >1 =  1, 2 n,
spełniająca warunki defin icji 2.1, wyraża się wzorem. L “ (v ,c o )=  (w, a>a,v _  

(E ) ajbv*,,/), gdzie q jest dowolnym skalarem, a F  ba są określone następująco

F U  =  d F l \ d  A \  (Satz 3.1).

Oddano do Redakcji 7. 4. 1970.


