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Pelagia MOREJKO

Ksztalcenie geometryczne w klasach poczatkowych

Kazdy z nas wynidst ze szkoty pewien zaséb wiedzy matematycznej. Na wiedze
tq skiadajg si¢ wiadomosci i umiejgtnosci pogrupowane wedtug dyscyplin wiedzy
matematycznej, a wige z arytmetyki, algebry, geometrii czy rachunku prawdopodo-
bienstwa. Niektore terminy matematyczne funkcjonujg w jezyku naturalnym. Na co
dzien opisujac roézne sytuacje uzywamy zwrotow typu: ,,sa rownolegte”, , jest wigk-
szy”, ,,nicograniczony”, ,,nieskonczony”, ,,mato prawdopodobne”, , kwadratowe”,
»szescienne” itp.; czynimy to jednak nie zawsze w sposob adekwatny do opisywanej
sytuacji. Wykorzystujemy w zyciu nabyte umiejgtnosci w zakresie dziatan arytme-
tycznych, obliczen procentowych, proporcji, zagadnien miarowych i innych. Wiemy
réwniez, ze matematyka jest nauka abstrakcyjng i by¢ moze styszelismy, ze takze
aksjomatyczno-dedukcyjng. Ponizej postaramy si¢ zasygnalizowaé pewne aspekty
poje¢ matematycznych i zwréci¢ uwage na prawidlowosci procesu przyswajania poje¢
zwigzanych z rozwojem intelektualnym dziecka.

Matematyka jako nauka abstrakeyjna i aksjomatyczno-dedukcyjna

Specjalny sposdb konstrukeji wiedzy matematycznej decyduje o tym, Ze nazy-
wamy jg nauka aksjomatyczno-dedukcyjng. Oznacza to, ze u jej podstaw leza, tzw.
pojecia pierwotne, ktére nie sa definiowane i wlasnosci pojgé pierwotnych, tzw.
aksjomaty, ktdre nic sg dowodzone. Aksjomaty opisuja pojecia pierwotne i decydu-
ja, 0 naszym ich rozumieniu. Przyktadowo, proste i punkty to takie obiekty, przez
ktorych dwa punkty przechodzi doktadnie jedna prosta, a przez jeden punkt — nie-
skonczenie wiele prostych. Proste i punkty nalezg do poje¢ pierwotnych, a wymic-
nione ich dwie wiasnosci sg aksjomatami. Matematyk przyjmujac pewien zestaw
poje¢ pierwotnych i aksjomatéw oraz dotaczajac do nich logikg buduje nowe wia-
snosci — twierdzenia, a nastgpnic nowe pojecia i ich definicje, z kolei — nowe twier-
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dzenia i kolejne nowe pojecia itd. Matematyka ma wiec wyrazna strukture hierar-
chiczna, a jej pojecia zardwno pierwotne, jak i te definiowane sa abstrakcyjne.

Abstrakcyjnodé poje¢ matematycznych oznacza, Ze nie majg one desygnatow
w realnej rzeczywistosci. Nie ma wigc w realnej rzeczywistosci desygnatéw liczb,
trojkatow, szesciandw, wielomiandw, funkcji kwadratowe;j itp. Péjscie wige przez
dziecko siedmioletnie droga, jaka wskazuje matematyka jako gotowa dyscyplina
wiedzy jest niemozliwe' . Szansa dla edukacji jest mozliwos¢ wytonienia z matema-
tyki poje¢ dajacych si¢ wyabstrahowa¢ z otaczajacej rzeczywistosci, Scislej z czyn-
nosci wykonywanych na obiektach materialnych (szerzej ten temat opisuje strategia
czynno$ciowego nauczania matemnatyki). Pojecia te w dydaktyce matematyki zosta-
ty zaliczone do tzw. pojeé elementarnych (Krygowska, 1977). Inne pojecia dadza si¢
juz na nich zbudowa¢ w sposéb hierarchiczny. Ksztatcenie w zakresie geometrii nie
zacznie si¢ wigc od punktdw, prostych i ptaszczyzn, jak to pamigtamy z pewnego
etapu wtasnej nauki szkolnej i jak to wynika z charakteru matematyki, lecz od tych
pojgé, ktore w pierwszej kolejnosci podsunie dziecku otaczajaca rzeczywisto$¢ ma-
terialna.

Badanie rzeczywistosci, jej opisywanie i przeksztatcanie w zakresie dostgpnym
w edukacji wezesnoszkolnej, to poczatek dtugiej drogi prowadzacej do abstrakcyj-
nych pojeé matematycznych, wérdd ktérych wazne miejsce zajmuja pojecia geome-
tryczne. Geometria bowiem i jej jezyk sg dobrymi tacznikami migdzy rzeczywisto-
$cig a matematyczng abstrakcja.

Zalozenia i cele ksztalcenia geometrycznego na etapie wezesnoszkolnym

Jako punkt wyjscia w edukacji wezesnoszkolnej w zakresie geometrii przyjmuje
sie kompetencje dziecka nabyte w okresie przedszkolnym. Naleza do nich: umiejet-
no$¢ rozrdzniania obiektow materialnego $wiata, dzigki spontanicznej klasyfikacji;
umicjetnosci jezykowe, dzigki ktérym istnieje mozliwo$¢ opisu materialnych obiek-
tow; umiejetnodé przeksztatcania rzeczywistosci (rzecz jasna, w pewnym ograni-
czonym zakresic) oraz pewne umiejgtnosci techniczne, pozwalajacc na graficzne
ujmowanie ksztattow przedmiotow.

Celem edukacji wezesnoszkolnej w zakresie geometrii jest rozw6j posiada-
nych przez dziecko kompcetencji i nabycic nowych. Oznacza to dalsze badanic
obiektéw materialnych i manipulowanie nimi ukierunkowanc nie tylko na coraz
bardziej ich adekwatny opis, ale takze na ujmowanic stosunkéw przestrzennych
$wiata rzeczywistego, przygotowanie do postugiwania si¢ jezykiem matematyki
w formie werbalnej (stowa i specyficzne terminy matematyczne) i niewerbalnej

! Poréwnaj z piagetowska teoria rozwoju, teorig reprezentacji Brunera i poziomami myslenia van
Hiele’a.
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(rysunki, schematy itp.), ksztatcenie wyobrazZni i intuicji geometrycznej. W szcze-
gblnosci celem jest:

intuicyjne uksztattowanie pojecia odcinka, wielokata (kwadratu, prostokata,
trojkata itp.), kota, tamanej;

nabycie umiejetnosci mierzenia odcinkdw i obwodu prostokata;
rozpoznawanie odcinkdw prostopadtych i rownolegtych oraz praktyczne sto-
sowanie tych pojeé w tatwych przypadkach;

rozwijanie umiej¢tnosci opisywania i nazywania znanych i nowo poznawanych
figur, a takze relacji zachodzacych migdzy nimi w terminach matematycznych;
— wiazanie tre$ci arytmetycznych z geometrycznymi.

Ksztalcenie matematyczne w aspekcie poje¢ geometrycznych

a)Figury geometryczne jako zbiory punktéw i niektore
ich wtasno$ci

Jednym z najwazniejszych poje¢ organizujacych matematyke jako przedmiot
szkolny jest zbior i jego elementy. W geometrii rozwazamy w pierwszymn rzedzie
zbiory punktéw. Kazdy zbior punktéow bedziemy nazywac figura geome-
tryczng. Powszechnie znane figury: odcinek, prosta, tréjkat, kwadrat, koto, sze-
$cian, ostrostup itp., to pewne, wyrdznione zbiory punktow. Figurami geometrycz-
nymi sq takze figury przedstawione na Rys. 1-4.

Rys. 1 Rys. 2

A A C
Rys. 3 Rys. 4

Rys. | przedstawia figure, do ktorej nalezg dwa punkty. Na rys. 2 wyrézniona
figura zostata zaznaczona ciemniejszym akcentem; naleza do niej trzy punkty izolo-
wane i punkty odcinka. Figura ta zawarta jest w prostej. Rys. 3 przedstawia figure, do
ktérej nalezy jeden punkt, a rys. 4 — figure, do ktdrej naleza trzy punkty. Figury te nie
maja swoich nazw, bowiem nie sg interesujace z punktu widzenia ksztatcenia matema-
tycznego. Mozna takze rozwazad figure, do ktorej nie nalezy zaden punkt. Taka figure
bedziemy nazywali pustg ~ przez analogi¢ do zbioru pustego. Jezeli nasze rozwazania
ograniczymy do jednej prostej i jej podzbioréw (np. odcinek, potprosta), to méwimy
wtedy o przestrzeni jednowymiarowej. Analogicznie, jedna plaszczyzna i jej podzbio-
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ry (np. kwadrat, okrag, odcinek), to przestrzenn dwuwymiarowa. Przestrzen trojwymia-
rowa nazywana jest w praktyce szkolnej a takze w zyciu codziennym przestrzenia.
Podzbiorami tej przestrzeni sa, np. szedcian, kula, kwadrat, odcinek itp. W geometrii
rozwaza sig takze zbiory nie bedace zbiorami punktow,lecz zbiorami figur. Zbior pro-
stych przechodzacych przez jeden punkt to zbidr, ktérego elementami sa proste. Jesli
rozwazymy zbi6r wszystkich takich prostych, to méwimy wowczas o peku prostych.
Rozwazamy takze zbiory kwadratow, trojkatow, okregow itp.

Wsrdd licznych wiasnodci, jakie posiadaja figury zwrocimy uwage na te, ktore
opisane sa terminami: ,,skoficzony”, ,,nieskofczony”, ,,ograniczony”, , nieograniczo-
ny”. Z terminologia ta zwiazanych jest kilka nieporozumien. Uzywamy ich do$¢
niefrasobliwie, stosujac niektdre z nich zamiennie. W jezyku codziennym zazwy-
czaj nie odrozniamy stow ,nieskonczony” i ,,nieograniczony”. Mowimy: prosta jest
nieskoniczona lub — rzadziej — nieograniczona. Popetniamy btad nieadekwatnosci.
W matematyce przyjmujemy nastgpujace definicje tych pojec.

Figure nazywamy ograniczona, jezeli istnieje koto, w ktérym ta figura sie
zawiera. W przeciwnym wypadku méwimy, ze figura jest nieograniczona. Definicja ta
dotyczy przestrzeni dwuwymiarowej. Dla przestrzeni trdj- i jednowymiarowej koto
zastepujemy odpowiednio kula i odcinkiem. Figury przedstawione na rys. 1-4 sa figu-
rami ograniczonymi. Prosta jest figura nieograniczona, nie istnieje bowiem zadne koto,
w ktorym mogtaby sie zawrze¢. A co z terminami ,,skonczony” i ,,nieskoriczony”?
Odcinek jest figura ograniczona, lecz nalezy do niego nieskoriczenie wiele punktow,
cho¢ trudno to sobie wyobrazi¢, szczegélnie wtedy, gdy punkt kojarzy si¢ z materialng,
(atramentowa) kropka postawiona na kartce papieru. Do figur na rysunkach 1, 3, 4
nalezy skoficzona liczba punktow, do figury na rys. 2 — nieskonczenie wiele punktow.

Podsumowujac, powiemy: odcinek jest ograniczony, lecz nalezy do niego nie-
skonczenie wiele punktdw; prosta jest nieograniczona i nalezy do niej nieskoncze-
nie wiele punktow. Analogicznie: kwadrat jest figura ograniczona i nalezy do niego
nieskonczenie wiele punktow; poiptaszczyzna jest figura nieograniczona i nalezy do
niej nieskonczenie wiele punktow.

b)Relacje (stosunki) miedzy figurami

Dzieci do$é wezesnie spotykaja si¢ na co dzien z réznymi stosunkami przestrzen-
nymi, ktoérych opis dokonuje si¢ za pomoca takich zwrotow, jak: ,,za”, ,,przed”, ,,mig-
dzy”, ,wyzej”, ,,na lewo” itp. Opisy te wprawdzie dotyczg obiektéw materialnych,
niemniej beda stanowily punkt wyjscia do opisu stosunkow (relacji) migedzy figura-
mi. W nauczaniu poczatkowym ograniczymy sie do relacji rownolegtosci, prostopa-
dtosci i przecinania si¢ odcinkow. W klasach starszych relacje te rozszerzymy na
proste. Zauwazmy, e definicje prostych réwnolegtych czy przecinajacych sie tatwo
akceptowalne w sytuacji, gdy pojgcie prostej jest w petni przyswojone, nie dadza si¢
przenie$¢ na odcinki. Proste nie majace punktu wspdlnego, to proste rownolegte.
Natomiast odcinki nie majace punktu wspdlnego moga, ale nie musza by¢ rownole-
gle. Proste, ktdre nie sa rownolegle musza sig przecia¢, odcinki nickoniecznie (rys.5).
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c)Przyporzadkowania (funkcje)

Rys. 5

Cho¢ nazwy ,.funkcja” (czy zamiennie ,przyporzadkowanie™), a takze specy-
ficznej symboliki zwiazanej z funkcja, dziecko-uczen uzyje dopiero w starszych kla-
sach szkoty podstawowej, to z samym pojeciem spotyka sie od pierwszych niemal
krokéw w szkole. W tym miejscu zasygnalizujemy pewne funkcje wystepujace
w geometrii. Dtugos¢ odcinka, diugo$¢ tamanej (szczegélny przypadek — obwod
wielokata), pole figury ptaskiej (np. pole prostokata), to funkcje przyporzadkowuja-
ce figurom (odcinkom, tamanym, prostokatom itp.) liczby rzeczywiste (w nauczaniu
poczatkowym beda to tylko liczby naturalne). Sam proces praktycznego wymierza-
nia, np. dtugosci stotu, narysowanej kreski (bgdacej materialna i graficzng reprezen-
tacjq odcinka), moze nam da¢ w wyniku kilkakrotnego mierzenia tego samego od-
cinka rdzne liczby. Nie nalezy jednak w zwiazku z tym myli¢ praktycznego procesu
mierzenia obarczonego licznymi bigdami o bardzo réoznym pochodzeniu z abstrak-
cyjnym pojeciem dtugosci odcinka, zgodnie z ktérym kazdemu odcinkowi odpowia-
da doktadnie jedna liczba, jako jego dhugos¢ dla z goéry danego odcinka jednostko-
wego.

Do przyporzadkowan bedg takze nalezaly znane nam przeksztalcenia geome-
tryczne: odbicia lustrzane, przesunigcia rownolegte itp.

Poziomy myslenia wedlug van Hiele’a

Zrozumienie, a wigc takze odpowiednie przyswojenie tresci matematycznych
wymaga, aby uczen znalazt si¢ na poziomie myslenia adekwatnym do aktualnego
sposobu przedstawiania tresci i postugiwat si¢ stosownym do tego sposobu jezy-
kiem. Ta teza van Hiele’a znalazia odbicie w wyrdznionych przez niego poziomach
myslenia:

1. Poziom zerowy — przedmioty geometryczne sg spostrzegane globalnie, roz-
réznianie ich nastgpuje na podstawie roznic w wygladzie zewngtrznym; jezyk cha-
rakteryzuje spontaniczno$¢ w uzywaniu wyrazen badz przez podobienstwo do zna-
nych z otoczenia przedmiotow, badZ zapamigtanie nazwy uzytej przez kogos inne-
go. Ten poziom myslenia charakteryzuje gtownie myslenie dzieci w wieku przed-
szkolnym.

2. Poziom pierwszy — charakteryzuje go utworzenie si¢ pewnej struktury w wy-
sokim stopniu wzrokowej, dlatego tez bywa nazywany poziomem wzrokowym.



E{  Nauczycicl § Szkota 42) 1997

W otaczajacym $wiecie dostrzegane sg juz twory geometryczne, a takze nastepuje
rozpoznawanie pewnej regularno$ci. Dziecko potrafi wskaza¢ w otoczeniu przedmiot
o ksztaicie kota, prostokata itp. a takze nazywa¢ wskazywane przedmioty terminami
matematycznymi, cho¢ w jezyku wcigz przewazajq terminy jezyka codziennego.

3. Poziom drugi (zwany tez opisowym) — obiekty geometryczne sg przyswajane
jako niosace pewne wlasnosci; whasnosei twordow geometrycznych sg rozpoznawane
i opisywane; ustalane sa relacje migdzy cze$ciami sktadowymi, jak réwniez miedzy
rdznymi obiektami geometrycznymi. Na tym etapie globalne ujgcie figury ulega prze-
ksztatceniu. Uczen dostrzega juz tak charakterystyczne podzbiory prostokata, jak
boki, wierzchotki, przekatne. Ustala takze relacje migdzy figurami: prostopadiosc,
réwnoleglos¢ odcinkéw. Jezyk jest juz wyraznie nasycony terminologia matema-
tyczng. Jednak na tym etapie nie sa jeszcze ustalane relacje logiczne migdzy rézny-
mi opisami.

Dalszy poziom myslenia nazywany logicznym lub tez teoretycznym bedzie doty-
czyt dzieci starszych.

Teoria reprezentacji w ujeciu Brunera

Przeobrazanie my$lenia konkretno-obrazkowego w abstrakcyjno-pojgciowe to-
warzyszace przyswajaniu pojgé matematycznych wigze Bruner ze sposobami przed-
stawiania pojeé, zwanych reprezentacjami. Rozréznia trzy zasadnicze reprezenta-
cje: enaktywng, ikoniczna i symboliczna.

Reprezentacja enaktywna zwiazana jest z aktywnoscia manualng dziecka
i obejmuje reguly pozwalajace na robienie czego$ z mozliwoscia powtarzania tego
aktu.

Reprezentacja ikoniczna podsumowuje dziatania poprzedniego etapu w po-
staci wyobrazen, rysunkow, schematow.

Reprezentacjasymboliczna reprezentuje rzeczy w sposob odlegty i arbitral-
ny. Zwiazana jest zkodem symbolicznym i oznacza opis za pomoca stow, specyficz-
nych symboli i formut.

Kolejno$é pojawiania si¢ reprezentacji w rozwoju jednostki nie jest przypad-
kiem, lecz nastgpstwem dojrzewania intelektualnego. Przechodzenie od reprezenta-
cji enaktywnej do symbolicznej odbywa si¢ przez szereg etapéw posrednich. Zasa-
dnicze znaczenic dla rozwoju ma interakcja trzech rodzajow reprezentacji, wyraza-
jaca si¢ mozliwoscig przektadu kazdej z nich na pozostate.

Elementy jezyka matematyki w ksztalceniu geometrycznym

Jezyk matematyki jest kombinacja jezyka naturalnego, terminologii matematycz-
nej i specyficznej symboliki. Jezyk naturalny dziecka rozpoczynajacego nauke szkolng
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zawiera wiele stéw, pomagajacych mu opisywac otaczajace go przedmioty i stosun-
ki przestrzenne. Wéréd nich znajdujg, si¢ réwniez terminy matematyczne; dos¢ cze-
sto jednak ich znaczenie jest zdominowane znaczeniem nadawanym im w zyciu co-
dziennym. Dziecko kupuje w sklepie ,.kwadratowy chleb” (gdy tymczasem nie chieb,
a przekrdj otrzymywany przy krojeniu kromek jest w przyblizeniu kwadratem), bawi
sig ,,prostokatnym pudetkiem” (co oznacza, ze $ciany pudetka sg prostokatami), stwier-
dza, ze gwdzdz jest whity , krzywo”, a nie ,,prosto” (,,krzywo” oznacza, ze nie jest
prostopadty do $ciany; poréwnaj — krzywa wieza w Pizie).

Tego rodzaju terminologia moze by¢ Zrédtem trudnosci w uczeniu si¢ dziecka.
Zdarza sig tez, ze dziecko pewne pojgcia utozsamia, np. obwod wielokata, ktéry jest
liczba, z tamana, bgdaca brzegiem tego wielokata, a wigc figura, gdy tymczasem
liczba, o ktérej mowa jest dtugoscia tej tamanej. Terminy pojawiajace si¢ po raz
pierwszy dopiero w toku nauki szkolnej nie sa obarczone wyzej wymienionymi bte-
dami, co jednak nie oznacza, Ze ich przyswojenie wraz z odpowiadajgcymi im poje-
ciami, jest tatwe. Méwiac o specyficznej symbolice matematycznej musimy zwrécic
rowniez uwagg na takie jej elementy, jak schematy graficzne (petle, strzatki), rysun-
ki, ktore w zaleznosci od sytuacji, ktdra opisuja, sa albo zblizone do obrazu konkret-
nego albo maja charakter blizszy symbolowi.

Podsumowanie

Etapy ksztattowania pojg¢ geometrycznych nalezy rozwazy¢ w kilku aspektach:
charakteru poje¢ matematycznych, pozioméw myslenia dziecka i kolejnosci repre-
zentowania poje¢ na drodze ich przyswajania.. Droga, jakg bedzie kroczyé dziecko
musi prowadzi¢ od prostych manipulacji dokonywanych na obiektach realnej rze-
czywistosci poprzez modelowanie rzeczywistoéci, poczatkowo prymitywne, przez
naiwne schematyzowanie, by w doé¢ odlegtej przysztosci dojs¢ do abstrakcyjnego
opisu.

Manipulowanie obiektami realnej rzeczywistosci jest poczatkiem procesu ab-
strakcji, ktory ma dziecko doprowadzié¢ do abstrakcyjnych pojgé. W przypadku jed-
nych poje¢ do$wiadczenie bedzie wystarczajacg baza do ich utworzenia, inne bgda
wymagaly wyjscia poza to do§wiadczenie. Przyktadami takich poje¢ moga by¢ odci-
nek i prosta. Zginanic kartki papieru i obserwowanie §ladu zgigcia, przebieganie
(najkrotszej) drogi od drzewa do drzewa i tym podobne ¢wiczenia, prowadza po-
przez sporzadzanie rysunkéw podsumowujacych te zdarzenia do pojgcia odcinka,
moze jeszcze nie w formie czysto abstrakcyjnej, lecz tylko w postaci narysowane;
kreski, ale jest to na tym etapie nauczania wystarczajace. Natomiast wyabstrahowa-
nie prostej z czynnosci na obiektach materialnych nie jest mozliwe. Zauwazmy, ze
nie ma takiej kartki papieru ze $ladem zgigcia, ani drogi migdzy dwoma drzewami,
ktére dawatyby reprezentacjg prostej — enaktywna lub ikoniczna, Utworzenie poje-
cia prostej wymaga bardziej wyrafinowanych sposobow. Dziatania w konkrecie bedg
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jednak musiaty stanowi¢ podporke mysli, ktéra w pewnym momencie musi uwolnic¢
sie od konkretnych doswiadczen i wyj$¢ poza nie.

W kontekscie tego, co zostato wyzej powiedziane, nie budzi zdziwienia fakt, ze
jednymi z pierwszych poje¢ geometrycznych sa: prostokat, kwadrat, tréjkat, koto,
odcinek, a dla prostej planujemy jedynie czynnosci wstepne.
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