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ROZDZIAL 1

Wstep

Metaheurystyki sa obliczeniowymi metodami, ktére umozliwiajg optymaliza-
cje problemu poprzez iteracyjne poprawianie danego rozwigzania na podstawie
pewnej miary jakosci. Nalezy tutaj zaznaczy¢, iz samo pojecie algorytméw meta-
heurystycznych jest bardzo ogélne. Do tej kategorii zaliczane sa nie tylko metody
inspirowane natura, ale takze techniki takie jak przeszukiwanie lokalne. W przy-
padku technik zainspirowanych natura, w algorytmie najczesciej operuje sie ter-
minami zapozyczonymi ze swiata biologii. Obiekty, okreslane takze jako osobniki,
lub tez agenty nasladujg pewne okreslone zachowania ze $wiata zwierzat porusza-
jac sie po obszarze okredlanym jako przestrzen rozwiazan. Pojedynczy osobnik jest
prosta struktura, ktéra posiada informacje o aktualnym potozeniu w przestrzeni
rozwiazan, okreslana jako genotyp. Z kolei jako$¢ tego rozwiazania nosi nazwe
fenotypu i jest odlegloécia danego elementu od optimum globalnego

Temat poruszany w niniejszej rozprawie dotyczy podejscia zwigzanego z jedna
z metod zaliczanych do algorytméw ewolucyjnych, a mianowicie ewolucji réznico-
wej. Autor stara sie niejako réwnoczesnie rozwigza¢ dwa problemy. Po pierwsze,
opracowaé skuteczny i zarazem ogdlny algorytm bazujacy na adaptacji parame-
tréw. Ponadto przeksztalca zagadnienie dotyczace wyszukiwania réwnowag Na-
sha w grach n-osobowych w problem optymalizacji funkcji cigglej. Podstawowy
algorytm ewolucji réznicowej wymaga wczesniejszego ustalenia wartoéci kilku pa-
rametrow. Czesto zdarza sie, ze samo dobranie odpowiednich wartosdci wspotezyn-
nikéw jest bardzo czasochlonne, poniewaz ich wartosci zalezg od rozpatrywanego
problemu. Liczne modyfikacje podstawowej wersji algorytmu dotycza najczesciej
tylko jednego wybranego zagadnienia, a ich skutecznosé¢ w przypadku innych pro-
blemoéw jest wyraznie nizsza. Istnieje rowniez szereg metod hybrydowych, ktore
w zalozeniu lacza najlepsze cechy poszczegélnych rozwiazan. Kazdy dodatkowy
element algorytmu prowadzi najczesciej do koniecznosci ustalenia kolejnych war-
tosci parametréw. Powyzszy problem prowadzi do specjalizacji danej metody, co
przeczy zalozeniu metaheurystyk, ktére powinny by¢ algorytmami ogdlnymi.
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Teoria gier jest $cisSle zwiazana z teoria decyzji, gdzie istotny jest problem
zarzadzania doborem strategii obejmujacy analize i wspomaganie procesu podej-
mowania decyzji. Tematyka ta znajduje szerokie zastosowanie w skomplikowanych
sytuacjach decyzyjnych, gdzie wystepuje konflikt dwoch lub wiecej stron. Przy-
klady zastosowania teorii gier mozna znalez¢ m. in. w ekonomii [7], naukach spo-
tecznych [108] i biologii [64]. Rozwiazania zapozyczone z teorii gier stosowane sa
w réznych dziedzinach informatyki takich jak sztuczna inteligencja [133], handel
elektroniczny [62], sieci komputerowe [31]. Ponadto, teoria gier zwiazana jest $cisle
z sieciami transportowymi, gdzie pojecie réwnowagi Nasha moze zostaé uzyte do
okreslenia przeplywu w sieciach [41].

Jednym z kluczowych elementéw niniejszej rozprawy jest przeksztalcenie za-
gadnien zwiazanych z teorig gier w klasyczny problem optymalizacji funkcji. W
tym kontekscie mozliwe jest wypracowanie pewnego ogélnego podejscia, bazuja-
cego na optymalizacji ciaglej, skutecznego w catej klasie problemoéow. Takie przed-
stawienie do problemu z jednoczesnym naciskiem na opracowanie mechanizmow
odciazajacych uzytkownika od problemu doboru parametrow pozwala na zapro-
jektowanie ogblnej metody skutecznej w wielu zagadnieniach teorii gier. Gtéwny
cel pracy jak i cele posrednie opisane zostaly ponizej.

Teza pracy

Zaproponowane modyfikacje algorytmu ewolucyi rézZnicowej poprawiajq jakosé roz-
wigzan w problemie wyszukiwania e-rownowag Nasha w grach o sumie niezerowej.
Przeksztalcenie powyzszego zagadnienia do problemu optymalizacyi funkcji cigglej
pozwala na wprowadzenie ogolnej funkcji oceny umozliwiajgcej jego rozwigzywanie
bez wyraznego zwiekszenia kosztu obliczeniowego algorytmu.

Cel pracy

Gléwnym celem pracy jest opracowanie i przeanalizowanie adaptacyjnej wersji
algorytmu ewolucji roznicowej do generowania rownowag Nasha w grach losowych,
niekooperacyjnych, w postaci strategicznej o sumie niezerowej dla n graczy. Tak
opracowany algorytm poréwnany zostanie z algorytmami prostego podziatu oraz z
globalng metoda Newtona. Kolejne etapy realizacji gléwnego celu pracy obejmuja:

e Przygotowanie podstawowej wersji algorytmu ewolucji réznicowej dostoso-
wanej do omawianego problemu, ze szczegdlnym uwzglednieniem opracowa-
nia reprezentacji pojedynczego osobnika.

e Przeglad literatury zwigzanej istniejacymi algorytmami stosowanymi do wy-
znaczania rownowag Nasha w grach w postaci strategicznej. Konieczne jest
tutaj wyrazne oddzielenie algorytméw dostosowanych dla gier 2-osobowych
oraz dla gier n-osobowych (gdzie n > 2). Jednocze$nie wskazane zostana
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dwa najskuteczniejsze algorytmy dla gier n-osobowych. Jednym z podsta-
wowych kryteriow wyboru bedzie szeroki zakres probleméw, dla ktorych
mozliwe bedzie stosowanie algorytméw. Zatozeniem niniejszej rozprawy jest
opracowanie algorytmu ogélnego, ktory bedzie skuteczny dla zdecydowanej
wiekszodci typéw gier, stad tez istotne jest poréwnanie metody z mozliwie
jak najbardziej odmiennymi podejéciami.

e Opracowanie adaptacyjnego algorytmu ewolucji réznicowej wraz z modyfi-
kacja ukierunkowana na generowanie przyblizonych réwnowag Nasha z mi-
nimalng liczbg stosowanych przez graczy strategii aktywnych. Modyfikacje
obejmuja przede wszystkim operator mutacji, w ktérym wprowadzono do-
datkowy czynnik skalujacy. Oprécz modyfikacji obejmujacych operator mu-
tacji, zmiany wprowadzone zostana takze w mechanizmach odpowiedzial-
nych za wielkos¢ populacji w poszczegdlnych iteracjach algorytmu.

e Badanie skuteczno$ci proponowanego w rozprawie adaptacyjnego algorytmu
ewolucji réznicowej oraz poréwnanie z algorytmami prostego podziatu, glo-
balng metoda Newtona oraz podstawowa wersja ewolucji réznicowej. Bada-
nia eksperymentalne obejmowac beda kilka aspektéw. Po pierwsze, powinny
zosta¢ wskazane stabe strony istniejacych algorytméw oraz wykazana prze-
waga proponowanego algorytmu. Kolejne zagadnienie zwigzane bedzie z po-
wtarzalnoscia wynikéw uzyskiwanych przez poszczegdlne algorytmy, a takze
liczba strategii aktywnych dostepnych w generowanych rozwiazaniach.

e Ostatni z celéw nadrzednych obejmowal bedzie wybranie bardziej ztozo-
nych probleméw zwigzanych z wyszukiwaniem punktow réwnowag w grach
a nastepnie wykazanie skutecznosci proponowanego algorytmu w innych za-
gadnieniach z teorii gier.

Rozprawa sktada sie¢ z 9 rozdzialéw i podzielona zostala na dwie czesci. Pierw-
sza czeS¢ teoretyczna to rozdzialy 2-5. Opisane w nich zostaly podstawy teore-
tyczne zaproponowanego w rozprawie algorytmu, a takze jego najpopularniejsze
modyfikacje. Rozdzial 5 stanowi przeglad istniejacych rozwigzan dla gier 2 oraz n
osobowych. Czes¢ badawcza pracy poprzedzona jest szczegélowym opisem algo-
rytmu zaproponowanego w rozprawie. Przedstawione rozwiazanie jest porownane
z istniejacymi algorytami a opracowane wyniki badan maja na celu potwierdzenie
skutecznosci wprowadzonych modyfikacji.

W rozdziale 2 opisany zostal podstawowy algorytm ewolucji réznicowej. Przed-
stawione zostaly mechanizmy, na jakich opiera sie sam algorytm. Polozono takze
szczegblny nacisk na operator mutacji i potencjalne mozliwosci jego modyfika-
cji. W rozdziale tym przedstawiono takze najpopularniejsze modyfikacje ewolucji
réznicowej zwiazane z optymalizacja dyskretna oraz dynamiczng.

Rozdzial 3 zawiera zestawienie hybrydowych wariantéw ewolucji réznicowej.

Warianty zwigzane ze zmianami wartosci parametréw podzielone zostaly na dwie
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kategorie. Pierwsza z nich dotyczy dynamicznej zmiany parametréow, w ktorej to
wspotczynniki modyfikowane sa w kolejnych iteracjach algorytméw zgodnie z usta-
lonym wczesniej wzorem. Z kolei druga grupa modyfikacji dotyczy adaptacyjnosci
parametréw, w ktorej to zmiany nastepujg na podstawie cech charakterystycznych
populacji w poprzednich iteracjach algorytmu.

W rozdziale 4 zaprezentowane zostaly podstawowe definicje zwigzane z teo-
rig gier. Podana zostala definicja gry oraz macierzy wyptat. Poruszany jest takze
aspekt punktu réwnowagi i jego wplyw na wyptate graczy podang w jednostkach
uzytecznosci. Ze wzgledu na bardzo duzg liczbe zagadnien i probleméw w teorii
gier, w rozdziale tym wyraznie wskazane zostana problemy jakich dotyczy niniej-
sza rozprawa. Mnogos¢ typéw réwnowag wymaga ograniczenia do jednego tylko
problemu okreslanego jako wyszukiwanie mieszanej rownowagi Nasha. Zagadnie-
nie to stanowi rowniez pewien punkt wyjéciowy do rozwazan przedstawionych w
rozdziale 9.

Rozdziatl 5 zawiera opisy najpopularniejszych algorytméw zwigzanych z za-
gadnieniem wyszukiwania réwnowag Nasha. Ta cze$é¢ pracy podzielona zostata na
dwa podrozdzialty, w ktérych metody stosowane w grach 2-osobowych oddzielone
zostaly od reszty zagadnien.

Rozdziat 6 to szczegdltowy opis autorskiego algorytmu stosowanego w oma-
wianym problemie. Zagadnienia poruszane w tej czedci rozprawy dotycza szcze-
gblowego opisu parametréw operatora selektywnej mutacji. Przyblizona zostaje
takze metoda wyboru podzbioru strategii aktywnych ze zbioru strategii poszcze-
gélnych graczy okreslana jako probkowanie przestrzeni rozwiazan. Istotng czescia
rozdziatu jest takze opis ogdlnej funkcji oceny stosowanej w algorytmie.

Rozdziat 7 w calodci poéwiecony jest opracowaniu zbioréw testowych a na-
stepnie badaniom eksperymentalnym proponowanego algorytmu. W sumie zesta-
wienie obejmuje 4 algorytmy a przebadane zostanie szerokie spektrum zagadnien.
Problem wyszukiwania réwnowag Nasha jest tematem bardzo zlozonym, dlatego
eksperymenty oraz ich wyniki opisywane sg sekwencyjnie. Obejmujg one czas ge-
nerowania rozwiazania, liczbe znalezionych rozwiazan, liczbe strategii aktywnych
w jednym rozwiazaniu, a takze doktadno$¢ rozwiazan. W celu potwierdzenia wnio-
skéw przedstawionych w rozprawie badania obejmuja kilka typéw gier (ze wzgledu
na objeto$é, czesé wynikéw przedstawiona zostanie w dodatku A).

W rozdziale 8 poruszane sg zagadnienia zwiazane z wyszukiwaniem réwno-
wag Nasha z dodatkowymi wtadciwosciami. Przedstawiona zostala modyfikacja
proponowanej funkcji oceny. Nastepnie ukazana jest mozliwos¢ zastosowania ad-
aptacyjnego algorytmu ewolucji réznicowej w dwdéch kolejnych problemach opar-
tych na punktach rownowagi. Waznym elementem tego rozdzialu jest wykazanie,
iz pomimo wyraznie wigkszej trudnosci omawianych probleméw, metoda przed-
stawiona w rozprawie umoszliwia znalezienie rozwigzan bez istotnego zwiekszenia
narzutu obliczeniowego.
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Rozprawa zakonczona jest krétkim podsumowaniem obejmujacym komentarz
do poszczegdlnych etapéow badan oraz celéw pracy. Uwagi ze strony autora wska-
zuja takze dalsze kierunki rozwoju badan. Do rozprawy dotaczony jest dodatek A
zawierajacy szczegdlowe wyniki badan dotyczace dwoch typow gier nieujetych w
rozprawie.



ROZDZIAL 2

Ewolucja réznicowa jako technika

populacyjna

W teorii obliczen problem optymalizacyjny jest to problem obliczeniowy, kto-
rego rozwiazanie polega na znalezieniu najwiekszej badz najmniejszej wartosci
pewnego parametru, ktoéry spelnia okreslong wlasnosé. Poszukiwany parametr
najczesciej okreslany jest jako funkcja kosztu. Zwykle metody optymalizacji cze-
sto zawodza w przypadku funkcji wielowymiarowych i nieregularnych. Wigkszoéé
naturalnych probleméw optymalizacyjnych, w tym probleméw o duzym znacze-
niu praktycznym, to problemy NP-trudne. Przy zalozeniu, ze hipoteza P # NP
jest prawdziwa, doktadne rozwiazanie tych probleméw jest nieakceptowalne cza-
sowo. W kontekscie teorii algorytméw aproksymacyjnych, problemy NP-trudne sa
ogromnie zréznicowane. Rozwiazania niektérych z nich mozna przybliza¢ z pewna
doktadnoscia, ale istnieja tez takie, dla ktérych takie przyblizenie nie jest mozliwe.
Dla powyzszych zadan czesto istnieje skuteczny algorytm, ktéry nie daje jednak
gwarancji znalezienia rozwigzania optymalnego, a tylko w przyblizeniu optymal-
nego.

Pierwsze metody okredlane jako metaheurystyki zwiazane byty z aproksyma-
cja stochastyczna i opisane zostaly juz w roku 1951 [100]. Aproksymacja stocha-
styczna nalezy do stochastycznych algorytméw aproksymacyjnych i byt to jeden z
pierwszych algorytméw opartych na pewnych zmiennych losowych. Rozwinieciem
powyzszej metody byl algorytm Kiefer-Wolfowitza opisany rok pézniej w [81].
Jedna z najwazniejszych metod opartych na adaptacji oraz ewolucji to strategie
ewolucyjne [124]. Podejscie to opiera sie na zastosowaniu operatora mutacji oraz
selekcji w celu przeszukiwania obszaru potencjalnych rozwiazan.

Kolejnym waznym etapem rozwoju metaheurystyk inspirowanych naturg byto
podejicie opisane jako programowanie ewolucyjne [49] oraz programowanie gene-
tyczne [128] zwiazane z automatycznym tworzeniem programéw komputerowych.

Pojawienie sie¢ programowania genetycznego poprzedzone zostato opracowaniem
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algorytmu genetycznego w 1975 roku [72]. Mozna uznaé, iz algorytm genetyczny
stal sie podstawa do tworzenia bardziej zlozonych systeméw nasdladujacych na-
ture. Pomimo prawie 40 letniej historii, metoda ta wciaz uznawana jest za jedna
z najlepszych a liczba jej modyfikacji stale ro$nie. Jednym z ostatnich trendéw
w tej dziedzinie jest rozwijanie koncepcji kwantowych algorytméw genetycznych
i mozliwosci ich zastosowan [5]. W kontekscie niniejszej rozprawy nalezy rowniez
wspomnie¢ o modyfikacji algorytmu genetycznego uwzgledniajacej elementy teo-
rii gier, gdzie pary osobnikéw wewnatrz populacji graja w jednoetapowa gre w
postaci strategicznej, a wygrany przeniesiony zostaje do kolejnej generacji [35].

Niezwykle istotnym algorytmem z punktu widzenia podstaw matematycznych
jest algorytm symulowanego wyzarzania [53] bazujacy na pewnych procesach fi-
zycznych dotyczacych schtadzania. Jest to rozwinigcie metody Monte Carlo opu-
blikowanej po raz pierwszy w roku 1953 [97]. Na przestrzeni kolejnych lat wspo-
mniane techniki byty intensywnie rozwijane, a réwnoczeénie wprowadzono szereg
dalszych metod opartych na biomimetyzmie, czyli inspirowanych procesami bio-
logicznymi. Wéréd nich warto wymieni¢ algorytmy mrowiskowe [40], algorytmy
memetyczne [102], czy tez optymalizacje stadna czasteczek [42].

Podejscie zwiazane z metaheurystykami rozwija sie niejako jednoczesnie w
dwoch kierunkach. Pierwszy z nich, to wprowadzanie coraz to nowszych i bardziej
zlozonych algorytméw odzwierciedlajacych zachowanie organizmoéw ze $wiata zwie-
rzat, czy tez roslin. Do tych zagadnien mozna zaliczyé systemy pszczele [79], al-
gorytm robaczkéw swigtojanskich [147], algorytm nietoperzy [148]. Zdecydowana
wiekszo$¢ tych algorytméw opiera sie na kopiowaniu okredlonych interakcji po-
miedzy zwierzetami lub roslinami a nastepnie na przeksztalceniu ich w elementy
dziatania algorytmu.

Wszystkie powyzsze techniki opieraja si¢ prostym schemacie algorytmu ewolu-
cyjnego, w ktérym to populacja pewnych osobnikéw podlega zmianom w kolejnych
chwilach czasu. Zmiany te dotycza modyfikacji genotypu osobnika oraz przeksztal-
cenia go w fenotyp na podstawie pewnej funkcji oceny. Ogdlny schemat algorytmu
ewolucyjnego zaproponowany w pracy [98] przedstawiony zostal w (alg. 1)

Algorytm 1: Algorytm ewolucyjny

begin
t=0;
Utworz populacje poczatkowa P(t);
Ocen P(t);
while not warunek zakonczenia do
t=t+1;
Wybierz P(t) z P(t — 1) ;
Zmieh P(t) ;
Ocen P(t);

® N S Uk W N
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W klasycznym algorytmie ewolucyjnym stosowana jest jedna populacja P,
ktora modyfikowana jest w kolejnych iteracjach t. W kazdej iteracji algorytmu
stosowana jest ocena osobnikow, a nastepnie najlepiej przystosowane jednostki
wybierane sg do kolejnego pokolenia. Caly proces powtarzany jest okreslona liczbe
razy. Powyzszy schemat dotyczy wlasciwie wszystkich technik opartych na ewo-
lucji osobnikéw.

Ewolucja réznicowa (ang. Differential Evolution DE) to technika ewolucyjna
opracowana przez K. Price’a i R. Storna, opisana szczegétowo w [117]. Mimo iz
ewolucja réznicowa jest heurystyka ewolucyjna bazujaca na populacji osobnikéw,
to jednak do$¢ znacznie rozni sie od innych metod zaliczanych do tej grupy. Pier-
wotnym zastosowaniem ewolucji réznicowej byly zadania o ciagtej dziedzinie funk-
cji przystosowania. Stad tez wywodzi si¢ najczesciej stosowana reprezentacja osob-
nikéw dla tej techniki, czyli wektor liczb zmiennoprzecinkowych (liczba elementéw
w wektorze jest réwna liczbie wymiaréw przestrzeni poszukiwan). Ewolucje rézni-
cowa zastosowano z duza skutecznoscia do wielu probleméw rzeczywistych, wéréd
ktérych wymienié mozna np. projektowanie filtréw [129], analize obrazu [46, 68],
grupowanie [85], projektowanie systeméw [39, 86|, szeregowanie zadan [94] czy
uczenie rozmytych sieci kognitywnych [51]. Pomimo duzej skutecznosci algorytmu
w aplikacjach rzeczywistych, istnieje niewiele artykuléw dotyczacych analizy teo-
retycznej opisywanego algorytmu [59, 146, 150].

W ewolucji réznicowej w kazdej iteracji algorytmu stosowane sa trzy jedna-
kowo liczne populacje osobnikéw: populacja rodzicéw, osobnikéw prébnych oraz
potomkéw. Losowo rozmieszczony w przestrzeni poszukiwan zbiér obiektéw re-
prezentujacych osobniki w populacji poddawany jest w kolejnych iteracjach dzia-
taniu operatoréw genetycznych: mutacji i krzyzowaniu. Ponadto, mutacja pelni
role nadrzedna i jest wykonywana zawsze przed krzyzowaniem. Schemat muta-
cji ewolucji réznicowej, w przeciwienstwie do mutacji w algorytmie genetycznym,
nie jest procesem trywialnym. Prosty schemat selekcji gwarantuje, ze do kolejnej
iteracji przechodzg zawsze osobniki najlepiej przystosowane. Taki model selekcji
w potlaczeniu ze skomplikowanym schematem mutacji pozwala istotnie wplynaé
na szybkos¢ zbieznosci algorytmu do optimum, a takze na poprawe dokladnosci
uzyskiwanych rozwigzan.

2.1 Ogodlny algorytm ewolucji réznicowej

Ewolucja réznicowa jest algorytmem opracowanym przede wszystkim do opty-
malizacji funkeji ciagtych [130]. Kazde potencjalne rozwiazanie okreslane jako
osobnik, przedstawiane jest w postaci wektora liczb z zadanego przedziatu. Podob-
nie, jak w algorytmach ewolucyjnych, na poczatku dziatania algorytmu tworzona
jest populacja osobnikéw S losowo rozmieszczonych w przestrzeni potencjalnych
rozwiazan. Liczba elementéw w populacji nie jest odgdrnie ustalona, jednak po-
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winna réwnomiernie pokrywaé calg przestrzen rozwigzan. Kazdy osobnik opisany
jest jako wektor liczb rzeczywistych reprezentujacych parametry rozwiazania:

S ={5,5,...5},i=1,2,... NP, (2.1)

gdzie: NP - liczba osobnikéw w populacji.
Kazdy osobnik w populacji moze zostaé¢ okreslony jako n-elementowy wektor,

gdzie n jest wymiarem problemu:
Si ={si1,8i2,...85},7=1,2,...,wymiar (2.2)

gdzie: j - jest czescia wektora s;.
Wartoéé j ustalana jest najczedciej zgodnie z rozktadem jednostajnym:

max

min
] < ; ,

Vj € wymiar x7" < s < @

gdzie:
min - dolna granica warto$ci w danym wymiarze,
max - gérna granica wartosci w danym wymiarze.

1.Losowy WybSr 5\ qwéch dodatkowych

osobnika briké oy
docelowego ~ ©SOPNIKOW z populacii
[ Wartos$¢ funkcji oceny

32 25 14 36 60 53 46 24 16 2

’ Populacja rodzicéw S

3. Utworzenie\. /

wektora réznicowego 4. Dodanie losowo wybranego

dwodch osobnikéw osobnika i utworzenie osobnika
probnego nalezgcego do populacji U
: |

Populacja osobnikéw prébnych U

5. Krzyzowanie z osobnikiem
wybranym w pkt. 1

6. Osobnik o nizszej wartosci
funkcji oceny przechodzi I
do kolejnego pokolenia 1 Populacja potomkéw V

- 24 Osobnik potomek z populacji V

Populacja rodzicéw S
04 w kolejnym pokoleniu

Rysunek 2.1: Schemat ewolucji réznicowej

W ewolucji réznicowej stosowane sa dwa podstawowe operatory genetyczne:
krzyzowanie oraz mutacja. W odréznieniu od klasycznych algorytméw ewolucyj-
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nych wskaza¢ nalezy dwa istotne elementy ukazujace skuteczno$é ewolucji rézni-
cowej:

e mutacja w ewolucji roznicowej wykonywana jest przed krzyzowaniem;
e krok mutacji w kazdej iteracji nie zalezy od rozkladu prawdopodobienstwa.

Podstawowy schemat dzialania ewolucji réznicowej przedstawiony zostal na
rys. 2.1. Proces mutacji polega na utworzeniu w danej generacji ¢t populacji wek-
toréw préobnych U. Dla kazdego osobnika z populacji S (okreslanej takze jako
populacja rodzicéw) tworzony jest dokladnie jeden osobnik z populacji prébnej
U. Kazdy osobnik tworzony jest zgodnie z nastepujacym wzorem:

Vi,Vj Uij=Sij+F - (Srj— Sraj)s (2.3)

gdzie:

S;,j - j-ty element wektora celu,

F' - wspélczynnik mutacji,

(Spo,j — Srsj) - j-ty element wektora réznicowego.
Wektor réznicowy tworzony jest z dwoch osobnikdéw o losowych indeksach 72 oraz
r3. W podstawowej wersji algorytmu warto$¢ wspédlczynnika mutacji okreslona
byta jako F' € (0,1) [117], jednak najczesciej przyjmuje sie wartos¢ F € (0.5, 1).
Wartos¢ powyzszego parametru wpltywa na szybkosé przemieszczania sie osobni-
kow w przestrzeni rozwiazan - duza wartos¢ oznacza ukierunkowanie na eksplo-
racje. Natomiast niewielka warto$¢ F' jest pozadana zwlaszcza w koncowej fazie
algorytmu, gdzie konieczna jest eksploracja przestrzeni rozwiazan. W podstawo-
wej wersji ewolucji réznicowej wspotczynnik mutacji jest wartoscia stala, ustalana
odgérnie na poczatku dziatania algorytmu i jego warto$é nie zalezy od polozenia
osobnika czy iteracji algorytmu.

Populacja U uczestniczy nastepnie w procesie krzyzowania. Pozwala ona na
utworzenie populacji potomkéw V. Czesé genotypu wektora 1% pochodzi od ro-
dzica 5”;, natomiast pozostate elementy pochodza z wektora prébnego U;. Proces
ten moze zosta¢ wyrazony nastepujaco:

Ui,j jezeli rcmdj <0, 1) < CR,

Si,j W przeciwnym razie,

Vi,V Vig = {

gdzie:

CR € (0,1) - wspOlczynnik krzyzowania,

rand;(0,1) - liczba losowa z zadanego przedziatu.
Powyzszy wzoér czesto zastepowany jest podejsciem bardziej ogdlnym, gdzie wy-
znaczany jest pewien zbior J. Zbior ten zawiera indeksy genéw wybranego osob-
nika. Poprzez gen rozumiany jest tutaj konkretny wymiar rozpatrywanego pro-
blemu. Przyktadowo dla problemu 10-wymiarowego genotyp osobnika ma 10 ele-
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mentéw, a wartoéé¢ kazdego elementu nalezy do pewnego przedzialu zaleznego od
zagadnienia. Wyznaczenie zbioru J to wyznaczenie tych genéw z genotypu osob-
nika prébnego, ktére przeniesione zostang do potomka. Pozostate geny kopiowane
sg z genotypu rodzica. Do wyznaczania powyzszego zbioru najczesciej stosowany
jest algorytm krzyzowania dwumianowego alg. 2, lub rzadziej algorytm krzyzowa-
nia wyktadniczego alg. 3.

Algorytm 2: Pseudokod krzyzowania dwumianowego
1 7 ~U(1l,np);

2 J=JU{j"}h

3 foreach j € {1,2,...,np} do

4 if Uniform(0,1) < CR and j # j* then
5{LJ=JUUE

Oznaczenie j* w algorytmie krzyzowania dwumianowego oznacza indeks genu
wybrany losowo na podstawie rozkladu jednostajnego z genotypu osobnika prob-
nego - czesto stosuje sie zalozenie, iz przynajmniej jeden jego element powinien
zostaé przepisany do potomka. Z kolei np w obydwu algorytmach oznacza liczbe
genéw w genotypie, czyli inaczej rozmiar problemu. Zasadnicza réznica pomiedzy
przedstawionymi schematami krzyzowania polega na tym, iz w przypadku krzy-
zowania wyktadniczego, z osobnika prébnego kopiowany jest pewien nieprzerwany
podciag genotypu. W przeciwienstwie do mutacji, wybdr schematu krzyzowania
ma niewielki wplyw na skutecznos¢ algorytmu. Opisane schematy zostaly poréw-
nane w pracy [151].

Algorytm 3: Pseudokod krzyzowania wykltadniczego
1 J =A{}
2 j~Uniform(0,np —1);
3 repeat
4 J=JU{j+1};
5 j=(+1) mod ng;
until Uniform(0,1) > CR or |J| = np;

Proces krzyzowania w ewolucji réznicowej prowadzi do utworzenia populacji
potomkéw V. Liczba elementéw populacji odpowiada liczbie osobnikéw w popula-
c¢ji rodzicéw oraz osobnikéw probnych, a ogélna zasada krzyzowania przedstawiona
zostala na rys. 2.2.

Po utworzeniu populacji potomkdéw V' nastepuje ocena ich przystosowania oraz
jej poréwnanie z wartosciag funkcji przystosowania rodzicéw (z populacji S). Bu-
dowa funkcji oceny jest najistotniejszym elementem calego algorytmu, a jej po-
prawne zdefiniowanie gwarantuje dobra jakos¢ uzyskiwanych wynikow. Sam me-



Rozdziat 2. Ewolucja réznicowa jako technika populacyjna 12

EEE kﬁ@

a)

Rysunek 2.2: Uproszczony schemat krzyzowania: a) dwumianowego, gdzie poszcze-
gélne geny sa dobierane losowo b) wykladniczego, gdzie kopiuje sie kilka genéw
sasiadujacych

chanizm funkcji oceny jest analogiczny do funkcji oceny w algorytmach genetycz-
nych. Genotyp osobnika, stanowiacy jedno z mozliwych rozwiazan, przeksztatcany
jest na fenotyp. Fenotyp stanowi liczbowe okreSlenie przystosowania osobnika,
gdzie dla problemu minimalizacji nizsza warto$¢ fenotypu stanowi lepsze rozwia-
zanie.

Selekcja stosowana w ewolucji roznicowej gwarantuje, ze do nastepnej iteracji
przeniesione zostang osobniki o najwyzszej wartosci funkcji przystosowania:

S! W przeciwnym razie,

gdzie:
gf“ - i-ty osobnik z generacji t + 1,
f(+) - funkcja przystosowania.
Po etapie selekcji, w populacji S znajduja sie osobniki o przystosowaniu nie gor-
szym niz w poprzedniej iteracji. Caly proces mutacji, krzyzowania i selekcji po-
wtarzany jest az do spelnienia warunku zakonczenia algorytmu. Samo zakoncze-
nie dziatania algorytmu zalezy w duzym stopniu od problemu. Nierzadko w al-
gorytmie stosuje sie kilka kryteriéw stopu, gdzie do najpopularniejszych naleza:
maksymalna liczba iteracji i brak poprawy wartosci funkcji oceny w n kolejnych
iteracjach.

2.2 Schematy mutacji w ewolucji réznicowej

Podobnie, jak inne algorytmy ewolucyjne, tak i ewolucja réznicowa posiada
szereg modyfikacji, w zalozeniu poprawiajacych jako$¢ uzyskiwanych rozwigzan
oraz przyspieszajacych zbieznosé algorytmu do optimum. Najcze$ciej modyfiko-
wane elementy w DE to:

e metoda dotyczaca wyboru wektora celu (oznaczana jako x),
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liczba stosowanych wektoréw réznicowych (y),

schemat krzyzowania (z).

Zgodnie z powyzszymi oznaczeniami, kazda modyfikacja algorytmu ewolucji

réznicowej moze zosta¢ opisana jako: DE/x/y/z. Najpopularniejsze modyfikacje

schematéw DE dotycza operatora mutacji, jako ze ma on najistotniejszy wpltyw

na jakos¢ uzyskiwanych wynikéw. Do opisu wszystkich schematéw zastosowano

nastepujace oznaczenia:

1 - indeks osobnika w populacji rodzicéw S,

j - indeks genu w genotypie danego osobnika,
r1,7T9,73 - losowe indeksy osobnikéw z populacji S,
Sri,j - J-ty gen osobnika o indeksie 71,

F' - wspélczynnik mutacji,

Shest,j - j-ty gen osobnika o najlepszym przystosowaniu.

Ponizej przedstawiono najpopularniejsze modyfikacje spotykane w literaturze [17,
28, 44):

Strategia I: DE/rand/1/z

Jest ona podstawowa strategia w ewolucji roznicowej. Indeks wektora celu
jest tutaj identyczny, jak indeks osobnika prébnego. Oznacza to, iz osobnik
prébny tworzony jest na podstawie losowego osobnika z populacji rodzicéw
oraz na podstawie wektora réznicowego utworzonego z dwbch losowo wybra-
nych osobnikéw z populacji odpowiednio przeskalowanych parametrem F'.
Podobnie, jak w przypadku innych schematéw, tak tutaj schemat krzyzowa-
nia moze zosta¢ wybrany dowolnie (krzyzowanie dwumianowe lub wyklad-
nicze opisane wezesniej w tym rozdziale). Proces mutacji dla tego schematu
moze zostaé opisany nastepujacym wzorem:

VZ’,V]' Uiyj = Sﬁ,j + F- (Sr27j — 5703,]'). (2.4)

Strategia II: DE/best/1/2

W tym schemacie wymagane jest dodatkowe wyznaczenie najlepszego osob-
nika w populacji, tj. osobnika o najwyzszej wartosci funkcji przystosowania.
W przypadku skomplikowanych probleméw i duzej populacji, operacja taka
moze by¢ czasochlonna, gdyz wyznaczenie najlepszego osobnika konieczne
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jest w kazdej iteracji algorytmu. Drugim elementem schematu jest pojedyn-
czy wektor réznicowy, odpowiednio przeskalowany parametrem F'. Schemat
ten moze zostaé opisany nastepujacym wzorem:

viyvj Ui,j = Sbest,j +F- (Sm,j - STz,j)' (25)

e Strategia III: DE/x/n,/z

W powyzszych strategiach stosowany byt tylko jeden wektor réznicowy ob-
liczany na podstawie dwéch losowo wybranych osobnikéw z populacji rodzi-
c¢6éw. Dla tego schematu wprowadzony jest dodatkowy parametr n, okresla-
jacy liczbe wektoréw réznicowych stosowanych w mutacji. Suma wektorow
réznicowych skalowana jest nastepnie parametrem F'. Dodatkowo, stosowany
jest takze jeden losowy osobnik z populacji rodzicéw. Nalezy zwrdci¢ uwage,
iz duza warto$¢ parametru n, moze prowadzi¢ do sytuacji, kiedy modyfika-
cja genotypu osobnika nawet po przeskalowaniu parametrem F' jest znaczna
i prowadzi do umieszczenia osobnika na granicach obszaru przeszukiwan.
Zwlaszcza w koncowej fazie algorytmu, gdzie oczekiwane jest zwickszenie
nacisku na eksploatacje przestrzeni rozwiazan, moze prowadzié¢ to do istot-
nego pogorszenia wynikow. Wzor powyzszego schematu przedstawiony jest
ponizej:
Ns
Vi,V Uig = Srag + F - ) (Srng = Sris)- (2:6)
k=1
e Strategia IV: DE/rand to best/n,/z

W strategii tej konieczne jest znalezienie najlepszego osobnika w populacji.
Osobnik ten skalowany jest dodatkowym parametrem + € (0,1). Jednocze-
$nie, losowo wybrany osobnik z populacji skalowany jest parametrem 1 — .
Podejscie takie pozwala na ukierunkowanie przeszukiwania przestrzeni roz-
wigzan poprzez potozenie nacisku na osobnika losowego - wieksza eksplo-
racja, lub tez na najlepszego osobnika w populacji - wieksza eksploatacja.
Ponadto, istotnym elementem jest tez n, dodatkowych wektoréow réznico-
wych, tworzonych na podstawie losowych osobnikéw z populacji:

Vi,V Uij = ¥Shestj + (1= 7)Se i+ F- D> (Srppj — Sryoani)- (2.7)
k=1

e Strategia V: DE/current to best/1 + n,/z

Ta strategia pozwala ukierunkowaé algorytm na szybka zbieznos¢ do opti-
mum. Podobnie jak w strategii II, w tym przypadku konieczne jest wskazanie
osobnika o najwyzszej wartodci funkcji oceny z populacji rodzicéw. Kolejnym
krokiem jest utworzenie wektora réznicowego z najlepszego osobnika oraz z
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drugiego, losowo wybranego z populacji. Drugim elementem opisywanego
schematu jest kilka (minimum jeden) wektoréw réznicowych tworzonych z
losowo wybranych osobnikéw. Schemat ten opisany jest nastepujacym wzo-
rem:

Vi,Vj Uij=Sij+F - (Shestj = Sr1j) + F Y (Srni— Srsg)-  (2.8)
k=1

Parametr F' pelni role skalujaca wektory réznicowe. W koncowym etapie dzia-
tania algorytmu, kiedy nastepuje przede wszystkim eksploatacja przestrzeni roz-
wigzan, wartos¢ F' powinna by¢ niewielka, co prowadzi do niewielkich zmian po-
tozenia osobnikow w przestrzeni rozwigzan. W kazdym z powyzej opisanych sche-
matéw mutacji, wspotczynnik mutacji nie wptywa w zaden sposéb na wektor celu.
Oznacza to, ze wplyw tego osobnika na krok w mutacji jest taki sam niezaleznie
od iteracji algorytmu. Redukcja tej wartosci poprzez wprowadzenie dodatkowego
czynnika skalujacego A € (0, 1), zmieniajacego sie¢ wraz z kolejnymi iteracjami al-
gorytmu moze istotnie wpltynaé na poprawe zbieznoéci algorytmu w koncowej jego
fazie. Powyzsza modyfikacja okreslona zostata jako A—modyfikacja, a jej skutecz-
nosé¢ w optymalizacji funkeji ciaglych wykazana zostala w pracy [17]. Dla kazdego
z opisanych dotychczas schematéw mutacji mozliwe jest wprowadzenie nastepu-
jacych zmian:

o Strategia I: V;,V; U; j = X- Sy j + F - (Sraj — Sra.j)s

o Strategia II: V;,V; U;j = A+ Spestj + F - (Sr1j — Sraj),

o Strategia III: V;,V; Ui j = A= Sr i + F - 302 1(Srp 0 — Srisii)s

o Strategia IV:V;,V; U j = A-(YShest,j+(1—=) S j)+F X7 1 (S0 —Sri i)
o Strategia V:V;,V; U;j = A\-Si j+F(Stest,j—Sr1 ) +F > 121 (St 0 —Srpsi)

Ta modyfikacja niesie ze soba zadziwiajaco dobra poprawe wynikow i pozwala
jednoczedénie na istotne ograniczenie maksymalnej liczby iteracji koniecznych do
osiagniecia optimum globalnego. Odwotania do powyzszego podejscia znajduja
sie w rozdziale dotyczacym adaptacyjnej wersji ewolucji réznicowej, natomiast
szczegbdly tego podejscia podane zostang w rozdziale dotyczacym autorskich mo-
dyfikacji.

2.3 Modyfikacje ewolucji r6znicowej

Duza skuteczno$é opisywanego algorytmu doprowadzita do powstania licznych
modyfikacji ukierunkowanych na konkretne zadania. Modyfikacje ewolucji rézni-
cowej podzieli¢ mozna ze wzgledu na obszar potencjalnych rozwiazan, a co za tym
idzie na genotyp osobnika. Ponizej przedstawiono najistotniejsze modyfikacje:



Rozdziat 2. Ewolucja réznicowa jako technika populacyjna 16

e ewolucja réznicowa dla wartoéci dyskretnych i binarnych;
e ewolucja réznicowa w optymalizacji wielokryterialnej i dynamicznej;

e ewolucja réznicowa w optymalizacji ciaglej, jednotablicowa oraz z losowym
krokiem.

Powyzsze zestawienie pozwala wskaza¢ najwazniejsze elementy poszczegélnych
modyfikacji. W szczegdlnoéci istotny wydaje sie podzial uwzgledniajacy reprezen-
tacje genotypu osobnikéow. Jedna z najpopularniejszych modyfikacji jest binarna
ewolucja réznicowa (ang. binary DE). Podejscie zapozyczone z koncepcji J. Ken-
nedy’ego i R. Eberharta [43] opisane zostalo w [45]. W przedstawionym algorytmie
kazdy osobnik w DE reprezentowany jest przez wektor liczb rzeczywistych, jednak
odmienna jest interpretacja takiego wektora. Kazdy element okresla prawdopo-
dobienstwo wystapienia wartosci 1 oraz 0 na zadanej pozycji. Przed wlasciwa
ocena, kazdy genotyp dekodowany jest na wektor binarny. Wreszcie taki wektor
binarny stanowi wlaéciwy genotyp osobnika, ktéry nastepnie przeksztalcany jest
na warto$¢ funkcji oceny. Sposob przeksztatcania wektora wartosci rzeczywistych
na wektor binarny przedstawiony zostal ponizej:

. { 0 jezeli f(S;;)

0.5
Vi,V S5 = ’ ’
is Vj 9ij 1 jezeli f(Si,j) 0.5

>
<

gdzie f jest funkcja sigmoidalna:

1
flx) = Ttez (2.9)
W artykule [36] wykazano skutecznos$¢ binarnej ewolucji réznicowej w proble-
mie plecakowym, gdzie w operatorze mutacji pominiety zostal wspdétczynnik mu-
tacji F. Z kolei w artykule [48] wykazano duza skuteczno$é podejscia, w ktérym
wektor wartodci binarnych nie jest tworzony na podstawie wektora liczb rzeczy-
wistych. Wartoéci binarne modyfikowane sg bezposérednio w kolejnych iteracjach
algorytmu. Podjeto tez pewne proby w celu wykazania skutecznosci binarnej wer-
sji algorytmu w problemach dynamicznych, gdzie odlegto$é¢ osobnika od optimum
globalnego okreslana byla na podstawie prostej odleglosci Hamminga [78].
Algorytm binarnej ewolucji réznicowej moze by¢ rozpatrywany jako podejscie
ukierunkowane na rozwiazywanie problemoéw dyskretnych. Takze w tym zakresie
podjete zostaly liczne proby modyfikacji algorytmu, a rozpatrywane zagadnienia
dotyczyly takich probleméw jak szeregowanie zadan, czy problem komiwojazera
[65, 115]. W problemie komiwojazera udalo sie wykaza¢ skutecznosé algorytmu
tylko dla niewielkich zbioréw testowych. Stad liczne modyfikacje pozwalajace
zwiekszy¢ skutecznosé algorytmu. Jedna z najpopularniejszych modyfikacji byto
dodanie przeszukiwania lokalnego [121]. Interesujacym wydaje si¢ tez by¢ zastoso-
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wanie ewolucji réznicowej dla problemu rozwiazywania i generowania Sudoku [16].
Niestety koniecznosé zastosowania genotypu o dlugosci 81 elementéw (macierz 9
x 9 elementéw) prowadzi do konkluzji, iz jest to jeden z probleméw, w ktérych
algorytmy dedykowane wykazuja znacznie wicksza skutecznosé.

7 punktu widzenia niniejszej rozprawy, interesujace wydaje sie by¢ wprowa-
dzenie modyfikacji pozwalajacej na optymalizacje wielokryterialna. Przy proble-
mie optymalizacji wielokryterialnej nalezy tutaj zaznaczy¢, ze ewolucja réznicowa
sprawdza sie réwniez bardzo dobrze jako algorytm niszowania [47]. Jednym z
podejs¢ do optymalizacji wielokryterialnej w ewolucji réznicowej jest zastosowa-
nie metody Min-Max, gdzie na poczatku poszukiwane jest pewne rozwigzanie
przyblizone. Algorytm ten zblizony jest do metody kryterium globalnego, gdzie
rozwigzaniem moze by¢ np. rozwigzanie stanowigce ekstremum dla poszczegdl-
nych kryteriéw rozpatrywanych osobno. Metode Min-Max zastosowano w pracach
[3, 73]. Z kolei w pracy [9] zastosowano jedna z najpopularniejszych metod: metode
wazonych kryteriéw, gdzie optymalizacja wielokryterialna sprowadzona zostaje do
optymalizacji jednokryterialnej poprzez wprowadzenie kryterium zastepczego, be-
dacego suma wazona poszczegdlnych kryteridw.

Jednym z pierwszych artykutéw, w ktorych nie zastosowano modyfikacji funk-
cji oceny byt [1]. W proponowanym przez autoréw podejsciu, w kazdej iteracji al-
gorytmu, nowe osobniki tworzone sg tylko ze zbioru rozwiazan niezdominowanych.
Oznacza to konieczno$¢ przegladu catej populacji w kazdej iteracji algorytmu. Na-
stepnie dla tak powstatego zbioru stosowany jest operator mutacji i krzyzowania.
W artykule [61] oprécz mechanizmu usuwania osobnikéw zdominowanych wprowa-
dzona zostala adaptacja wspolczynnika mutacji i krzyzowania. Problem adaptacji
parametréw przedstawiony zostanie szerzej w kolejnym rozdziale rozprawy.

Do ostatniej grupy modyfikacji algorytmu ewolucji réznicowej nalezy m.in.
sekwencyjny algorytm ewolucji réznicowej [136]. Podstawowa wersja DE, zwana
takze réwnoleglym DE opiera sie na zastosowaniu 3 populacji osobnikéw o jed-
nakowej licznosci. W kazdej iteracji, na podstawie populacji rodzicéw tworzona
jest populacja osobnikéw probnych a nastepnie potomkéw. Z kolei w sekwencyjnej
ewolucji réznicowej, w danej iteracji stosowana jest tylko jedna populacja, w kto-
rej potomek poréwnywany jest od razu ze swoim rodzicem - oczywiscie osobnik
o wyzszej wartosci funkcji przystosowania zastepuje swojego rodzica. W algoryt-
mie tym w kazdej iteracji, w trakcie dziatania operatoréw mutacji, krzyzowania i
selekcji, do populacji trafiaja nowe osobniki, co moze prowadzi¢ do przedwczesnej
zbieznoéci do optimum. Zwtaszcza w zlozonych problemach optymalizacyjnych
moze to byé¢ klopotliwe. Zblizona modyfikacje, o jednak znacznie wiekszej sku-
tecznosci stanowi tzw. krzyzowa ewolucja réznicowa opisana w [136], w ktérej dla
kazdego osobnika z populacji mozliwe jest zastosowanie n krokéw, gdzie w kazdym
kroku wykonywana jest mutacja, krzyzowanie i selekcja. Schemat tego podejscia
przedstawiony zostal na rys. 2.3.
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Rysunek 2.3: Krzyzowa ewolucja réznicowa

Nalezy zaznaczy¢, iz istnieja modyfikacje dotyczace zastosowania ewolucji réz-
nicowej w Srodowiskach dynamicznych, jednak z punktu widzenia niniejszej roz-
prawy podejécia takie nie sa istotne. Srodowiska dynamiczne wymagaja zastosowa-
nia odmiennej oceny rozwiazan i nie moga by¢ zaadaptowane do proponowanego
algorytmu.

Powyzszy przeglad literaturowy dotyczacy modyfikacji podstawowej wersji al-
gorytmu ewolucji réznicowej pozwala zwrdci¢ uwage na istotny fakt, iz jednym z
najwazniejszych elementéw majacych wplyw na dziatanie metody ma odpowiedni
wybér reprezentacji osobnika, ktory jest z kolei powigzany z operatorem mutacji.
Operator mutacji stanowi najistotniejszy element ewolucji réznicowej oraz umoz-
liwia ukierunkowaé¢ przeszukiwania na szybkie znalezienie optimum. Pozwala to
wysnu¢ wniosek, iz odpowiednia modyfikacja operatora mutacji powinna istotnie
wplynaé na jakosé uzyskiwanych rozwiazan. Mozna tez zauwazy¢, iz wprowadze-
nie reprezentacji binarnej czesto prowadzi do sytuacji, kiedy dziatanie algorytmu
zostaje ograniczone tylko dla wybranego zagadnienia. Skutecznym rozwigzaniem
moze by¢ tutaj opracowanie reprezentacji genotypu umozliwiajacej rozwiazywanie
szerokiej klasy probleméw. Bedzie to stanowito jeden z istotnych elementéw niniej-
szej rozprawy. W kolejnym rozdziale natomiast przestawiony zostanie przeglad ist-
niejacych metod hybrydowych, a takze modyfikacji pozwalajacych na samoczynng
zmiane istotnych parametréw algorytmu, takich jak wartos¢ wspétczynnika mu-
tacji czy krzyzowania.
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Opisane w poprzednim rozdziale liczne modyfikacje podstawowej wersji DE
dotycza w wiekszodci adaptacji algorytmu do konkretnych probleméw. Wskazano
ponadto, iz najistotniejszym fragmentem pozwalajacym na poprawe wynikow i
przyspieszenie zbieznosci algorytmu jest operator mutacji. Niestety mnogo$é sche-
matow mutacji nie pozwala jednoznacznie wskaza¢ metody pozwalajacej uzyskaé
najlepsze rezultaty. Dodatkowo, pewnym ograniczeniem wydaja sie by¢ statyczne
wartosci wszystkich kluczowych parametrow algorytmu, takich jak: wspotczynnik
mutacji F, wspotczynnik krzyzowania C'R, czy wielkosé populacji N P.

Jedna z modyfikacji algorytmu ewolucji réznicowej jest wprowadzenie metod
hybrydowych. Nierzadko, w takich przypadkach dzialanie metody hybrydowej
opiera si¢ na przeszukiwaniu lokalnym wprowadzonym do podstawowej wersji
algorytmu. Pozwala to w pewnym stopniu zrezygnowaé¢ z dynamicznej zmiany
parametréw algorytmu, a jednoczesnie prowadzi do poprawy wynikéw. Niestety
najczesciej podejscia takie zwiazane sg z dos¢ znacznym nakladem obliczeniowym.

Interesujacym podejéciem jest dynamiczna zmiana parametréow (dotyczy to
przede wszystkim operatora mutacji, rzadziej krzyzowania), gdzie w kolejnych
iteracjach ich wartoéci sa modyfikowane na podstawie pewnych z gory okreslonych
wzordéw. Pozwala to wprowadzi¢ pewng losowo$é, a takze w bardziej ztozonych
schematach uwzglednié¢ zaleznosé¢ pomiedzy eksploracja a eksploatacja rozwigzan.

Gléwnym zalozeniem metod adaptacyjnych jest odcigzenie uzytkownika od
koniecznosci doboru poczatkowych wartosci parametréw. Jednym z rozwiazan w
tych podejsciach jest wyboér wartoéci parametréw zgodnie z pewnym rozktadem,
a nastepnie ich modyfikacja w kolejnych iteracjach w zaleznosci od skutecznosci
poszukiwan. Metody takie pozwalaja wyraznie rozgraniczy¢ eksploracje i eksplo-
atacje przestrzeni rozwiazan i szczegdlnie w koncowej fazie dziatania algorytmu

mogg poprawi¢ szybko$é¢ zbiegania do optimum. Interesujace wydaje sie by¢ takze
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wprowadzenie zmiany wielkoSci populacji, zaleznie od postepéw algorytmu.

3.1 Metody hybrydowe

Pomimo duzej skutecznosci algorytmu ewolucji réznicowej, nierzadko zdarza
sie, iz lokalizacja zadowalajacego rozwiazania prowadzi do istotnego wydtuzenia
czasu dzialania algorytmu. Bardzo czeste sa modyfikacje pozwalajace polaczyé
ten algorytm z przeszukiwaniem lokalnym. Jednym z pierwszych algorytméw hy-
brydowych bylto zaproponowane przez J. Chiou i F. Wang w pracy [25] podejscie
zawierajace dwa nowe operatory: operator przyspieszenia i migracji. Pierwszy z
nich oparty na metodach gradientowych, stosowany jest w momencie, gdy trady-
cyjne operatory mutacji i krzyzowania w danej iteracji nie pozwola na poprawe
jakosci osobnika. Przy czym operator ten uzywany jest tylko dla osobnika o naj-
wyzszej wartoéci funkcji przystosowania w populacji:

v; G+l { ﬁzt gdy f(ﬁzt) 2 f(glt)a

gf —n(t)-Vf w przeciwnym razie,

gdzie:

n € (0,1) - wielko$¢ kroku,

V f - gradient funkcji celu.
Wartos¢ n dobierana jest losowo w kazdym kroku. W celu zapewnienia odpo-
wiedniej réznorodnosci populacji, wprowadzony zostal takze operator migracji.
W przypadku, kiedy réznorodnosé¢ populacji jest niewielka, czes¢ osobnikow za-
stepowana jest przez zmodyfikowane wersje najlepszego osobnika w populacji.

Kolejne, interesujace podejscie opisane zostato przez T. Changa i H. Changa

w pracy [23], gdzie oprécz standardowego schematu mutacji DE, zastosowany
zostal operator mutacji, dobrze znany z algorytmoéw genetycznych pozwalajacy
na wprowadzenie niewielkiego szumu do istniejacych wektoréw réznicowych:

Vi,V Ui j = U; j + Uni form(min, maz), (3.1)

gdzie: Uniform(min, max) - rozklad jednostajny w zadanym przedziale.
Z kolei podejscie opisane przez H. Sarimveisa i A. Nikolakopoulosa w pracy [106]
dotyczylto wprowadzenia do procesu mutacji selekcji rankingowej, gdzie przed wla-
$ciwg mutacja, osobniki z populacji szeregowane sa wedtug wartosci funkcji przy-
stosowania. Osobniki lepiej przystosowane (z wyzsza wartoscia funkcji przystoso-
wania) maja wieksza szanse na wylosowanie. Podobne podejscie zostalo pdzniej
opisane w pracy [120], jako cze$¢ adaptacyjnej wersji algorytmu ewolucji réznico-
wej.

Jednym z najczesciej stosowanych potaczen algorytméw jest hybryda ewolucji
réznicowej i optymalizacji stadnej czasteczek (z ang. Particle Swartm Optimiza-
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tion, PSO). Podejscie to opisywane bylo w szeregu artykutéw. T. Hendtlass [69]
zaproponowal proces reprodukcji ewolucji réznicowej w PSO - w okreslonych prze-
dziatach czasowych populacja czastek traktowana jest jako populacja w ewolucji
réznicowej. Z kolei W-J. Zhang i X-F. Xie [145] oraz H. Talbi i M. Batouche
[11] zastosowali podejscie, w ktérym najlepsza lokalna pozycja osobnika w PSO
aktualizowana jest na podstawie pewnej modyfikacji wektora réznicowego. Nowe
potozenie obliczane jest na podstawie wartosci sredniej dwéch losowych pozycji
lokalnych.

Bardzo popularnym algorytmem hybrydowym jest potaczenie ewolucji rézni-
cowej i symulowanego wyzarzania (z ang. Simulated Annealing SA) jako metody
przeszukiwania lokalnego. Podejscie takie niestety jest kosztowne pod wzgledem
obliczeniowym - najczesciej po iteracji DE nastepuje proces przeszukiwania lokal-
nego z zastosowaniem symulowanego wyzarzania. Przyklady tego typu algoryt-
méw mozna spotkaé¢ m.in. w [77, 80].

Algorytm okreslany jako DEACO (z ang. Differential Evolution Ant Colony
Optimization) przedstawiony zostal w pracy [144] i dotyczy ewolucji réznicowej
oraz optymalizacji mrowiskowej. Podejscie to dotyczy wlasciwie usprawnienia od-
ktadania $ladu feromonowego w algorytmie mrowiskowym ACO (z ang. Ant Co-
lony System), zastosowanego do problemu komiwojazera. Z kolei w pracy [4], gdzie
rozpatrywany jest problem dyskretny zblizony do problemu komiwojazera, ACO
zastosowane zostalo tylko do dostarczenia populacji poczatkowej dla algorytmu
DE. Pomimo duzej skutecznosci powyzszych hybryd opisanych szczegétowo w ar-
tykutach, mozna mie¢ pewne zastrzezenia do czasu dziatania algorytmu i jego
zlozonosci obliczeniowe;j.

Wreszcie najnowszym algorytmem hybrydowym, w ktérym ewolucja roznicowa
pelni istotna role jest podejscie opisane w pracy [110]. Polaczenie DE i systemu
rojowego szczegbélowo opisane zostalo réwniez w [76], gdzie nowy algorytm okre-
$lono jako HDABCA (z ang. Hybrid Differential Artificial Bee Colony Algorithm).
W artykule tym przedstawiono klasyczne podejscie do algorytméw hybrydowych,
gdzie po etapie dziatania algorytmu ABC (z ang. Artificial Bee Colony) wybrane
zostaje n wektoréw, a nastepnie dla takiego podzbioru realizowany jest algorytm
ewolucji réznicowej. Skutecznosé powyzszego podejscia wykazana zostata na przy-
ktadzie problemu optymalizacji klasycznych, 30 - wymiarowych funkcji takich jak
funkcja Rosenbrocka, czy Griewanka. Problem czasu dziatania algorytmu zostat
w tym przypadku rowniez pominiety.

Niestety pomimo wyraznych zalet, jedna z najistotniejszych wad algorytméw
hybrydowych jest konieczno$é odpowiedniego doboru parametréow. Nierzadko al-
gorytmy hybrydowe wymagaja dostrojenia wickszej liczby parametréow, niz ma
to miejsce w tradycyjnych algorytmach. Stad nasuwa si¢ pytanie, czy dany pro-
blem wymaga zastosowania algorytmu hybrydowego, czy tez odpowiednia me-
toda doboru wartoéci wspotczynnikoéw réwniez korzystnie wplynie na jakosé uzy-
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skiwanych rozwigzan bez wydtuzenia czasu dzialania algorytmu, a jednoczesnie
odcigzy uzytkownika od koniecznosci doboru parametréw. Podsumowujac, mody-
fikacje pozwalajace sterowaé¢ zachowaniem algorytmu w konicowej fazie dziatania
algorytmu, zwiekszajace nacisk na eksploracje przestrzeni rozwiazan (przyktadem
moze by¢ tutaj podejscie opisane w poprzednim rozdziale) moga z duzym praw-
dopodobienistwem zastapi¢ skomplikowane metody hybrydowe, pozwalajac przy
tym poprawi¢ jakosé uzyskiwanych rozwiazan.

3.2 Metody oparte na dynamicznej zmianie parame-
trow

Jak wspomniano w poprzednim podrozdziale, konieczno$é podania pewnej
liczby parametréw (zwlaszcza w przypadku algorytmoéw hybrydowych) czesto pro-
wadzi do trudnego etapu strojenia algorytmu. W literaturze [87, 149] podane sa
optymalne wartoéci wspdélczynnikéw mutacji czy krzyzowania, nalezy jednak pa-
migtaé, ze najczesciej zbiorem testowym jest standardowy zestaw funkcji. W przy-
padku bardziej ztozonych problemoéw najczesciej wymagane jest ustalenie innych
wartosci parametréow. W takich przypadkach dobrym rozwiazaniem jest zasto-
sowanie modyfikacji opartych na dynamicznej zmianie parametréw algorytmu,
takich jak wspoélczynnik mutacji F', czy wspdtezynnik krzyzowania CR.

Jednym z pierwszych podejsé opartych na dynamicznej zmianie parametréw
jest metoda zaproponowana w pracy [22], gdzie warto$é wspoélezynnika mutacji F'
w kolejnych iteracjach ustalana jest na podstawie wzoru:

Ft+1 = Ft + (05 + F())/g, (32)

gdzie:

Fiy1 - warto$¢ parametru F w kolejnej iteracji,

g - liczba iteracji algorytmu,

Fpy - poczatkowa wartosé parametru.
Autorzy zaltozyli, iz poczatkowa wartos¢ F' powinna zostaé ustalona na poziomie
0.3 a nastepnie by¢ stopniowo zwiekszana. Z kolei wartos¢ wspotczynnika krzyzo-
wania C'R w kolejnych iteracjach powinna by¢ aktualizowana zgodnie ze wzorem:

CRt+1 = CRt — (CRO — 0.7)/9, (3.3)

gdzie:

CRyy1 - wartoéé¢ parametru C'R w kolejnej iteracji,

CRy - poczatkowa wartos¢ parametru.
D. Zaharie zaproponowala podejscie oparte na losowaniu wartosci parametru F
w kazdej iteracji algorytmu [149], gdzie wartosci wspélezynnika mutacji sa nieza-
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lezne i losowane zgodnie z rozkladem normalnym w kazdej iteracji algorytmu. Taka
modyfikacja pozwala na istotne zwiekszenie réznorodnosci populacji w kolejnych
iteracjach, poza tym zapobiega wystapieniu sytuacji zwanej stagnacja populacji
[88]. Problem ten dotyczy funkcji o malej liczbie wymiaréw oraz o niewielkiej licz-
nosci populacji. Przyczyna wprowadzenia przez D. Zaharie wspomnianej modyfi-
kacji byla pozycja [55] dotyczaca analizy zbieznosci w algorytmach ewolucyjnych.
Wprowadzenie zmiennej wartosci byto jednym z dwéch warunkéw zbieznosci algo-
rytmu (dodatkowym warunkiem spelnionym oczywiscie przez algorytm ewolucji
réznicowej byla selekcja elitarna, gdzie do kolejnej iteracji przechodzi osobnik o
najlepszej wartosci funkcji przystosowania).

3.3 Adaptacja parametréow w ewolucji ré6znicowej

W tej czesci rozdziatu przedstawione zostana najpopularniejsze koncepcje do-
tyczace problemu adaptacji i samoadaptacji parametréw w algorytmie ewolucji
réznicowej. Nalezy zauwazy¢, iz nierzadko pojecia adaptacji oraz samoadapta-
cji s w wielu publikacjach stosowane zamiennie. Ciezko réwniez wytyczy¢ jed-
noznaczng granice pomiedzy dynamiczng a adaptacyjng zmiang parametrow w
algorytmie ewolucji réznicowej. Na potrzeby niniejszej pracy autor przyjat zato-
zenie, iz wszelkie zmiany parametréw opierajace sie na aktualizacji parametréw
na podstawie biezacej lub poprzedniej populacji, a takze zakladajace stosowanie
dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa, okreélane sg jako metody adaptacyjne.
Wiekszosé istniejacych modyfikacji zaktada niezmienng wielkos¢ populacji w trak-
cie dziatania algorytmu.

Jedna z pierwszych prac, w ktérych zalozono zmienna wielkos¢ populacji jest
[134]. W pracy zaproponowany zostal algorytm DESAP( z ang. Differential Evo-
lution with Self-Adapting Populations), ktéry oprécz dynamicznej zmiany wspél-
czynnika mutacji oraz krzyzowania oferuje takze zmiane wielkoSci populacji w
trakcie dziatania algorytmu. W algorytmie wprowadzony zostal dodatkowy wspdl-
czynnik okreslany jako parametr populacji 7. Wyszczegolniono ponadto dwie wer-
sje algorytmu. W wersji okreslonej jako DESAP-Abs poczatkowa warto$¢ para-
metru 7 ustalana jest jako:

m = Round(N P + Normal(0,1)), (3.4)

gdzie:
Round(-) - zaokraglenie wartosci,
NP - poczatkowa wielkos¢ populacji,
Normal(0,1) - warto$é¢ losowa generowana na podstawie rozkladu normal-
nego o wartosci oczekiwanej 0 i wariancji rownej 1.
W tym wypadku wartosé 7 jest powiazana bezposrednio z poczatkows wielkoscia
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populacji NP. Z kolei w drugim podejéciu okreslonym jako DESAP-Rel war-
tos¢ 7 losowana jest na poczatku zgodnie z rozkladem jednostajnym w przedziale
(—0.5,0.5). Trudno jednoznacznie stwierdzi¢, czy charakter zmian wielkosci po-
pulacji jest adaptacyjny, czy tez dynamiczny. Wartos¢ parametru 7w ustalana jest
w kolejnych iteracjach na podstawie rozkladu normalnego, jednak wielkos¢ popu-
lacji zalezy tez od wartosci NP w poprzedniej generacji. Sam proces okredlany
jest przez autora jednoznacznie jako podejscie adaptacyjne. Warto zauwazy¢, ze
ich adaptacyjny charakter zmian wielkosci populacji powinien wynika¢ z informa-
cji pozyskiwanych z calej populacji (takich jak wartosci funkcji przystosowania
osobnikéw).

Na szczegdlng uwage zastuguje adaptacyjna zmiana wielkosci populacji, gdzie
mozliwe jest zmniejszenie wielkosci populacji, jak i powiekszenie jej rozmiaru.
Algorytm DESAP w poréwnaniu z klasycznym schematem DE radzi sobie lepiej
tylko w przypadku 1 z 5 klasycznych funkcji De Jonga. Autor wskazuje jednak, iz
DESAP jest niejako punktem wyjéciowym dla algorytmow oferujacych mozliwosé
redukcji parametrow.

W pracy [18] J. Brest stosowal wzory na modyfikacje wspolczynnikéw F i
CR. Wartosci te w kazdej iteracji modyfikowane byly w pewnym stopniu losowo.
Wielko$¢ populacji ustalona zostala na stalym poziomie i nie byta modyfikowana.
Z kolei w pracy [19] tego samego autora zastosowana zostala (oprécz modyfikacji
wartoéci F'i C'R) takze redukcja wielkosci populacji w trakcie dziatania algorytmu.
Nalezy zauwazy¢, ze proces redukcji populacji odbywat sie stosunkowo rzadko, co
g iteracji, natomiast redukcji ulega w tym przypadku potowa populacji. Druga,
istotng modyfikacja algorytmu jest mechanizm zmiany znaku wspotczynnika F'.
Proces ten odbywa sie z pewnym okreslonym prawdopodobienstwem. Ten sam
autor w pracy [21] zalozyl dodatkowo stosowanie w algorytmie trzech réznych
schematéw mutacji. Ponadto odniesiono sie do artykulu D. Zaharie [149], gdzie
wartosci parametréw powinny spelnia¢ nastepujaca zaleznosé:

2 CR

2. F2 = 4 T
NP+NP

0, (3.5)

gdzie:

F' - wspélczynnik mutacji,

CR - wspotczynnik krzyzowania,

NP - wielko$¢ populacji.
Powyzsze podejicie nie okresla jednak w zaden sposéb nawet przyblizonych war-
tosci wspotezynnikéw. Nalezy rowniez pamietaé, iz wzor ten jest skuteczny tylko
dla parametrow statycznych. W przypadku adaptacji wartosci nie jest mozliwe
zachowanie zaleznosci pomiedzy nimi w kolejnych iteracjach algorytmu.

Podejscie zwiazane z losowym wyborem aktywnej strategii mutacji zapropo-

nowane zostalo w pracy [74], gdzie autorzy zalozyli, ze w kazdej iteracji wszystkie
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cztery strategie majg pewne prawdopodobienstwo wyboru. Podejécie to stano-
wito rozwiniecie koncepcji z dwoma aktywnymi strategiami zaproponowanymi w
pracy [118]. Wielkoé¢ populacji jest parametrem definiowanym przez uzytkow-
nika, z kolei wartoéci parametréw F oraz C'R okreslane sa na podstawie rozktadu
normalnego. Metoda zakladajaca stosowanie wiecej niz jednego schematu muta-
cji w trakcie dzialania algorytmu przedstawiona zostala réwniez w pracy [132].
Autorzy zaproponowali algorytm okreslany jako SaNSDE (z ang. Self-Adaptive
Neighborhood Search Differential Evolution), w ktérym dla kazdego z dwéch sche-
matoéw mutacji wartos¢ wspoélczynnika F' losowana jest na podstawie rozktadu
normalnego badz rozktadu Cauchy’ego:

VoV rand,(0.5,0.3) jezeli rand(0,1) < fp,
PO rand.(0.0,1.0)  w przeciwnym razie,

gdzie:

randy(0.5,0.3) - wartos¢ z rozkladu normalnego o wartosci oczekiwanej 0.5

oraz wariancji 0.3,

rand.(0.0,0.1) - warto$¢ z rozkladu Cauchy’ego o potozeniu w punkcie 0.0

oraz skali 1.0,

rand{0, 1) - warto$¢ losowa z zadanego przedzialu,

fp - ustalona wartosé z przedziatu (0, 1).
Proces okreslania wartosci fp jest taki sam, jak w przypadku algorytmu SaDE (z
ang. Self-adaptive Differential Evolution) a szczegdlowo zostal on opisany w pracy
[118]. Istotny jest natomiast fakt, iz z czasem autorzy do oryginalnego algorytmu
wprowadzili podejécie zwiazane z przeszukiwaniem lokalnym, gdzie po okreslonej
liczbie iteracji nastepuje eksploatacja przestrzeni rozwigzan.

Odmienne podejscie zastosowane zostalo w algorytmie DE-AEC (z ang. Dif-
ferential Evolution with Adaptive Evolution Control), gdzie opisany zostal mo-
del surogacki [120]. Metoda ta dotyczy probleméw optymalizacyjnych z bardzo
zlozong funkcja przystosowania. Gléwna idea tego podejécia opiera sie na zasta-
pieniu oryginalnej funkcji oceny (kosztownej pod katem obliczeniowym) pewnym
modelem przyblizonym. Przyktad modelu surogackiego opartego na radialnej sieci
bazowej opisany zostal m.in. w pracy [116].

Jednym z najskuteczniejszych podej$¢ zwigzanych z adaptacja parametrow jest
algorytm okreslany jako JADE [120]. Problem adaptacji parametréw F oraz CR
oparty jest (podobnie jak w wigkszosci rozwiazan adaptacyjnych) na rozktadach:
normalnym oraz rozktadzie Cauchy’ego. Istotny jest natomiast nowy schemat mu-
tacji, w ktorym konieczne jest wyznaczenie podzbioru osobnikéw o najwyzszej
funkcji przystosowania. Sam schemat mutacji przedstawiony zostal nastepujaco:

V,‘,Vj Ui,j = Si,j + FZ(SP Si,j) + Fi(Srl,j — 57«273'). (3.6)

best,j
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gdzie:
-ty indeks osobnika w populacji rodzicéw S,
j-ty indeks genu w genotypie danego osobnika,
r1, T2 - losowe indeksy osobnikéw z populacji S,
Sy ,j - J-ty gen osobnika o indeksie 71,
F; - wspdtezynnik mutacji dla i-tego osobnika,
P
Sbest,j
Podejscie okreslane jako JADE pordéwnane zostato m. in. z algorytmami jDE,

- losowy osobnik z p% najlepszych osobnikéw w populacji.

SaDE oraz PSO [120]. Przewaga tej metody widoczna byta dla wiekszosci funkeji
testowych takich jak funkcja Branina, Goldsteina-Price’a, czy Shekela.

Wszystkie opisane w powyzszym podrozdziale modyfikacje przedstawiane jako
adaptacyjna ewolucja réznicowa dotycza przede wszystkim modyfikacji wspot-
czynnika mutacji F oraz krzyzowania C'R, w mniejszym stopniu natomiast zmiany
licznosci populacji w czasie. Nalezy jednak zaznaczyé, iz tylko w jednej podanej
pracy przedstawiono podejscie umozliwiajace zwiekszenie licznoéci populacji w ko-
lejnych iteracjach algorytmu. Istotnym kryterium adaptacyjnej zmiany wielkosci
populacji w kolejnych iteracjach powinna byé¢ réznorodnosé populacji. Jednym z
mozliwych podejsé jest wprowadzenie miary entropii populacji w ewolucji rézni-
cowej. Dotychczasowe prace uwzgledniajace zagadnienie entropii w algorytmach
metaheurystycznych dotyczyly gtéwnie algorytméw genetycznych [60]. Bardzo cie-
kawym spostrzezeniem jest fakt, iz wiekszo$é technik adaptacyjnych zwiazanych
jest z rozkladami statystycznymi. Mimo tych podobienstw przewaga niektérych
metod (algorytm JADE) jest widoczna. Podejécia oparte na dobieraniu wartosci
parametru zgodnie z wybranym rozkladem prawdopodobienistwa wydaja sie by¢
niewystarczajace, gdyz nie uwzgledniajg zmian nacisku na eksploracje i eksplo-
atacje w trakcie dziatania algorytmu. W autorskim rozwiazaniu [17] wprowadzono
tzw. A-modyfikacje, ktéra niezaleznie od wspolczynnika mutacji F© wptywa na
zmiane potozenia osobnika. Rozwiazanie to opisane zostanie szerzej w rozdziale
dotyczacym autorskich modyfikacji algorytmu.



ROZDZIAYLY. 4

Elementy teorii gier

Teoria gier zajmuje sie badaniem optymalnego zachowania w przypadku prze-
ciwstawnych interesow i okreslana jest jako matematyczna teoria konfliktu. Przez
konflikt (okreslany jako gra) rozumiana jest tutaj pewna sytuacja, w ktorej uczest-
nicy daza do maksymalizacji wlasnych zyskéw przedstawianych w pewnych jed-
nostkach uzytecznosci. Zysk danego gracza zalezy od jego sposobu postepowania
(strategii) oraz od decyzji innych graczy. W typowym problemie teorii gier kazdy
uczestnik w pewien okreélony sposéb wplywa na koficowg wartosé¢ gry. Ponadto
zaden z uczestnikow gry nie jest w stanie sam ustali¢ koncowego wyniku. W tym
kontekscie, najistotniejszym problemem teorii gier jest taki dobdr sposobu poste-
powania uczestnikow gry, aby zmaksymalizowa¢ koncowy wynik kazdego z nich.

Dowolna sytuacja w teorii podejmowania decyzji, okreslana jako gra, powinna
zawieraé kilka podstawowych elementéw:

e minimum dwdéch uczestnikéw gry
e zbidr zasad, wedtug ktérych postepujg uczestnicy gry

e wynik gry, ktéry okreslony jest przez kombinacje sposobéw postepowania
uczestnikéw gry.

Ponadto umownym zalozeniem jest to, iz uczestnicy konfliktu to gracze racjonalni,
dazacy do maksymalizacji wtasnych zyskéw.

Za date powstania teorii gier powszechnie uznaje sie rok 1944, w ktérym to
zostala opublikowana monografia J. von Neumanna oraz O. Morgensterna [101].
Przy czym nalezy zauwazy¢, ze fundamentalne twierdzenie dotyczace dwuosobo-
wych gier o sumie zerowej przedstawione zostato przez J. von Neumanna juz w
roku 1928 [140]. Bardzo czesto pomijana osoba jest tutaj E. Borel, ktéry juz w
1924 roku wskazal mozliwo$¢ zastosowania mechanizmow teorii gier w ekonomii
[12].

27
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4.1 Ogodlne pojecia dotyczace gier w postaci normalnej

Pod pojeciem gry rozumiana jest dowolna sytuacja konfliktowa, w ktorej uczest
nicy staraja sie wybraé¢ najlepsza dla nich strategie postepowania. Nalezy tutaj
zauwazy¢, iz w kontekscie teorii gier wszystkie loterie to réwniez gry, gdzie jeden z
uczestnikéw okreslany jest jako ,natura” (inaczej gry przeciwko naturze). Modele
takie traktowane sg jednak odrebnie, gdyz gracz okreslany jako ,natura” nie-
rzadko podejmuje decyzje opierajac sie tylko i wytacznie na prawdopodobienstwie
i nie jest racjonalny. Wspomniano juz na poczatku rozdziatu, iz umownym za-
lozeniem zdecydowanej wickszosci rozpatrywanych gier jest wtasnie racjonalnosé
graczy, czyli ich zdolno$¢ do podejmowania decyzji umozliwiajacych maksymali-
zacje wyplaty jednostek uzytecznosci.

W pracy rozpatrywane sg gry jednoetapowe m-osobowe, niekooperacyjne, w
postaci strategicznej, gdzie kazdy z graczy ma do wyboru pewien skonczony zbior
strategii. Gra strategiczna okreélana jest jako macierz wyptat dla kazdego z graczy.
Definicja strategii jest decyzja dajaca wybranej stronie pewng wyptate okreslana
w jednostkach uzytecznoéci. Formalnie, jednoetapowa gra w postaci strategicznej
dla n graczy definiowana jest jako:

L =(N,{A;},C, M), i=1,2,...,n,
gdzie:
e N ={1,2,...,n} jest zbiorem graczy;
e {A;} jest skonczonym zbiorem strategii dla gracza ¢ o m strategiach;
o C ={c1,ca,...,cn} to zbibr macierzy wyplat graczy;
o M = {u1,p2, ..., un} to zbiér funkcji wyplat dla graczy.

Na rys. 4.1 pokazano przyklad gry dwuosobowej, gdzie kazdy z graczy ma do
wyboru 3 strategie. Pierwsze 3 wartosci to prawdopodobienstwa wyboru strategii
pierwszego gracza, natomiast kolejne - drugiego gracza.

Nalezy zauwazy¢, iz kazdy z graczy posiada wlasna funkcje wyptat, ktora dla
wybranej strategii daje mu pewna liczbe jednostek uzytecznosci. Ponadto, wy-
plata i gracza jest w pewnym stopniu zalezna od strategii stosowanych przez in-
nych graczy. Niekooperacyjnosé graczy oznacza sytuacje, gdzie kazdy z nich stara
sie indywidualnie maksymalizowaé wlasng funkcje wyptaty. W takich warunkach
gra jest rozumiana jako réwnoczesny wybor strategii przez wszystkich graczy. W
odréznieniu od gier z niepelna informacja, kazdy z uczestnikéw dokladnie zna
wszystkie mozliwosci ruchu swoich przeciwnikéw - jest to gra z pelna informacja.
W najprostszym przypadku, strategia danego gracza okreslana jest jako czysta i
oznacza wybor strategii z prawdopodobienstwem rownym 1. Bardziej zlozonym za-
gadnieniem jest strategia mieszana gracza. Nierzadko zdarza sie, ze rozpatrywana
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Y1 Y2 Y3
X1 0;0 0.625;1 [0.125;0.25
X2 1;0.625 0;0 0.125 ; 0.375|

X3 0.25;0.125 p.375; 0.125( 0.25; 0.25

Rysunek 4.1: Przyklad gry dwuosobowej

gra nie ma rozwigzan w zbiorze strategii czystych i konieczne jest zastosowanie
rozkladu prawdopodobienstwa nad zbiorem strategii A}, gdzie A; C A;. W niekté-
rych przypadkach zbiér strategii A} moze pokrywac sie ze zbiorem A;. Oznacza to,
iz kazda strategia gracza ¢ ma niezerowe prawdopodobienistwo wyboru. Powyzsza
sytuacja moze zostaé opisana nastepujacym wzorem:

a; = (P(ay), P(aiy), ..., P(a;,,)), (4.1)

gdzie:

a; - rozklad prawdopodobienstwa nad zbiorem strategii gracza i,

P(a;,) - prawdopodobienstwo wyboru strategii 1 przez gracza i.
Ponadto, strategia czysta moze zostaé przedstawiona jako szczegdlny przypadek
strategii mieszanej, gdzie prawdopodobienstwo wyboru danej strategii ¢ gracza
jest réwne 1. Majac to na uwadze, mozliwe jest zdefiniowanie rownoczesnego wy-
boru strategii mieszanych wszystkich graczy. Jest to profil strategii mieszanych
wszystkich graczy i moze zostaé¢ okreslony jako uporzadkowany zbior rozktaddw
prawdopodobienstwa nad zbiorem wszystkich graczy. Wymagane jest tutaj upo-
rzadkowanie, poniewaz pierwsza czesS¢ profilu odnosi sie do gracza pierwszego,
kolejna czesé do gracza drugiego itd. Zgodnie z weze$niejszymi definicjami, kazda
czesé profilu oznaczana jest jako ;. Matematyczny zapis profilu wyglada naste-
pujaco:

a=(ai,..,dn), (4.2)

gdzie: n jest liczba graczy.

Profil strategii utozsamiany jest takze z pojeciem ukladu strategii, ktére to zwia-
zane jest bezposrednio z koncepcja rownowag. W dalszej czedci rozprawy sto-
sowane bedzie pojecie uktadu strategii. Jednoczesnie nalezy zaznaczy¢, iz przy
bardziej szczegdltowych opisach réwnowag konieczne jest takze operowanie poje-
ciem wykluczenia gracza. Sytuacja taka dotyczy ukladu strategii, gdzie jeden z
graczy nie stosuje strategii mieszanej, tylko strategie czysta. Zaleznos¢ taka dana
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jest wzorem:
a_; = (a‘i,...,a[_'l,aill,...,a_,'l)j (43)

gdzie: ¢ - indeks gracza stosujacego strategie czysta.

Najczesciej w rozwiazaniach stosowana jest czesé strategii poszczegdlnych graczy.
Pozostate strategie maja zerowe prawdopodobienstwo wyboru. Z kolei podzbidr
strategii danego gracza majacych niezerowe prawdopodobienistwo wyboru okre-
Slany jest jako wsparcie:

Vj, a;; € Mai, P(aij) > 0, (4.4)

gdzie:

j - indeks strategii gracza,

M,, - wsparcie i-tego gracza,

a;; - j-ta strategia i-tego gracza.
Bardzo czesto wsparcie danego gracza okre$lane jest tez jako zbiér strategii ak-
tywnych. Kazdy z graczy dysponuje wlasna macierza wyptat, chociaz najczesciej
przedstawiane sa one jako jedna, wielowymiarowa macierz. W kazdej komérce ma-
cierzy jest n wartosci, gdzie n jest liczba graczy. Na podstawie macierzy wyplat i
funkcji wyplaty przypisanej do kazdego gracza mozliwe jest okreslenie jednostek
uzytecznosci przyznanych graczowi:

Vi,,ui L Cp — R (45)

gdzie:

1 - indeks gracza,

¢; - macierz wyplat i-tego gracza,

u; - funkcja wyplaty i-tego gracza.
Istotny jest tutaj fakt, ze uklad strategii kazdemu graczowi przypisuje inna war-
tos¢ funkcji wyplaty.

4.2 Klasyfikacja gier

Teoria gier jest dziedzina bardzo rozlegla i nawet zawezenie tego pola do wy-
branych typow gier nie utatwia analizy istniejacych probleméw. W podrozdziale
tym przedstawiony zostanie szereg réznych rodzajéw gier podzielonych w zalez-
nosci od pewnych ich wlasnoéci. Sam podzial wynika bezposrednio z tematu roz-
prawy i pozwala ja zawezi¢. Na rys. 4.2 wskazano ogdlne zaleznosci pomiedzy
typami gier. Jest to rysunek pogladowy i nie oddaje wszystkich zaleznosci pomie-
dzy typami gier. W szczegdlnodci nie ujeto tutaj problemu zwiazanego z grami
jedno- oraz wieloetapowymi. Zdecydowana wigkszos¢ gier w postaci ekstensywnej
to gry wieloetapowe.
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Teoria gier

/ Statyczna teoria gier Dynamiczna teoria gier

Gry w postaci ekstensywnej

Gry w postaci strategicznej

VA

Gry o sumie zerowej Gry o sumie niezerowej
Gry dwuosobowe Gry n-osobowe

- niekooperacyjne

- znormalizowane wypflaty

Rysunek 4.2: Ogélny podzial gier

W dalszej czesci podrozdziatu, o ile autor nie okreslit inaczej, pojecie réwno-
wagi dotyczy rownowagi Nasha i jest rownoznaczne ze znalezieniem rozwiazania
w grze. R6wnowaga Nasha jest uktadem strategii, w ktorym zaden z graczy zna-
jac sposOb postepowania swoich przeciwnikéw nie moze zyskaé wiecej jednostek
uzytecznosci odstepujac od swojej wybranej strategii. Definicja ta szczegdlowo
zostanie przedstawiona w podrozdziale 4.4. Podzial gier zaproponowany w dal-
szej czedei rozdzialu w pewnym stopniu bazuje na podziale z pozycji [113]. Sama
klasyfikacje gier mozna podzieli¢ nastepujaco:

e ze wzgledu na kolejno$¢ podejmowania decyzji:
A Gry w postaci strategicznej (normalnej) Opisuja sytuacje, w ktérych gra-
cze podejmuja decyzje jednoczesnie, bez wiedzy o decyzjach innych uczest-
nikéw gry. Czesto stosowane jest tez okredlenie: gry macierzowe, gdyz ocze-
kiwany zysk kazdego z graczy okreslany jest na podstawie macierzy zawie-
rajacej jednostki uzytecznosci. Wielko$¢ macierzy wyptat bezposrednio za-
lezy od liczby strategii stosowanych przez graczy oraz od liczby graczy. W
szczegbdlnosci drugi element wplywa wykltadniczo na rozmiar macierzy. Kla-
syczne algorytmy wyszukujace punkty réwnowagi w grach macierzowych
opieraja sie na przegladzie macierzy, stad juz znalezienie rozwiazania w
grach 3-osobowych jest wyjatkowo trudne. Problem wyszukiwania réwnowag
w grach macierzowych jest jednym z kluczowych zagadnien niniejszej roz-
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prawy i doktadniej opisany zostanie w dalszych rozdziatach. W poprzednim
podrozdziale natomiast przedstawione zostaly najwazniejsze pojecia zwia-
zane z tym typem gier.

A Drugim typem sg gry w postaci ekstensywnej (inaczej rozwinietej), w kté-
rych gracze podejmuja decyzje sekwencyjnie, w kolejnych chwilach czasu,
majac okreslone informacje o decyzjach innych graczy (i swoich) w poprzed-
nich chwilach czasu. Okreslane sa najczedciej jako drzewo gry i stosowane
przy 2-osobowych grach takich jak szachy, warcaby, czy go. Ruchy graczy
wykonywane sg naprzemiennie, a kazdy z nich w danej chwili zna wszyst-
kie swoje mozliwosci ruchu. Kazda gra w postaci ekstensywnej moze zostaé
przeksztalcona w gre w postaci strategicznej.

e ze wzgledu na posiadana wiedze:

A Gry z kompletna informacja, gdzie zaktada sie, ze kazdy z graczy zna w
petni zasady gry, funkcje wypltat oraz zbiory mozliwych strategii wszystkich
pozostaltych graczy. Nierzadko z pojeciem gry z kompletng informacja poja-
wia si¢ wspomniane wczesniej zalozenie o racjonalnosci graczy, gdzie kazdy
z uczestnikéw dazy do maksymalizacji zysku. W przypadku gier eksten-
sywnych, gracze w kazdej chwili posiadaja pelna informacje o poprzednich
decyzjach innych graczy i o ewentualnych ich posunieciach losowych.

A Gry z niekompletng informacjg okreslane takze jako gry bayesowskie. W
zaleznodci od typu (strategiczne lub ekstensywne) sa definiowane nieco ina-
czej. Dla gier strategicznych L. Kockesen definiuje jawnie dodatkowa funkcje
prawdopodobienstwa, ktéra w zaleznosci od wartosci okresla koncowa wy-
plate graczy [82]. Dla uproszczenia mozna przyjaé, ze gry strategiczne z nie-
petna informacjg posiadaja wiecej niz jedng macierz wyptat. Dana macierz
wyplat graczy losowana jest w zaleznosci od funkcji prawdopodobienstwa.

e ze wzgledu na liczbe graczy (liczba uczestnikéw gry ma tutaj kluczowe zna-
czenie ze wzgledu na mozliwosci stosowania algorytméw przyblizonych):
A W przypadku gier dwuosobowych w postaci normalnej macierz wyplat
jest dwuwymiarowa, a gracze najczedciej okreslani sa jako gracz kolumnowy
oraz gracz wierszowy (kazdy z nich posiada szereg strategii okreslanych jako
kolumny oraz wiersze). Ponadto, w pewnych szczegdlnych przypadkach moz-
liwe jest znalezienie rozwiazania dokonujac przegladu zupelnego wszystkich
strategii obydwu graczy. Nierzadko stosuje sie tutaj okreslenie dwuosobo-
wych gier o sumie ogdlnej, ktére opisuja gry o sumie niezerowej (okreslane
jako gry bimacierzowe), a takze ich szczegdlny przypadek - gry o sumie ze-
rowej. Z kolei gra dwuosobowa w postaci ekstensywnej moze np. odnosi¢ sie
do partii szachéw lub dowolnej innej gry dla dwoch oséb. T. Tyszka w swojej
ksiazce [135] stosuje tutaj okreslenie gier antagonistycznych, gdzie wygrana
jednego gracza stanowi strate jednostek uzytecznosci jego przeciwnika.
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A W niniejszej rozprawie autor skupia si¢ na grach n-osobowych w postaci
normalnej, gdzie liczba graczy jest wieksza od 2. Problem wyszukiwania
rownowag jest juz znany od dawna, a jedna z pierwszych préb okredlenia
rozwiazania przedstawiono w pracy [143] i bazowala na rozszerzeniu kla-
sycznego algorytmu dla gier 2-osobowych. Sam problem n-osobowych gier
w postaci normalnej jest czesto marginalizowany, a proponowane rozwigza-
nia nierzadko maja charakter czysto matematyczny. Dobre zrédto informacji
na temat n-osobowych gier w postaci ekstensywnej stanowi pozycja [30].

Rysunek 4.3: Przyklad gier w postaci normalnej: a) gry 2-osobowej, b) gry 3-
osobowej, ¢) gry 4-osobowej, gdzie kazdy z graczy ma do dyspozycji dwie strategie.

Istniejace algorytmy dotyczace wyszukiwania réwnowag w grach n-osobowych
wyraznie rozgraniczajg problem wzrostu stopnia trudnosci gry poprzez po-
wiekszenie zbioru graczy, a powiekszenie liczby strategii czystych dla jednego
gracza. Proponowany w pracy algorytm pozwala traktowac¢ te dwa elementy
rownorzednie, co przektada sie na mozliwo$¢ zwickszenia zbioru graczy bez
wykladniczego wzrostu zlozonosci.

e ze wzgledu na zbiory dostepnych akcji;
A Gry nieskonczone, okredlane tez jako gry z kontinuum akcji. Stosowane
najczesciej do opisu sytuacji ekonomicznych.
A 7 punktu widzenia niniejszej rozprawy, istotniejszy jest drugi typ gier - gry
o skonczonym zbiorze strategii. Czestym zalozeniem jest w tym przypadku
to, iz kazdy z graczy posiada réwnoliczny zbiér strategii. Jak juz zostalo
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wspomniane, tego typu gra, w szczegdlnoéci dla n graczy tworzy n wymia-
rowa macierz, gdzie liczba jednostek uzytecznosci danego gracza zalezy od
wybranych strategii wszystkich graczy.

e ze wzgledu na mozliwosé tworzenia koalicji;

A Gry kooperacyjne (koalicyjne) - gdy akcje przypisywane sa grupom (ko-
alicjom) graczy. W przewazajacej wigkszosci, wszystkie rozpatrywane pro-
blemy dotycza gier niekooperacyjnych. Z kolei w przypadku gier n-osobowych
mozliwe jest okreSlenie gier kooperacyjnych, gdzie w skonczonym zbiorze
graczy mozliwe jest wydzielenie podzbioréw graczy, ktérzy wspdipracuja ze
soba.

A W przeciwienstwie do gier koalicyjnych (kooperacyjnych), gry niekoope-
racyjne zakladaja zawsze, ze interesy graczy sa przeciwne. Istotnym zatoze-
niem przy grach niekooperacyjnych jest tutaj samo zachowanie poszczegdl-
nych graczy (zwlaszcza w przypadku gier o sumie niezerowej, gdzie interesy
graczy nie musza by¢ przeciwstawne). Najczesciej, w takiej sytuacji zaktada
sie racjonalnosé graczy. Problem zachowania graczy opisany zostal w [114].
Istnieje tez pojecie superracjonalnosci graczy, ktore jednak nie jest przed-
miotem szczegotowych badan. Ciekawym przypadkiem superracjonalnych
graczy moze by¢ problem okreslany jako ”Dylemat wieznia”, gdzie obydwu
skazanych w tej sytuacji stosuje strategie ”wspotpracuj”. Koncepcja super-
racjonalnosci graczy opisana zostata w [71]. Zalozenie o racjonalnosci graczy
bardzo czesto jest pomijane, nalezy jednak zaznaczy¢, ze dla nieracjonalnego
gracza kazda ze strategii czystych ma takie samo prawdopodobienstwo wy-
boru. Najpopularniejszym przyktadem tego gracza jest, najczeiciej w grach
wieloosobowych, los.

e ze wzgledu na powtarzalnosé;

A W przypadku gier iterowanych mozna wyr6zni¢ gry ze skoniczonym i nie-
skonczonym horyzontem czasowym.

A Mnogo$¢ probleméw w przypadku gier iterowanych stanowi istotny ele-
ment teorii gier. Powyzszy typ dotyczy gier powtarzanych wielokrotnie, gdzie
koncowa warto$é¢ wyplaty dla poszczegdlnych graczy zalezy w pewnym stop-
niu od ich dzialan podejmowanych na kolejnych etapach gry. Powyzsze defi-
nicje podane zostaly, aby zachowa¢ pewna cigglosé rozprawy, jednak podsta-
wowym zamierzeniem autora jest przedstawienie sposobu rozwiazania gier
jednoetapowych, ktére stanowig przeciwienstwo gier powtarzalnych. Kazda
gra jednoetapowa jest sytuacja, w ktorej kazdy z uczestnikow podejmuje de-
cyzje réwnoczesnie, a koncowa wartos¢ jednostek uzytecznosci zalezy tylko
i wylacznie od niej. Najistotniejszym problemem w przypadku gier jedno-
etapowych jest ograniczony rozmiar mozliwych do rozwiazania gier, a takze
trudno$¢ w wyznaczeniu elementéw gry $wiadczacych o jej ztozonosci.
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4.3 Typy réownowag i ich wlasciwosci

W poprzednim podrozdziale omdwiona zostala szczegétowo klasyfikacja ty-
péw gier. Pojecie réwnowagi jest jednym z najistotniejszych elementéw teorii
gier, a znalezienie ukladu strategii bedacych w rownowadze stanowi czesto po-
wazny problem. W zaleznosci od typu gry, istniejacy punkt réwnowagi powinien
posiada¢ pewne okreslone cechy, przy czym znalezienie uktadu strategii spetnia-
jacych doktadnie te zalozenia jest czesto prawie niemozliwe. W tym podrozdziale
przedstawiona zostanie szczegdtowa klasyfikacja i analiza istniejacych réwnowag
dla konkretnych typéw gier. Mozliwe jest podanie typow rownowag stanowiacych
nadklasy dla bardziej szczegdtowych koncepcji. Ogdlna zalezno$é przedstawiona
zostala na rys. 4.4. Strzatki wskazuja kierunek zawierania si¢ poszczegélnych ele-
mentéw. Przyktadowo, koncepcja réwnowagi Nasha pochodzi od bardziej ogélnego
pojecia réwnowagi skorelowanej.

Réwnowaga
skorelowana

Réwnowaga
doskonata
N pod gra

trategia
stabilna
ewolucyjnie,

Rysunek 4.4: Przyklad gry dwuosobowej

Pierwsza grupe stanowia: réwnowaga skorelowana (ang. correalted equilibrium)
oraz réwnowagi racjonalizowane (ang. rationalizable equilibrium/ rationalizabi-
lity). Kolejna wazna grupe stanowia elementy pochodne od réwnowagi Nasha,
takie jak réwnowaga ,drzacej reki” (ang. Trembling Hand equilibrium). Ich znale-
zienie czesto wymaga przyjecia dodatkowych zalozen jednak zasadniczo zwigzane
jest réwniez z typami gier, w ktérych wystepuje klasyczna réwnowaga Nasha. W
1989 roku I. Gilboa w artykule [54] rozwinal problem wyszukiwania réwnowag
Nasha z dodatkowymi witadciwosciami, takimi jak minimalna liczba aktywnych
strategii. Problemy te szczegbtowo opisane zostang rozdziale 8 niniejszej rozprawy.
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Jednym z najwazniejszych nadzbioréw réwnowagi Nasha jest réwnowaga sko-
relowana, wprowadzona przez R. Aumanna w 1974 roku [8]. Podstawowym za-
lozeniem réwnowagi skorelowanej jest wprowadzenie dodatkowego, zewnetrznego
informatora, przesytajacego publiczny sygnal, ktéry wpltywa na decyzje poszcze-
gélnych graczy. Najpopularniejszym zabiegiem jest dodanie zmiennej losowej, kto-
rej warto$¢ wplywa na decyzje graczy. W [67] podana zostala réwniez definicja
dla réwnowagi skorelowanej w grach w postaci ekstensywnej, a takze szczegdtowa
analiza gry macierzowej, zaproponowanej pierwotnie przez R. Aumanna. Jedng
z zalet réwnowag skorelowanych jest ich niewielka ztozonosé¢ obliczeniowa, ponie-
waz mozna ja wyznaczy¢ rozwiazujac uktad rownan liniowych. Wiecej szczegdlow
na temat zlozonosci opisywanej rownowagi mozna znalezé w [56]. Kolejnym po-
dejsciem zaproponowanym przy wyznaczeniu réwnowag skorelowanych byla gra
wieloetapowa, w ktorej gracze stosuja strategie zalezne od poprzednich posunieé
przeciwnika. Takie podejscie skutkuje zbieznoscia do wspomnianej réwnowagi [50].

Na rys. 4.4 wskazano takze zaleznos¢ pomiedzy réwnowaga Nasha oraz twier-
dzeniem von Neumanna o minmaksie [140]. Twierdzenie to dotyczy 2-osobowych
gier o sumie zerowej. Kazda gra macierzowa ma rozwiazanie [142]. Zgodnie z nim
istnieje dokladnie jedna liczba nazywana wartoscia gry oraz optymalne strategie
(czyste lub mieszane) obu graczy oraz takie, ze:

e Jezeli pierwszy gracz stosuje swoja optymalna strategie, to jego oczekiwana
wygrana bedzie wieksza lub réwna niezaleznie od strategii przeciwnika.

e Jezeli drugi gracz stosuje swoja optymalna strategie, to oczekiwana wygrana
bedzie mniejsza lub réwna niezaleznie od strategii pierwszego gracza.

W przypadku gier 2-osobowych o sumie zerowej moze réwniez istnie¢ rozwiazanie
w strategiach czystych (gdzie zaden z graczy nie stosuje strategii mieszanej). W
takiej sytuacji rozwiazanie okreslane jest jako punkt siodtowy, a jego znalezienie w
dowolnej grze ma liniows, ztozonosé obliczeniowa. W takim przypadku braku roz-
wigzania w strategiach czystych konieczne jest wyznaczenie strategii mieszanych.
Podejscie do tego problemu oparte na ewolucji réznicowej przedstawione zostalo
w [14].

Dwie opisane powyzej koncepcje bezposrednio zwigzane sg z pojeciem row-
nowagi Nasha i stanowily dla niej niejako nadklase. Pozostale typy réwnowag
przedstawione na rys. 4.4 nie sa bezposrednio zwiazane z tematem rozprawy i
zostaly przedstawione tylko w celach informacyjnych.

4.4 Rownowagi Nasha w grach n-osobowych

Przedstawiony w rozprawie problem wyszukiwania réwnowag Nasha w grach
0 sumie niezerowej jest istotnym zagadnieniem w teorii gier. J. Nash wykazal,
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ze rownowaga istnieje w kazdej grze [104]. Problem znalezienia réwnowagi nalezy
do klasy PPAD (ang. Partial Parity Argument Directed) [32] i okreslany jest jako
jeden z najistotniejszych w teorii gier [111]. PPAD Jest klasa zawierajaca problemy
podejrzane o przynaleznosé¢ do klasy NP, a wprowadzona zostata po raz pierwszy
w artykule C. Papadimitriou [112]. Zalezno$¢ pomiedzy problemem wyszukiwania
rownowag Nasha a klasami ztozonosci przedstawia rys. 4.5.

PPAD

Réwnowaga
Nasha

Rysunek 4.5: Zaleznoéci pomiedzy klasami ztoznoéci

Klasa PPAD jest podklasa PPA (ang. Polynomial Parity Argument), do ktérej
nalezy inny problem zwiazany z teoria gier: rownowaga Arrow-Debreu [6]. Odwo-
tania do powyzszych klas ztozonosci wydaja sie dos¢ istotne, gdyz zaréwno klasa
PPAD, jak i PPA naleza do klasy TENP [96]. Jest to odpowiednik klasy NP
dla probleméw funkcyjnych, gdzie majac dana warto$é¢ = oraz predykat postaci
F(x,y), znalezé y speliajacy F(z,y).

Rownowaga Nasha w grze n-osobowej jest uktadem strategii, w ktérym zaden
z graczy znajac strategie przeciwnikéw nie zyskuje odstepujac od wybranej strate-
gii. W tabeli 4.1 przedstawiono przyktad gry 2-osobowej. Wizulizacja réwnowagi
Nasha dla tej gry przedstawiona zostata na rys. 4.6.

Tabela 4.1: Prosta gra 2-osobowa, gdzie kazdy z graczy posiada 2 strategie

strategie | Bl B2
Al 1:4 | 0:6
A2 4:1 | -1,-1

Na osi odcigtych zaznaczone jest prawdopodobienstwo wyboru pierwszej stra-
tegii gracza B. Prawdopodobienstwo drugiej strategii obliczone jest jako 1 —
P(B1). Analogicznie obliczane sa wartosci prawdopodobienstw dla gracza A. For-
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0.8

04

Réwnowaga Nasha
Gracz A {3 : 1}
Gracz B {1 : 3}

Rysunek 4.6: Graficzna reprezentacja rownowagi Nasha w grze 2-osobowej

malnie mieszana rownowaga Nasha definiowana jest nastepujaco:
Vi, vja i (a) > :ui(ai]’ ’ a—i)a (46)

gdzie:
1 - oznacza t-tego gracza,
J - jest numerem strategii danego gracza,
wi(a) - wyplata i-tego gracza dla profilu strategii a,
,ui(aij,a,i) - wyplata ¢ gracza stosujacego strategie j przeciwko a_;.

Powyzszy wzor odnosi sie do rownowagi Nasha okre$lanej tez czasami jako
staba rownowaga. W sytuacji, gdy zamiast stabej, obecna jest ostra nieréwnosé.
Roéwnowaga taka okreslana jest jako silna. Do tej pory wykazano, ze dla opi-
sywanego problemu nie istnieje algorytm o zlozonosci wielomianowej (nawet w
przypadku gier 2-osobowych). Dowolna para macierzy nie zmienia sie podczas
przemnozenia ich przez stala, dlatego powszechnym zalozeniem jest to, iz ele-
menty macierzy wyplat graczy normalizowane sa do przedziatu (0, 1) [91]. Przy
powyzszych zatozeniach, dla dowolnego €, gdzie € > 0, przyblizona réwnowaga Na-
sha (e-réwnowaga lub tez réwnowaga aproksymacyjna) dla n graczy definiowana
jest nastepujaco:

Vi, Vi, wi(a) > pi(ai;,a—;) — e, (4.7)

gdzie: € - jest wartoscig przyblizenia.
Taka réwnowaga przyblizona posiada szereg wlasciwosci. Przede wszystkim kazda
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réwnowaga Nasha otoczona jest przez e-réwnowagi. Zaleznos¢ ta jednak nie jest
spelniona w druga strone, to znaczy dana e-réwnowaga nie musi znajdowaé sie w
poblizu réwnowagi Nasha [90].

7 punktu widzenia niniejszej rozprawy jednym z najistotniejszych wnioskow
jest to, iz nawet znalezienie przyblizonej réwnowagi Nasha nalezy do klasy PPAD
[37]. Ponadto przeksztalcenie problemu do gry typu Win-Lose nie upraszcza pro-
blemu [2]. Gry typu Win-Lose, inaczej okreslane takze jako gry typu 0-1, to gry
w postaci strategicznej, gdzie wszystkie elementy macierzy wyptat zastapione zo-
staly tylko dwoma wartosciami: 0 oraz 1. W powyzszym artykule przedstawiono
wielomianowy algorytm umozliwiajacy przeksztalcenie dowolnej gry do postaci
0 — 1. Z kolei rozwazania na temat ztozonosci problemu dotyczacego gier typu
0 — 1 przedstawione zostaly réwniez w [27].

Znalezienie czystej réwnowagi Nasha jest trywialne (w przeciwienstwie do réw-
nowag mieszanych). Gry o sumie zerowej moga by¢ rozpatrywane jako pewna
klasa gier o sumie niezerowej. Taki typ gier z powodzeniem moze zostaé rozwia-
zany przez metode sympleksu. Obecnie wiadomo, ze nawet gry dla dwoch graczy
naleza do klasy probleméw PPAD-kompletnych [32]. Analogiczna zalezno$¢ wy-
kazana zostala wczes$niej réwniez dla gier 3-osobowych [24].

Istnieje zalezno$¢ pomiedzy wsparciem danego gracza oraz oczekiwanymi wy-
platami graczy, I. Milchtaich w artykule [99] podal sposéb wyznaczania oczeki-
wanych wyptat przy zalozeniu, ze wsparcie obydwu graczy jest dane rownaniem:

d—a |Ci—a-E|

Vi ICi—b-E|’

(4.8)

gdzie:
FE - macierz w catoéci wypelniona jedynkami,
a, b - dowolne liczby, a # b,
R - macierz wyplat gracza X,
|R| - wyznacznik macierzy R,
6 - oczekiwana wyplata danego gracza.

W artykule [15] autor wskazal na istnienie zaleznosci pomiedzy zbiorem stra-
tegii czystych gracza a réwnowaga Nasha dla 2 graczy.

Interesujacym typem réwnowagi jest rownowaga Nasha z pelnym wsparciem
(ang. Well supported Nash equilibrium), gdzie podstawowym zalozeniem jest to,
iz kazda strategia czysta danego gracza ma niezerowe prawdopodobienstwo wy-
boru. Problem okreslenia maksymalnego mozliwego przyblizenia, czyli okreslenia
wartosci €, rozwiazany zostal w [84].

W niniejszej rozprawie kluczowym elementem jest problem wyszukiwania mie-
szanych réwnowag Nasha, a takze przyblizonych réwnowag Nasha (e-réwnowag).
Wyszukiwanie czystych réwnowag oraz réwnowag z danym wsparciem nie jest
kosztowne obliczeniowo, a istniejace algorytmy (np. przegladu zupelnego strategii
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w przypadku czystych rownowag Nasha) dobrze spelniaja swoje zadanie. Istotne
z naukowego punktu widzenia jest zaproponowanie metody dajacej rozwigzanie
w strategiach mieszanych dla n graczy, gdzie n > 3. Zlozono$¢ problemu roénie
wyktadniczo ze wzgledu na liczbe graczy i juz dla n = 4 zdecydowana wiekszo$é
istniejacych algorytméw daje rozwigzania nieakceptowalne ze wzgledu na czas
obliczen.



ROZDZIAL. 5

Algorytmy dla problemu wyszukiwania
réwnowag Nasha

Kluczowym problemem teorii gier jest wyznaczanie réwnowag Nasha. Istnieje
wiele algorytméw, ktore spelniaja to zadanie. Pomimo faktu, iz wyszukiwanie
réwnowag w grach 2-osobowych jest duzo latwiejsze, to stanowi powazny pro-
blem. Istnieje wyrazne rozgraniczenie dla algorytméw dostosowanych do obydwu
rodzajow gier. Chociaz gry 2-osobowe stanowiag tylko szczegdlny przypadek gier
n-osobowych, to sposoby ich rozwiazywania sa odmienne. Pierwsze algorytmy
dla gier 2-osobowych to przede wszystkim algorytm Lemke-Howsona [89] i jego
modyfikacje. Ponadto, istnieje szereg metod opartych na enumeracji wsparé¢, w
tym takze podejscia réwnolegle. Jednym z najskuteczniejszych, lecz jednoczesnie
najbardziej zlozonych obliczeniowo jest algorytm oparty na przegladzie zupel-
nym zbioréw strategii graczy. Wreszcie istnieje tez bardzo duza grupa algoryt-
moéw przyblizonych, ktére gwarantuja okreslona dokladno$é rozwigzania. Pewna
podgrupe stanowia tutaj algorytmy oparte na metodach matematycznych pozwa-
lajace sprowadzi¢ gre bimacierzows do jednej macierzy, ktéra stanowi gre o sumie
zero, rozwiazywalna w czasie wielomianowym.

Gry n-osobowe sa zdecydowanie bardziej problematyczne. Najtrudniejszym
elementem wydaje si¢ w tym wypadku blyskawicznie rosnaca ze wzgledu na liczbe
graczy ztozonos¢ problemu. Juz 4-osobowe gry nierzadko uniemozliwiajg wygene-
rowanie jakiegokolwiek rozwiazania przez istniejace algorytmy w rozsadnym cza-
sie. Niestety stopien trudnosci poszczegélnych gier o takiej samej liczbie graczy i
strategii aktywnych jest bardzo rézny. Dwie wygenerowane macierze o identycznej
wielko$ci moga mieé¢ zupelnie inny stopien skomplikowania. Istotne wydaje sie by¢
przedstawienie algorytmu umozliwiajacego generowanie powtarzalnych wynikow.

Algorytmy oparte na metaheurystykach wydaja sie by¢ w tym wypadku mar-
ginalizowane. Jedna ze stosowanych w teorii gier technik jest przeszukiwanie tabu
(ang. tabu search) stosowana do generowania czystych réwnowag Nasha. Nalezy
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przy tym zauwazy¢, ze rozwiazanie zawierajace tylko réwnowagi czyste moze zo-
sta¢ uzyskane poprzez przeglad wszystkich strategii czystych poszczegdlnych gra-
czy (co z kolei nie jest kosztowne obliczeniowo).

W rozdziale tym przedstawione zostana najistotniejsze algorytmy dotyczace
wyszukiwania réwnowag Nasha z uwzglednieniem rozwigzan zawierajacych réw-
nowagi czyste. Ponadto jednym z zalozen autora niniejszej rozprawy bylo opraco-
wanie algorytmu ukierunkowanego na wyszukiwanie tylko i wylacznie réwnowag
mieszanych, co jest zagadnieniem dalece bardziej ztozonym.

5.1 Algorytmy dla gier 2-osobowych

Wyszukiwanie rownowag Nasha przewaznie okreslane jest jako jedno z naj-
istotniejszych zagadnien z teorii gier. Koncepcja ta dotyczy gier o sumie niezero-
wej, nalezy jednak pamietac, iz pierwsze opracowane algorytmy dotyczyly w tym
przypadku gier o sumie zerowej. Te z kolei okreslane sa jako podklasa gier o sumie
niezerowej. Zgodne z ta definicja, pierwszym algorytmem dotyczacym gier o sumie
zerowej byl wspomniany wczesniej minmax [140).

W tej czedci rozdzialu wymienione zostang najwazniejsze metody dotyczace
gier 2-osobowych. Podane zostang rowniez szczegdly dwdch najistotniejszych al-
gorytméw. Pierwszy to, wspomniany we wstepie, algorytm Lemke-Howsona uwa-
zany za podstawowy algorytm stosowany do rozwiazywania gier dla dwoch gra-
czy. Wazna grupe metod stanowia rowniez algorytmy przyblizone. Nalezy jednak
wspomnieé, iz pierwsze podejscie tego typu stosowane bylo réwniez w grach o
sumie zero.

Dla gier o sumie zerowej dopiero kilkadziesiat lat p6zniej wykazano interesu-
jaca zalezno$é, iz kazdy gracz posiada strategie bliska optimum stosujac liczbe
strategii réwna Inn, gdzie n jest liczba strategii czystych gracza [92]. Powyzsze
podejscie zaklada arbitralne wybranie okreslonego zbioru strategii czystych dla
danego gracza. W [142] przedstawiony zostal algorytm przyblizony oparty na cze-
stoéci wyboru strategii. Pseudokod algorytmu przedstawiony zostal w alg. 4. Jego
niewatpliwa zaleta jest prostota oraz szybkos$é dzialania. Juz po kilku iteracjach
otrzymane rozwiazanie jest zblizone do optymalnego.

Omoéwiony powyzej algorytm dla gier o sumie zerowej jest bardzo szybki a
sam problem wyznaczania réwnowag nie jest kosztowny obliczeniowo. Najistot-
niejszym problemem jest tutaj znalezienie rozwiazania dla gier o sumie niezero-
wej. W dalszej czedci rozdziatu przedstawione zostana algorytmy dotyczace tego
zagadnienia.

Najpopularniejszym algorytmem jest nieco przestarzaly juz algorytm Lemke-
Howsona (okreslany takze czasami jako algorytm Lemke’go-Howsona) [89]. Algo-
rytm ten zwiazany jest z problemem komplementarnosci liniowej a sama jego idea
moze zostaé przedstawiona w kilku prostych krokach:
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Algorytm 4: Algorytm przyblizony

1 Wybierz dowolng strategie dla gracza wierszowego Ni; z macierzy c;
Skopiuj wybrany wiersz ponizej macierzy i zaznacz najmniejsza wartoscé;
Wybierz kolumne¢ dla gracza kolumnowego Naj, ktéra to znajduje si¢ nad
najmniejsza wartoscia wybrana w poprzednim kroku;
Skopiuj strategi¢ N2; na prawo od macierzy i zaznacz najwigksza wartos¢
w przepisanej kolumnie;
while dopdki kryterium korica nie jest spetnione do
Do wierszy pod macierza dodaj wiersz Ny (wskazany przez najwieksza
warto$¢ z kolumny No;);
7 Do kolumn obok macierzy dodaj kolumne znajdujaca si¢ nad
najmniejsza wartoscig w wierszu Nig;
8 powrdt do kroku 6;

W N

I

[<2 IS

e ze zbioru strategii graczy nalezy usunaé¢ wszystkie strategie zdominowane

e dla pozostalych strategii nalezy rozwazy¢ wszystkie mozliwe podzbiory, i dla
tych podzbioréw:

— rozwiazaé uktady réwnan oraz na ich podstawie okredlié¢, ktore strategie
moga by¢ w réwnowadze

— sprawdzié¢, czy wskazane strategie sg rzeczywiscie w réwnowadze.

Algorytm Lemke-Howsona posiada wykltadnicza ztozonos¢ obliczeniowa, a swoim
dzialaniem przypomina algorytm sympleks. W pierwszej iteracji algorytmu da-
nymi wejéciowymi jest sztuczny punkt rownowagi o wartosci 0. Po znalezieniu
réwnowagi Nasha mozliwe jest powtorne wywotanie metody, gdzie punktem startu
jest nowa réwnowaga. W ten sposéb mozliwe jest wyznaczenie kilku rozwigzan,
jednak nie ma gwarancji, ze wyznaczone zostang wszystkie. W tabeli 5.1 przed-
stawiono zestawienie najpopularniejszych koncepcji i modyfikacji algorytméw dla
gier 2-osobowych.

Najnowsze algorytmy przyblizone dla gier dwuosobowych opisane zostaty w
pracy [20]. Pierwszy z nich stanowi rozwiniecie metody opisanej powyzej, jednak
okreslany jest przez autoréw jako znacznie prostszy. Drugi z algorytméw pozwala
uzyskaé przyblizenie € = 0.364. W przypadku obydwu algorytméw podstawowa
koncepcja jest przeksztalcenie gry bimacierzowej w gre o sumie zero:

A=R-C, (5.1)

gdzie: A - nowa macierz,
R i C - macierze wyplat poszczegdlnych graczy.
Przeksztalcenie gry bimiacierzowej w gre macierzowa pozwala na zastosowanie
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programowania liniowego do wyznaczenia strategii optymalnych graczy. W przy-
padku, gdy uzyskany wynik jest mniejszy od zalozonego przyblizenia 0.364, roz-
wiazaniem jest powyzszy uklad strategii. W przeciwnym wypadku dla jednego z
graczy konieczne jest wyznaczenie najlepszej odpowiedzi na obliczong w poprzed-
nim kroku strategie gracza drugiego. Strategia drugiego gracza wyznaczana jest
na drodze kilku dodatkowych przeksztalcen.
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5.2 Algorytmy dla gier n-osobowych

Dotychczas wspomniane algorytmy dotyczyly gier dwuososobowych. Liczba
istniejacych i skutecznych algorytméw dla gier n-osobowych, gdzie liczba graczy
jest wicksza od 2 jest znacznie mniejsza. W grupie tej istnieja zarowno algorytmy
przyblizone oparte na metaheurystykach, jak i metody doktadne. Niestety ztozo-
no$¢ metod doktadnych nierzadko uniemozliwia zastosowanie ich w rzeczywistych
problemach.

Algorytmem, ktory wykazuje bardzo duza skuteczno$é¢ (w stosunku do me-
tod opartych na zmodyfikowanym algorytmie Lemke-Howsona) oraz stosunkowo
szybkim jest algorytm podziatu (ang. Simplicial Subdivision) [137]. Gléwna idea
algorytmu dotyczy nieliniowego problemu komplementarnosci [75, 138], w kt6-
rym nalezy znalezé n-wymiarowy wektor liczb rzeczywistych spelniajacy pewne
zalozenia. Podejscie do tego zagadnienia opiera si¢ na utworzeniu, przy pomocy
triangulacji, siatki nad przestrzenia strategii mieszanych graczy. Kolejnym etapem
algorytmu jest procedura przejécia $ciezkami tak utworzonej siatki (analogicznie,
jak w przypadku algorytmu Lemke-Howsona) w celu wyznaczenia przyblizonego
rozwiazania. Takie rozwigzanie moze zosta¢ nastepnie uzyte jako punkt startu
kolejnej iteracji algorytmu. Najpopularniejsza implementacje algorytmu prostego
podzialu mozna znalezé¢ w oprogramowaniu Gambit [95]. W dalszej czeSci roz-
prawy poréwnana zostanie z metoda zaproponowana przez autora.

Jedna z najskuteczniejszych metod wyszukiwania réwnowag Nasha dla gier
n-osobowych jest stosunkowo nowa globalna metoda Newtona (ang. Global New-
ton Method). Algorytm zwiazany jest z metoda homotopii reprezentowanej jako
system dynamiczny co pozwala na zastosowanie globalnej metody Newtona opi-
sanej przez Smale’a [127]. W duzym uproszczeniu, dzialanie metody polega na
przeksztatceniu uktadu réwnan w przypadek z jednym, prostym rozwiazaniem.
Kolejnym krokiem jest odwrdcenie catego procesu z jednoczesnym sledzeniem po-
$rednich rozwiazan w celu uzyskania rozwigzania oryginalnego uktadu. Przedsta-
wione przez autoréw rozwiazanie zastosowane zostalo odpowiednio dla gier n-
osobowych (2-6 graczy), przy czym maksymalna wielko$¢ gry 3-osobowej, to 16
strategii, gry 4-osobowej 10 strategii, a 6-osobowej tylko 4 strategie. Podejscie to
daje wyniki lepsze, niz wspomniane wczeéniej w rozdziale w pracy [70]. Ponadto,
autorzy wspominaja takze o innym skutecznym algorytmie [57], ktéry opisywany
jest jako uzyteczny algorytm startowy dla globalnej metody Newtona.
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W tabeli 5.2 wymieniono najpopularniejsze algorytmy i ich modyfikacje do-
tyczace gier n-osobowych (gdzie liczba graczy jest wigksza od 2). Warto zwr6cié
uwage, iz tylko dwie wymienione metody dotycza rozwiazan przyblizonych. Nie-
stety mozliwoé¢ ich praktycznego zastosowania jest znikoma, poniewaz dotycza
tylko rozwiazan w strategiach czystych (11 oraz 12 punkty w tabeli). Istotny z
punktu widzenia dalszych rozwazan jest tez algorytm Scarfa. Metoda ta byla
punktem wyjscia dla wielu algorytmoéw dla gier n-osobowych, w tym algorytmu
prostego podziatu opisanego powyzej. Dwie wyttuszczone metody to algorytmy, z
ktérymi poréwnane zostanie proponowane w rozprawie podejscie.

Powyzej przedstawione zostaly dwa najpopularniejsze algorytmy stosowane w
grach wieloosobowych w postaci normalnej. Jak wskazuja badania, najskutecz-
niejszy i jednoczeénie najbardziej uniwersalny algorytm dla gier n-osobowych,
to opisana wczesniej globalna metoda Newtona (GNM). Jednoczesnie warto za-
uwazy¢, ze w przypadku gier n-osobowych, jednym z najczeéciej modyfikowanych
algorytméw sa metody oparte na algorytmie Scarfa. Logiczna konsekwencja roz-
wazan bedzie poréwnanie rozwigzania zaproponowanego w rozprawie z dwoma
powyzszymi algorytmami, a takze z podstawowym algorytmem ewolucji réznico-
wej, ktory stanowil punkt wyjécia rozwazan zawartych w niniejszej rozprawie. W
celu poréwnania wynikéw wybrano implementacje algorytméw GNM oraz pro-
stego podzialu dostepne w programie GAMBIT [95].



ROZDZIALY. ¢

Adaptacyjny algorytm ewolucji ré6znicowej

Przystosowanie algorytmu ewolucji réznicowej do rozwiazywania jednego z
najistotniejszych probleméw teorii gier stanowilo wazny aspekt niniejszej roz-
prawy. Dotychczas w literaturze nie istnial skuteczny sposéb opisania genotypu
osobnika, ktéry umozliwiatby wyszukiwanie réwnowag Nasha w grach n-osobowych,
a jednoczesnie byl na tyle elastyczny, aby przy niewielkich modyfikacjach samej
tylko funkcji oceny stanowié skuteczne narzedzie takze w problemach takich jak
wyszukiwanie rownowag pareto optymalnych czy tez réwnowag skorelowanych.

Zdecydowana wiekszos¢ istniejacych w literaturze algorytmoéw jest bardzo sku-
teczna tylko dla konkretnych typéw gier, a juz niewielka modyfikacja problemu
catkowicie uniemozliwia znalezienie jakiegokolwiek rozwiazania. Stad konieczno$é
opracowania oraz przetestowania pewnej ogdlnej metody stanowiacej pomost po-
miedzy metaheurystykami a algorytmami klasycznymi.

W niniejszym rozdziale przedstawiona zostanie szczegdélowa analiza propono-
wanego adaptacyjnego algorytmu ewolucji réznicowej dla problemu wyszukiwania
réwnowag Nasha w grach n-osobowych. Na poczatku przedstawiony zostanie pseu-
dokod algorytmu oraz sposéb kodowania genotypu odpowiedni dla problemu. W
dalszej kolejnosci opisany zostanie sposob probkowania przestrzeni rozwigzan, a
takze oméwiona zostanie koncepcja stanowigca podstawe powyzszego podejscia.
Bardzo istotnym elementem jest podejscie do adaptacji parametréw w proponowa-
nym algorytmie. Oprécz klasycznych parametréow, takich jak wspotczynnik krzy-
zowania i mutacji, opisany zostanie sposob modyfikacji wielkosci populacji oraz
ustalania wielkoSci populacji poczatkowej. Funkcja oceny zaproponowana dla pro-
blemu wyszukiwania réwnowag Nasha oméwiona zostanie pod koniec rozdziatu, by
zakonczy¢ szczegdlowym opisem zaproponowanego operatora mutacji okreslanego
jako selektywna mutacja, a takze A modyfikacji, ktéra pozwala istotnie poprawié
zbieznos¢ populacji do optimum w koncowym etapie dziatania algorytmu.

49



Rozdziat 6. Adaptacyjny algorytm ewolucji réznicowej 50

6.1 Ogodlna charakterystyka algorytmu

Rozwiazanie przedstawione w niniejszej rozprawie opiera si¢ na przeksztatce-
niu zbioru strategii mieszanych poszczegdlnych graczy w genotyp osobnika. W
grze o sumie niezerowej kazdy z graczy dysponuje wlasna macierza wyptat, ktérej
wielko$¢ uzalezniona jest od ich liczby, a takze od liczby strategii przypisanych dla
kazdego gracza. Traktujac strategie mieszang gracza (czyli innymi stowy rozktad
prawdopodobienstwa nad zbiorem strategii czystych gracza) jako cze$é genotypu
mozliwe jest istotne ograniczenie jego dlugosci nawet dla bardzo ztozonych pro-
bleméw. W tabeli 6.1 przedstawiona zostata liczba elementéw macierzy, ktore
analizowane sa w klasycznych algorytmach, a takze dtugos$¢ genotypu dla odpo-
wiadajacych im probleméw. Szczegdlnie istotny jest fakt, iz wielko$¢ macierzy
wyplat obliczana jest na podstawie wzoru m”"-n, gdzie n jest liczba graczy, a m
liczba strategii gracza (ostatni wiersz tabeli). Z kolei wielkosé genotypu jest ilo-
czynem liczby strategii oraz liczby graczy. W rozprawie przyjeto doéé¢ powszechne
zalozenie, iz liczba strategii kazdego z graczy jest rowna.

Tabela 6.1: Zalezno$é¢ pomiedzy dtugoscig genotypu a zlozonoscia problemu

H Gracze | Strategie H Ewolucja réznicowa | Klasyczne podejscia H

2 2 2.2=4 22.2 =8

2 10 210 = 20 10%-2 = 200
3 3 33=9 33.3 =243
3 10 3-10 = 30 103- 3 = 3000
5 5 55 =25 5°.5 = 15625
5 10 5-10 = 50 10°-5 = 500000
n m n-m mt-n

Warto zaznaczyé, iz w tabeli 6.1 przedstawione zostaly dilugosci genotypu
osobnika przy zalozeniu, iz wszystkie strategie kazdego z graczy sa aktywne i
posiadaja niezerowe prawdopodobienstwo wyboru. Proponowany w rozprawie al-
gorytm pozwala na ograniczenie liczby strategii aktywnych, dlatego nawet w przy-
padku ztozonych gier, genotyp moze zawiera¢ tylko kilkanascie genéw. Sam proces
tworzenia genotypu osobnika przedstawiony zostal na rys. 6.1. Pierwsza czes¢ ge-
notypu stanowig prawdopodobienstwa wyboru strategii czystych pierwszego gra-
cza, natomiast kolejne czesci genotypu to strategie pozostalych graczy. Kazdy
gen w genotypie osobnika przyjmuje warto$¢ z przedzialu (0,1), gdzie wartosé
zero oznacza zerowe prawdopodobienstwo wyboru danej strategii czystej gracza,
z kolei warto$¢ 1 to pewny wybér wskazanej strategii czystej.

W rozdziale dotyczacym rownowag Nasha wspomniano, iz problem znalezie-
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nia réwnowagi czystej (gdzie gracze stosuja wybrane strategie z prawdopodobien-
stwem réwnym 1) jest znacznie prostszy. Istnieja tez algorytmy ukierunkowane
tylko i wytacznie na wyszukiwanie rownowag czystych. W rozprawie gléwnym
problemem jest wyszukiwanie rownowag w strategiach mieszanych - stad rozwia-
zania, w ktorych jedna ze strategii gracza wybierana z prawdopodobienstwem
réownym 1 sa pomijane.

Y1 Y2

X1 |o,30,80,3]0,1:0,20,6

X2 |o.40,7:0,1]0,60,30,1

l

P(X1) | P(X2) | P(Y1)|P(Y2)| P(Z1)| P(Z2)

Rysunek 6.1: Tworzenie genotypu osobnika

Pseudokod proponowanego podejscia przedstawiony zostal w alg. 5. Sktada
sie on z dwoch gléwnych czesci. Pierwsza faza (wiersze 2 i 3) pozwala na wstepne
oszacowanie jakoSci rozwiazania dla wybranych strategii graczy. Jezeli wartosé e
przekroczy ustalony prog, to taki profil strategii rozpatrywany jest jako poten-
cjalna e-réwnowaga Nasha. Procedura ta opisana zostanie szczegbétowo w dalszej
czesci rozprawy. Wiersze 5 - 13 to wlasciwa czeé¢ algorytmu adaptacyjnej ewolu-
cji réznicowej, ktéra wykonywana jest tylko wtedy, kiedy dany podzbidr strategii
czystych zostanie zaakceptowany jako potencjalne rozwigzanie. W wierszu 14 na-
stepuje aktualizacja liczby osobnikéw w populacji. Poniewaz w proponowanym al-
gorytmie rozpatrywane sa niewielkie zbiory strategii (do 5 strategii z niezerowym
prawdopodobienstwem wyboru dla kazdego z graczy), pierwsza faza algorytmu
pozwala od razu odrzuci¢ stabe rozwiazania jako nieakceptowalne. Ztozonos¢ pro-
ponowanego algorytmu jest rzedu:

O(c-G- D?), (6.1)

gdzie:
G - liczba iteracji algorytmu ewolucji réznicowej,
D - wymiar problemu,



Rozdziat 6. Adaptacyjny algorytm ewolucji réznicowej 52

¢ - liczba rozpatrywanych ukladéw strategii (¢ < G)

Algorytm 5: Adaptacyjny algorytm ewolucji réznicowej

begin

1 for Liczba ukladow strategii do

2 Prébkuj aktualny uktad a;

3 if Wynik prébkowania < € then

4 Utwérz populacje poczatkowa S o liczbie osobnikéw N P;
5 t=0;

6 for Liczba iteracji ADE do

7 for Wielkosé populacji do

8 Mutacja i krzyzowanie DE;

9 if Praystosowanie V; > S; then
10 L Sf“ =V

else
11 L gf“ = gf :
12 | Aktualizuj CR, Fit=t+1;
13 if gen mod %5 = 0 then
| Zmniejsz ]Q] P
14 | Wybierz nowy uklad strategii a;
15 | Rozwiazanie = zbior e-réwnowag Nasha;

Do wyznaczenia oceny osobnika wymagane sg macierze wyptat dla poszcze-
gélnych graczy. Jednym z najistotniejszych zalozen dotyczacych proponowanego
algorytmu jest stosowanie tylko wybranych strategii czystych poszczegdlnych gra-
czy, co pozwala na pominiecie duzej czesci komorek macierzy wyptat przy jedno-
czesnym zachowaniu mozliwo$ci wyznaczenia optimum globalnego.

Proponowane w rozprawie algorytm jest w pewnym stopniu losowy, dlatego
mozliwe jest tylko pewne oszacowanie $redniej wartosci rozwigzania, ktére najcze-
Sciej zawiera sie w przedziale € € (0.2 : 0.3) (gdzie € = 0 to optimum globalne). Dla
poréwnania, najlepsze algorytmy przyblizone dla gier dwuosobowych pozwalaja
uzyskaé rozwigzanie € ~ 0.33.

6.2 Metoda prébkowania przestrzeni rozwigzan

W sytuacjach, kiedy liczba strategii poszczegélnych graczy jest duza, zdecydo-
wana wigkszosé strategii graczy ma zerowe (lub bliskie zeru) prawdopodobienstwo
wyboru. Oznacza to, iz liczba strategii czystych majacych istotny wplyw na ja-
kos¢ rozwiazania jest niewielka i najczesciej stanowi tylko czesé zbioru wszystkich
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strategii. Zalozenie to zostalo potwierdzone w artykule [91]. Oczywidcie wybranie
wszystkich strategii graczy jako genotypu osobnika rowniez jest mozliwe i daje
satysfakcjonujace rozwiazanie.

Warto zauwazy¢, iz w artykule [119] zasugerowano, ze z punktu widzenia gra-
cza ograniczona liczba strategii aktywnych jest znacznie lepszym rozwiazaniem.
Wybor sposréd niewielkiej liczby strategii jest znacznie tatwiejszy, niz w przy-
padku kiedy dostepny zbiér obejmuje wszystkie strategie. W tej sytuacji logiczne
jest uzasadnienie wprowadzenia pewnej metody pozwalajacej na losowy wybér
niewielkiego podzbioru strategii dla kazdego z graczy. Podejscie takie okreslone
zostalo przez autora rozprawy jako probkowanie rozwiazan. Prébkowanie rozwia-
zah przedstawione zostalo w algorytmie 6.

Algorytm 6: Probkowanie przestrzeni rozwigzan

begin
1 for Liczba ukiadow strategii do
2 Ustaw strategie aktywne;
3 for Liczba iteracji DE do
4 for Wielkosé populacji do
5 Mutacja i krzyzowanie DE;
6 if Przystosowanie ‘_/; > 5‘; then
7 St =Vh
else
8 | St =gt
9 if Rozwigzanie < warto$é e then
10 L Algorytm ADE
else
11 Odrzué rozwiazanie i wybierz kolejny uklad strategii aktywnych;
12 Powrdét do kroku 2;

W rozprawie zastosowano prébkowanie przestrzeni rozwiazan oparte na ewo-
lucji réznicowej. Zbieznosé algorytmu jest najszybsza w kilkuset pierwszych ite-
racjach, dlatego z duzym prawdopodobienstwem mozna stwierdzi¢, iz rozwiazanie
nieakceptowalne w pierwszych g iteracjach, gdzie g < MaXjteracje moze zostaé
odrzucone. Kazdy uktad strategii, w ktérym wartos¢ e po g iteracjach jest akcep-
towalna (warto$¢ e < 0.4), rozwiazywany jest przez adaptacyjny algorytm ewolu-
cji réznicowej. Wartosé 0.4 ustalona zostala na podstawie wartosci pesymistycznej
uzyskiwanej dla gier dwuosobowych. Najlepsze algorytmy przyblizone gwarantuja
wartos¢ € nie gorsza niz 0.33 - 0.35. Zalozono, iz w przypadku gier n-osobowych
wartos¢ ta powinna by¢ wieksza i ustalona zostala na takim poziomie.

W kolejnym rozdziale przeprowadzone zostang szczegoétowe badania dotyczace
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liczby strategii aktywnych (o niezerowym prawdopodobienstwie wyboru) w algo-
rytmach klasycznych. Wyniki te nastepnie zestawione zostang z proponowanym
algorytmem. Warto zaznaczy¢, iz istniejace algorytmy klasyczne generuja roz-
wigzania dla niewielkich zbioréw strategii aktywnych, dlatego ograniczenie tego
zbioru w proponowanej metodzie rowniez jest bardzo pozadane.

6.3 Szczegbélowy opis parametré6w w proponowanym
algorytmie

Jednym z najistotniejszych elementéw proponowanego algorytmu jest jego ad-
aptacyjny charakter. Ewolucja réznicowa (jak i inne algorytmy metaheurystyczne)
wymagaja skomplikowanego procesu strojenia licznych parametréw. Oprocz wspét-
czynnika krzyzowania i mutacji konieczne jest takze okreslenie wielkosci populacji.
W trakcie dzialania algorytmoéw wartosé ta pozostaje niezmienna. Jednoczesnie
zbieznos¢ algorytméw przyblizonych tego typu zostata wykazana w licznych publi-
kacjach na ten temat, stad oczywisty wniosek, iz w kolejnych iteracjach algorytmu
réznorodnosé populacji maleje wraz ze zblizaniem sie osobnikéw do optimum. Pro-
wadzi to do sytuacji powielania genotypu osobnikéw o dobrym przystosowaniu.
Stad wniosek, iz ograniczenie wielkoséci populacji bez jednoczesnej utraty informa-
cji jest mozliwe, a mechanizmy ograniczenia liczby osobnikéw w algorytmie byty
juz wielokrotnie przedstawiane. Szczegély dotyczace tych modyfikacji przedsta-
wione byly w rozdziale drugim niniejszej rozprawy. Zaproponowana ponizej me-
toda opiera sie na dwoch elementach. Po pierwsze, poczatkowa wielko$¢ populacji
powinna by¢ SciSle zwigzana z rozpatrywanym problemem. Ztozonos¢ problemu
wyszukiwania réwnowag Nasha i probleméw pokrewnych Scidle zwiazana jest z
liczba graczy oraz liczba strategii poszczegdlnych graczy. Z punktu widzenia pro-
ponowanej metody, 4-osobowa gra z 3 strategiami dostepnymi dla danego gracza
jest znacznie mniej ztozona niz 3-osobowa gra z 10 strategiami.

Wielkoé¢ populacji w proponowanym algorytmie nie jest wartodcia statg i ulega
zmianom w pewnych odstepach czasu. Autor rozprawy zatozyl, iz zmiany tej war-
tosci nie powinny zachodzi¢ w kazdej iteracji. Po pierwsze, wiaze sie to z do-
datkowym nakladem obliczeniowym, ktéry bylby wykonywany w kazdej iteracji.
Ponadto, istotne zmiany dotyczace wartosci fenotypu osobnikéw sg zachodza tylko
co okreslong liczbe iteracji. Stad wniosek, iz zmiana liczby osobnikéw w popula-
¢ji powinna nastepowaé tylko w niektérych iteracjach. Schemat zmiany wielkosci
populacji zaproponowany w rozprawie przedstawiony zostal w algorytmie 7.

Pojecie entropii wystepujace w algorytmie dotyczy entropii rozkltadu praw-
dopodobienstwa i oznaczone jest jako H(-). Dotyczy ono réznorodnosci wartosci
fenotypu poszczegdlnych osobnikéw. Dane jest ono wzorem:

H(g) =In(o-v2-1I-e), (6.2)
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Algorytm 7: Modyfikacja wielkosci populacji

begin

poprzednia = H(0);

for Liczba iteracji DE do

L3

3 if warunek then

aktualna = H(g);

5 if aktualna < poprzednia then
| NP = NP-0.95

else

| NP = NP-1.05

| poprzednia = aktualna;

gdzie:

H(g) - warto$¢ entropii obliczana w iteracji g,

o - odchylenie standardowe dla zbioru wartosci fenotypu poszczegdlnych osob-

nikéw w populacji.

Poczatkowe polozenie osobnikéw w przestrzeni poszukiwan ustalane jest na pod-
stawie rozkladu jednostajnego. W trakcie dziatania algorytmu mozna oczekiwaé, iz
wartosci fenotypu osobnikéw zaczng przypominaé rozktad normalny, gdzie pewna
liczba elementéow bedzie cechowala sie bardzo dobrym przystosowaniem. Jedno-
czesdnie dla czedci osobnikéw wartosé fenotypu bedzie niewielka. Pozostate osobniki
w populacji beda gdzie$§ pomiedzy dwoma powyzszymi elementami. Na tej pod-
stawie mozna przypuszczaé, iz zastosowanie entropii zwiazanej z rozktadem nor-
malnym jest tutaj odpowiednie. Powyzsze podejscie zapewnia zmiennosé wielkosci
populacji na podstawie aktualnych wartosci funkcji oceny. Dodatkowo, liczebnosé
populacji ograniczona jest dwoma stalymi N P,,., oraz N Py, ktére wynosza
odpowiednio N P oraz %.

Kolejnym parametrem zmodyfikowanym w algorytmie jest operator mutacji.
Jest on znacznie istotniejszy niz operator krzyzowania i to wlasnie mutacja przede
wszystkim kontroluje szybko$é zbieznosci populacji. Niestety w wielu publikacjach
jej sugerowane wartosci wahaja sie od 0.1 do nawet 0.9. W artykule [87] S. Kuk-
konen oraz J. Lampinen zwracaja uwage iz niewielkie wartosci F' prowadza do
szybkiej zbieznosci zwiekszajac jednoczednie ryzyko zatrzymania sie populacji w
optimum lokalnym. W wiekszoéci modyfikacji algorytmu parametr F' jest warto-
Scig ustalona dla wszystkich osobnikéow. Sytuacja ta ma miejsce nawet dla mody-
fikacji dotyczacych dynamicznej zmiany parametréow.

Zastosowane w rozprawie podejscie bazuje na zalozeniu, iz warto$¢ parametru
F powinna by¢ modyfikowana w kazdej iteracji algorytmu i jest Scisle zwigzana
z parametrem krzyzowania. Wymaga to dodatkowego naktadu obliczeniowego w
celu wyznaczenia wartosci F'. Procedura wyznaczania osobnikéw prébnych przed-
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stawiona zostata w alg. 8.

Algorytm 8: Algorytm mutacji w ADE

begin
Uszereguj osobniki w populacji malejaco ze wzgledu na fenotyp;
for dla kazdego osobnika w populacji do
Wybierz osobnika z p najlepszych elementéw w populacji;
Wybierz losowo dodatkowego osobnika z populacji;

for wielko$¢é genotypu osobnika do
L Vj Um‘ = Si,j + A Fj - (Srp,j — STJ‘)

[ B U VU

gdzie:
J - j-ty gen biezacego osobnika,
p - 20% najlepszych osobnikéw w populacji,
A € (0,1) - czynnik skalujacy,
rp - losowy osobnik z 20% najlepszych osobnikéw w populacii,
F; - warto$¢ parametru dla i-tego osobnika.
Powyzsze podejscie zwigzane z wyznaczeniem 20% najlepszych osobnikéw oparte
jest na metodzie mutacji stosowanej w algorytmie JADE (opis algorytmu przed-
stawiony zostal w rozdziale 3).
Na warto$¢ F' istotny wplyw ma wartos¢ up obliczana w kazdej iteracji algo-
rytmu. Obliczana jest zgodnie ze wzorem:

prp=(1—c)pr+clL, (6.3)

gdzie: ¢ - parametr proporcji ustalony na 0.5.
Nowa warto$é¢ pp jest srednia wartosci pr z poprzedniej iteracji oraz wartosci L
- éredniej Lehmera wyznaczanej zgodnie ze wzorem:

2
o ZFEsetF F

L= ,
ZFEsetF F

(6.4)

gdzie: setp - zbiér wszystkich wartoséci F' dla populacji.
Powyzsze podejécie do wyznaczania wartoéci pup przedstawione zostato w [120].

Podejscie zblizone do modyfikacji wspdtczynnika mutacji zastosowane zostato
takze w przypadku krzyzowania. W algorytmie wprowadzony zostal wektor war-
tosci krzyzowania, gdzie jednemu osobnikowi odpowiada dokladnie jedna wartosé
CR z przedziatu (0, 1). Wartosci wspélezynnika krzyzowania ustalane sa wedlug
WZOru:

Vi CR; = por + 0.1- Normal(—1,1), (6.5)

gdzie:
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1 - 1-ty osobnik,
Normal(—1,1) - warto$¢ z przedzialu generowana zgodnie z rozkladem nor-
malnym.

Natomiast warto$¢ pucp obliczana jest nastepujaco:

pcr = (1 —c)- pucr + c- Avg, (6.6)

gdzie:

¢, b - parametry zwiazane z proporcja,

Awvg - érednia z wartoéci CR z poprzedniej iteracji.
Wartos¢ parametru CR w pierwszej iteracji ustalana jest na 0.5. Pozostale ele-
menty algorytmu: akceptowalna warto$¢ e po prébkowaniu rozwiazania, liczba
rozpatrywanych uktadow strategii oraz liczba strategii aktywnych nie maja bezpo-
$redniego wplywu na dziatanie algorytmu. Liczba rozpatrywanych ukladéw zwia-
zana jest z oczekiwang liczba rozwiazan uzyskanych po zakonczeniu dzialania
algorytmu. Mozliwe jest tutaj wybranie wartosci rownej 1. W takiej sytuacji al-
gorytm wywolany zostanie tylko raz dla jednego ukladu. Z kolei liczba strategii
aktywnych zwiazana jest bezposérednio z preferencjami uzytkownika dotyczacymi
rozwigzania. Duza warto$¢ tego parametru zwieksza szanse na znalezienie rozwia-
zania optymalnego, nalezy jednak pamietac iz niewielka liczba strategii aktywnych
jest zdecydowanie bardziej pozadana z punktu widzenia danego gracza.

Wreszcie ostatni element, czyli warto$é e akceptowalna po probkowaniu roz-
wigzan. W algorytmie istnieje mozliwosé manualnego doboru tej wartosci jednak
sugerowane jest pozostawienie wartosci domyslnej réwnej ¢ = 0.4. W kolejnym
rozdziale przedstawione zostana wyniki eksperymentéw dotyczacych zaleznosci
pomiedzy powyzszg wartoscia € a liczba znalezionych rozwiazan.

6.4 Funkcja przystosowania w problemie wyszukiwa-
nia rownowag Nasha

Funkcja oceny jest najistotniejszym elementem kazdego algorytmu heurystycz-
nego. Prawidlowe jej zaprojektowanie pozwala na uzyskanie zadowalajacego roz-
wigzania problemu przy jednoczesnym ograniczeniu czasu dziatania samej metody.
Problem wyszukiwania rownowag Nasha zostal sprowadzony do zadania minima-
lizacji funkcji wielowymiarowej, gdzie wymiar problemu jest proporcjonalny do
iloczynu liczby graczy oraz liczby strategii aktywnych danego gracza. Sama funk-
cja oceny sktada sie z trzech czesci, ktére nastepnie sg sumowane. Pierwsza czesé
dotyczy maksymalnego odchylenia od strategii optymalnej poszczegdlnych graczy
i moze zostaé opisana nastepujaco:
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f1 = max{ui(a) — max{ui(a11,a-1),...,u1(a1;,a-1)},

s ui(a) — max{u;(ai, a—g), ..., ui(aij, a—;) } },

gdzie:
ui(aij, a—;) - wyplata i-tego gracza stosujacego strategie czysta j,
u;(a) - wyplata i-tego gracza dla profilu strategii a.

Innymi stowy chodzi o wyznaczenie wyplaty gracza przy zalozeniu, ze stosuje
on wybrang strategie czysta. Z powyzszego zbioru wyplat wyznaczana jest war-
tos¢ maksymalna. Nastepnie, na podstawie biezacego genotypu osobnika obliczana
jest strategia mieszana gracza. Zgodnie z definicjg réwnowagi Nasha, gracz sto-
sujacy strategie mieszana nie moze zyska¢ wiecej, niz gdyby stosowal jedna ze
swoich strategii czystych. Oznacza to, iz réznica pomiedzy wyptata gracza stosu-
jacego strategie mieszana, a wyplata gracza stosujacego strategie czysta dajaca
mu maksymalng wyplate powinna wynosi¢ zero. Warunek ten jest okreslony dla
wszystkich graczy. Tylko w sytuacji kiedy dla kazdego z graczy opisana powy-
zej réznica jest rOwna zero, rozwigzanie okreslane jest jako doktadna réwnowaga
Nasha. W praktyce uzyskanie rozwiazania optymalnego globalnie dla duzych gier
jest niezwykle trudne, dlatego ta czes¢ funkcji oceny stosowana jest rowniez po
zakonczeniu dziatania algorytmu do wyznaczenia wartosci € w réwnowadze przy-
blizone;j.

Warto przytoczy¢ tutaj inny sposéb wyznaczania wartosci f1 w funkcji oceny.
W sytuacji, kiedy liczba strategii aktywnych danego gracza jest rowna liczbie
wszystkich jego strategii spelniony jest warunek:

Vj uz(a) = ui(aﬂ, a_i) = ...= ui(aij, CL_Z‘), (68)

gdzie:

1 - indeks gracza,

J - j-ta strategia dostepna dla gracza.
Powyzszy wzér oznacza, iz wyplata gracza stosujacego dowolna strategie czysta
ma zawsze te samg wartosé. Zaleznosé ta przedstawiona jest na rys. 6.2. W celu
zachowania spdjnosci, we wszystkich eksperymentach dotyczacych wyszukiwania
rownowag Nasha zastosowana zostala pierwsza wersja funkcji fi. Wyniki oparte
na drugim podej$ciu mozna znalezé w [15].

Dodatkowym warunkiem koniecznym jest sprawdzenie, czy suma prawdopo-
dobienstw wyboru poszczegélnych strategii wszystkich graczy wynosi 1. Dotyczy
on tylko strategii aktywnych poszczegblnych graczy. Powyzszy warunek opisany
jest wzorem:

szZH—ZP(%’)L (6.9)

J=1
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1 1 1 2 5
2 4 4 7
Y Y
X Y1 Y2 Y3 X Y1 Y2 Y3
% x1 |44 |12 |1;4 Yol x1 [4:3 156 |6;4
3
/8 X2 |12;2|14;4|2;4 X2 [(4;1(5;413;3
1
/4 X3 |2;515;5 |1;2 2/3 X3 |5;2(6;5 |4;6
ui(an,a-1) = ui(az,a-1) = ui(ais,a-1) ui(at,a-1) = ui(as,a-1) # ui(as,a-1)
uz2(az1,a-2) = uz2(azz,a-2) = uz(azs,a-2) uz2(azz,a-2) = uz2(azs,a-2) # uz(azs,a-2)
a) b)

Rysunek 6.2: Liczba strategii aktywnych a wyplaty graczy. a) wyplaty graczy sa
réwne dla wszystkich strategii aktywnych. b) wyplata gracza stosujacego strategie
czysta, ktora nie jest aktywna w strategii mieszanej jest rézna od pozostatych

gdzie: P(a;j) - prawdopodobiefistwo wyboru j-tej strategii i-tego gracza.
Zalozenie to jest znacznie prostsze do spelnienia, a jednoczesnie jest znacznie istot-
niejsze. W sytuacji, gdy prawdopodobienstwa wyboru strategii chociaz jednego z
graczy po sumowaniu nie sg réwne 1, nie mozna moéwié¢ o rozktadzie prawdopodo-
biefistwa nad zbiorem strategii czystych i jednoczesnie o strategii mieszane;j.
Trzecim elementem funkcji przystosowania jest zatozenie dotyczace pomijania
strategii czystych. Jednym z gléwnych zalozen niniejszej rozprawy bylo przedsta-
wienie algorytmu pozwalajacego na wyszukiwanie réwnowag mieszanych. Rozwia-
zanie w strategiach czystych nie jest w tym wypadku akceptowalne i powinno by¢
automatycznie odrzucone. W tym celu wprowadzono funkcje f3, ktéra zwigksza
wartos¢ funkcji oceny o stala warto$¢ w sytuacji, kiedy jeden z gendéw w genotypie

osobnika ma wartos¢ réwna 1:

Vi fs = f3+c Kkiedy g[i] =1,
PET B W przeciwnym razie,

Parametr ¢ w powyzszym wzorze to warto$¢ odpowiadajaca kwadratowi iloczynow
liczby strategii oraz liczby graczy. Suma trzech powyzszych funkcji stanowi funkcje
przystosowania:

f=h+eft+ s, (6.10)

Warto$é ¢ w powyzszym wzorze wplywa na zwiekszenie waznoéci dla funkcji fo,
poniewaz suma prawdopodobienstw rowna 1 jest warunkiem koniecznym. Wysoka
wartos¢ poczatkowa parametru ¢ gwarantuje, iz nawet minimalne odchylenie od
wartosci 1 skutkuje znaczacym wzrostem warto$ci f i prowadzi do odrzucenia
takiego rozwigzania. Warto nadmienié¢, iz funkcja f; dotyczy parametru e i jest
niewielka w poréwnaniu do c¢- fo, dlatego rozwigzania nawet z duzg wartoscig €
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beda faworyzowane.

6.5 Operator selektywnej mutacji

Przedstawiona w poprzednim podrozdziale funkcja oceny ma interesujaca wta-
$ciwosé. Po spelnieniu zatozenia o sumie prawdopodobienstw dla danego gracza
réwnej 1, minimalizacja wartoéci fi sprowadza sie do poprawy wartosci wyptaty
jednego z graczy (f1 stanowi maksymalne odchylenie od optimum najgorszego z
graczy, czyli gracza o najnizszej wyplacie). Prowadzi to do sytuacji, w ktorej w
celu poprawy jakosci rozwigzania konieczna jest modyfikacja tylko czesci genotypu
odpowiedzialnej za strategie mieszang gracza o najnizszej wyptacie. Proponowany
w rozprawie schemat moze zosta¢ przedstawiony nastepujaco:

S j W przeciwnym razie.

{ Mutujy gdy Si,j S gl',
Sij =

gdzie: S; - fragment genotypu odpowiadajacy strategiom gracza posiadajacego
najmniejsza liczbe jednostek uzytecznosci.

Zaproponowane powyzej podejscie ma solidne podstawy w algorytmach opartych
na wyszukiwaniu najlepszej odpowiedzi (strategia dajaca graczowi najwyzsza wy-
plate, biorac pod uwage strategie wybierane przez innych graczy). Stosujac te
definicje do opisania réwnowagi Nasha staje sie jasne, iz réwnowaga Nasha jest
sytuacja, kiedy kazdy z graczy jednoczesnie stosuje strategie najlepszej odpowie-
dzi.

Podejscie takie pozwala istotnie ograniczy¢ zlozonosé operatora mutacji. Ist-
nieje takze mozliwo$é stosowania operatoréw mutacji wymiennie - w poczatkowej
fazie dziatania algorytmu, kiedy nowe rozwiazania o nizszej wartosci funkcji oceny
pojawiaja sie czesto, klasyczny schemat wprowadzajacy wiecej zmian w genotypie
danego osobniku dziala skuteczniej. Z drugiej jednak strony selektywna mutacja
zwicksza szanse na znalezienie wiekszej liczby rozwiazan optymalnych lokalnie.
Zasada dzialania operatora przedstawiona zostala na rys. 6.3.

Przy kazdej modyfikacji strategii gracza, w pewnym stopniu zmieniajg sie wy-
platy wszystkich graczy. Wynika to z faktu, iz dla kazdego gracza jego wyptlata
obliczana jest na podstawie wlasnej macierzy wypltat. Niewielka liczba strategii
aktywnych danego gracza znacznie przyspiesza zbieznosé algorytmu do optimum,
stad powyzsze ograniczenie w polaczeniu z selektywna mutacja pozwala na uzy-
skanie satysfakcjonujacych wynikéw.

Przedstawione w powyzszym rozdziale szczegdly dotyczace adaptacyjnego al-
gorytmu ewolucji réznicowej wskazuja, iz takie podejscie sprowadza problem wy-
szukiwania rownowag Nasha w grach n-osobowych do zadania minimalizacji funk-
cji wielowymiarowej. Zagadnienie to jest jasno sprecyzowane i pozwala jedno-
znacznie oceniaé¢ jakos¢ uzyskiwanych wynikéw. Dodatkowo, opisana tutaj funk-
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Rysunek 6.3: Operator selektywnej mutacji

cja oceny jest bardzo ogdélna i nie dotyczy tylko i wytacznie wybranego typu gier.

Pozwala to przypuszczaé, iz opracowany algorytm stanowi dobra podstawe do dal-

szych rozwazan w dziedzinie zastosowan algorytmoéw heurystycznych w teorii gier.

Powyzsze stwierdzenia potwierdzone zostang w kolejnych rozdziatach poswieco-

nych w catosci przygotowaniu zbioréw testowych, przeprowadzeniu do$wiadczen

oraz opisaniu rezultatow badan.



ROZDZIAL 7

Badania eksperymentalne proponowanego
algorytmu

W rozdziale tym opisane zostana badania eksperymentalne dotyczace pro-
ponowanego w rozprawie algorytmu. Adaptacyjny algorytm ewolucji réznicowej
(ADE) poréwnany zostanie z algorytmem prostego podziatu (SM), a takze glo-
balna metoda Newtona (GNM). W rozprawie przedstawiono takze implementacje
podstawowej wersji algorytmu ewolucji réznicowej (DE), ktora to stanowié¢ bedzie
istotny element niniejszych badan eksperymentalnych. Jednym z podstawowych
celow niniejszego rozdziatu jest wykazanie, iz proponowane podejscie pozwala uzy-
skaé stabilne rozwigzania dla dowolnych typow gier. ADE umozliwia generowanie
kilku rozwiazan unikalnych dla dowolnej gry, a czas dziatania algorytmu zalezy
wylacznie od rozmiaru problemu. W przypadku istniejacych algorytméw SM i
GNM czas generowania rozwigzania nierzadko rézni sie nawet dla probleméw o
jednakowej liczbie graczy i strategii. Jak do tej pory nie sformutowano jasno cech,
jakie posiada gra, dla ktérej wyznaczenie réwnowagi Nasha przy pomocy algoryt-
moéw SM oraz GNM jest istotnie trudniejsze. Dlatego tak istotne jest wyznaczenie
odchylenia standardowego w odniesieniu do czasu generowania rozwigzania. Wy-
raznie widoczne jest to w przypadku, wydaje sie, gier niewielkich, gdzie wyzna-
czenie réwnowagi Nasha nie powinno stanowi¢ problemu. Stad tez w kwestii czasu
generowania rozwiazania widoczna jest pozorna przewaga algorytméw GNM i SM
nad algorytmami przyblizonymi. Wraz ze wzrostem wielkosci gier, skutecznosé
wspomnianych algorytméw doktadnych wyraznie spada. Istotnym celem przepro-
wadzanych badan jest takze wykazanie, iz proponowane podejscie pozwala na
ograniczenie liczby strategii aktywnych dla danego gracza.

W dalszej czesci rozdziatlu opisane zostana szczegbélowo badania dotyczace
zbieznosci populacji, a takze przeprowadzone zostana testy statystyczne potwier-
dzajace zasadno$¢ wnioskow wykazanych w pierwszej czesci rozdziatu.

62
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7.1 Przygotowanie zbioréw testowych

W przypadku zagadnienia wyszukiwania réwnowag Nasha w grach n-osobowych
opracowanie odpowiedniego zbioru testowego stanowilo istotny problem. W roz-
patrywanej tematyce nie jest dostepny zaden ogdlny zbidr testowy, ktéry pozwala
jednoznacznie oceni¢ jakos¢ generowanych rozwiagzan i jednoczes$nie poréwnac je z
optimum globalnym. W tym celu zastosowane zostalo narzedzie GAMUT pozwa-
lajace generowaé rozne typy gier. Autor rozprawy zaltozyt przy tym, iz konieczne
jest zréznicowanie elementéw zbioru testowego nie tylko ze wzgledu na rozmiar, ale
takze na typ gier. Wybrano 3 typy gier, ktoérych ztozonosé wydaje sie najwicksza
z punktu widzenia istniejacych algorytmow.

e gry z kowariancja - gdzie jednym z parametréow jest wariancja pomiedzy
strategiami graczy;

e gry losowe - domyslny typ gier, dla ktorego testowane sa algorytmy;
e gry typu RoadMap.

Dla kazdego z powyzszych typéw wygenerowano zbiory dla 3, 4 oraz 5 graczy.
Narzedzie GAMUT umozliwia ustalenie wielu parametréw wejsciowych dla gene-
rowanych gier. Przykladowe parametry, z jakimi wywotywany byl program przed-
stawione zostaly ponizej.

java ~jar,gamut. jar,-g ,RandomGame ,-players 2 ,-random_params, ,—normalize
-min_payoff ,0,—max_payoff 1, ,-f ,Game.nfg ,—output ,GambitOutput ,—actions 5

Rozpatrywane w badaniach algorytmy SM oraz GNM naleza do metod deter-
ministycznych, stad tez kazdy przypadek testowy wygenerowany zostatl 30 razy.
Nastepnie wyniki zostaly usrednione. Do testow zastosowano implementacje al-
gorytméw SM oraz GNM dostepne w narzedziu GAMBIT (jezyk C++). Jest to
oprogramowanie typu open source zawierajace najpopularniejsze algorytmy stoso-
wane zar6wno w grach w postaci strategicznej jak i ekstensywnej. Implementacje
algorytmu DE oraz ADE réwniez przygotowane zostaly w jezyku C++. Wszystkie
badania przeprowadzone zostaly na komputerze z procesorem Intel Core 2 Duo
2.13 GHz, 3 MB pamieci cache 2 poziomu.

Parametry dla algorytmu DE ustalone zostaly nastepujaco:

e liczba osobnikéw w populacji réwna iloczynowi liczby graczy oraz liczby
strategii dla jednego gracza;

e schemat mutacji z trzema osobnikami wybranymi losowo z populacji oraz z
parametrem mutacji F' = 0.7 (jest to modyfikacja podstawowego schematu
DE, w ktérym losowo wybierane sa tylko dwa osobniki);
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e dwumianowy schemat krzyzowania z wspélczynnikiem krzyzowania rownym

CR =0.5;

e dla gier 3 oraz 4 osobowych liczba iteracji algorytmu wynosi l.strategiz- 100,
natomiast w przypadku gier 5 osobowych liczba iteracji wynosi 1000.

Nalezy pamietac, iz dtugo$é¢ genotypu osobnika stanowita zawsze iloczyn liczby
graczy oraz liczby strategii dla danego problemu. Liczba strategii aktywnych dla
gracza w poczatkowej fazie algorytmu odpowiadata liczbie strategii. Zastosowana
selekcja gwarantuje, iz do kolejnej iteracji przeniesione zostaja osobniki o wyzszej
wartosci funkcji oceny. Rozwigzaniem jest najlepszy osobnik w ostatniej iteracji
algorytmu. W przypadku algorytmu ADE zastosowano szereg modyfikacji popra-
wiajacych jako$¢ uzyskanych rozwigzan. Jednymi z najistotniejszych zmian jest
zastosowany schemat selektywnej mutacji oraz dynamiczna zmiana wielkosci po-
pulacji. Dwa parametry, istotnie wplywajace na jakos¢ rozwiazan, ktorych wartosé
moze by¢ zmieniana przez uzytkownika, to:

e liczba strategii aktywnych dla jednego gracza. Przebadano wartosci 2, 3 oraz
4.

e maksymalna warto$é¢ € akceptowalna jako potencjalne rozwiazanie przy préb-
kowaniu rozwiazan ustalona na poziomie 0.4.

Warto przypomnieé, iz w artykule [91] wskazano na istnienie réwnowag Nasha,
gdzie liczba strategii aktywnych wynosi Inn, gdzie n jest liczba strategii danego
gracza. Stad oczywisty wniosek, aby zalozenie to rozszerzy¢ takze na inne typy
gier. Z kolei warto$¢ e powinna by¢ traktowana jako warto$¢ pesymistyczna. Dla
gier 2-osobowych wartos¢ ta dla najlepszych algorytméw przyblizonych wynosi w
przyblizeniu 0.33. Dla gier n-osobowych autor rozprawy przyjat wickszy margines
btedu dla wartosci €, ktory wynosit 0.4. W tabelach oraz na wykresach stosowano
nastepujace oznaczenie wielkoSci gier: zpys, gdzie x jest liczba graczy, natomiast
y liczba strategii. Przyktadowo 4p9s odnosi sie do gry 4-osobowej z 9 strategiami
dla kazdego z graczy.

7.2 Poréwnanie algorytméw pod katem czasu genero-

wania rozwigzania

Pierwszy etap badan dotyczyt wskazania istotnych probleméw wystepujacych
w algorytmach SM oraz GNM, a takze zaznaczenia, iz proponowane algorytmy ze
wzgledu na czas generowania rozwigzania stanowi¢ moga interesujaca alternatywe
dla istniejacych algorytméw. W algorytmie ADE zastosowano podejscie z 3 strate-
giami aktywnymi. W tabeli 7.1 przedstawiono minimalne, maksymalne, Srednie,
mediany, a takze odchylenia standardowe dla generowania jednego rozwiazania
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dla 4 omawianych algorytméw. Tabela podzielona zostala na 2 czesci tak, ze w
pierwszej znajdujg sie czasy dla istniejacych metod, natomiast druga czeéé to pro-
ponowane w rozprawie podejscia. Przebadano czas generowania jednego rozwia-
zania dla gier 3, 4, a takze 5-osobowych. Kazdy z powyzszych zbioréw oddzielony
zostal w tabeli podwéjna pozioma linig. Puste miejsca w tabeli oznaczaja, iz dany
algorytm w zadnym z 30 przypadkéw nie wygenerowal satysfakcjonujacego roz-
wigzania. Warto réwniez dodaé, iz przedstawione w tabeli czasy dotycza tylko i
wylacznie sytuacji, w ktérych rozwiazanie zostalo znalezione w czasie krotszym
niz maksymalna dopuszczalna warto$é¢ (300 sekund dla gier 3-osobowych oraz 600
sekund dla gier 4 i 5-osobowych). Przedstawione czasy dotycza tylko pierwszego
znalezionego rozwiazania (algorytmy GNM oraz ADE). Calkowity czas dziala-
nia algorytmu nie byl w tej sytuacji brany pod uwage. Przede wszystkim nalezy
zwrocié uwage na wyrazng przewage algorytmu GNM dla zagadnienia wartosci
minimalnej generowania czasu. Tylko w jednym przypadku algorytm ADE okazat
sie w tej sytuacji lepszy. Dla algorytmu SM czas generowania rozwigzania na-
wet w przypadku gier 3-osobowych bardzo szybko wzrasta, a najwicksze zbiory
testowe okazaly si¢ juz poza jego zasiegiem. Na rys. 7.1 oraz rys. 7.2 przedsta-
wione zostaly wykresy pudetkowe ukazujace zaleznosci czasowe dla algorytmoéw
SM oraz GNM. Dla pozostatych dwéch algorytméw czasy generowania rozwigzan
cechuja sie niewielkim odchyleniem standardowym, dlatego zostaly pominiete w
zestawieniu.

W drugiej czesci tabeli 7.1 wida¢ bardzo interesujacy wzrost czasu genero-
wania rozwigzania dla algorytméw DE oraz ADE. Widaé wyraznie, iz wzrost
dlugosci genotypu (na ktéra wplywa liczba strategii oraz liczby graczy) prowadzi
do zwiekszenia czasu generowania rozwigzania. Warto jednoczesnie zwroci¢ uwage
na wiersz dotyczacy gier 3-osobowych oraz 10 strategii, a takze 4-osobowych i 5
strategii. W drugim przypadku dla algorytmu DE dlugosé genotypu wynosi tylko
20 elementéw, natomiast w pierwszym 30. Stad tez czas generowania rozwiazania
dla gry 4-osobowej jest wyraznie krotszy. Najistotniejsze ze wzgledu na stabilnosé
generowanych rozwigzan sa tutaj wartoéci odchylenia standardowego. Algorytm
GNM posiada co prawda najlepsze wartosci w kolumnie minimum, jednak warto-
sci (zwlaszceza dla duzych gier) w kolumnie odchylenia standardowego pozwalaja
sadzi¢ iz wyniki nie sa powtarzalne. Czas generowania rozwigzan czesto jest zde-
cydowanie wiekszy niz warto$¢ minimum. Z kolei obydwa proponowane algorytmy
DE oraz ADE daja powtarzalne wyniki, a odchylenie standardowe w zdecydowanej
wiekszosci przypadkéw jest niewielkie.

Szczegbdly dotyczace wartosci minimalnych poszezegdlnych algorytméw dla gier
losowych przedstawione zostaly na rys. 7.3. Na osi poziomej przedstawione zostaty
wszystkie rozpatrywane wielkosci gier (tylko dla gier losowych), natomiast na osi
pionowej zaznaczono czas generowania rozwiazania. Wykres przedstawia zestawie-
nie 4 algorytmow dla gier 3, 4 oraz 5-osobowych. Bardzo istotny element przed-
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Tabela 7.1: Czas dzialania algorytmu (znalezienie pierwszego rozwiazania) w se-
kundach - gry losowe. Pierwsza cze$¢ tabeli to wyniki dla algorytméw SM oraz
GNM, z kolei druga cze$é¢ to proponowane w rozprawie algorytmy DE oraz ADE
(min- minimum, max-maksimum, $red - warto$¢ srednia, med - mediana oraz std
- odchylenie standardowe)

gra SM GNM
min max [ $red [ med std min [ max [ $red [ med [ std

3pl0s 7,41 44,11 25,16 23,54 | 14,31 1,35 3,99 2,5 2,29 0,75
3pl2s | 25,69 | 141,32 | 90,79 98,08 | 48,44 2,17 22,2 8,68 2,79 9,57
3plds | 16,58 42,95 26,52 23,28 | 11,46 2,61 | 2559 | 7,34 4,82 7,18
3plss | 161,85 | 215,74 | 180,23 | 163,12 | 30,75 2,5 15,63 | 7,53 5,67 5,04
3pl7s | 134,83 | 189,35 | 162,09 | 167,14 | 38,55 7,79 | 17,27 | 12,98 | 13,9 4,8
3p19s - - - - - 7,23 | 35,19 | 25,2 | 25,23 | 11,25
3p20s - - - - - 6,48 | 74,95 | 32,23 | 23,76 | 29,62
4pbs 8,3 124.4 53,49 29.3 50,81 1,05 7,94 2,78 1,82 2,26
4pTs 13,66 | 165,88 | 50,81 27,59 | 64,72 2,36 8,81 4,83 4,43 2,4
4p9s | 142,63 | 272,24 | 204,14 | 197,56 | 65,05 7,58 | 74,63 | 23,08 | 10,67 | 24,15
4p10s - - - - - 11,32 | 25,11 | 17,39 | 16,58 | 6,19
4pl2s | 98,74 | 173,12 | 115,76 | 98,74 | 51,02 || 17,83 | 74,25 | 46,04 | 46,04 | 39,89
5pbs 42,53 | 232,32 | 135,48 | 131,61 | 94,95 3,33 7,05 4,74 3,86 2,01
5p6s | 106,55 | 212,47 | 156,97 | 151,91 | 53,14 5,04 | 13,76 | 9,11 8,82 4,13
5pTs - - - - - 24,04 | 36,58 | 30,31 | 30,31 | 8,86

gra DE ADE

min max | $red med std min max | $éred [ med | std

3pl0s 2,38 2,4 2,38 2,38 0,01 1,25 1,42 1,34 1,34 | 0,05
3pl2s 5,85 5,88 5,87 5,87 0,01 2,36 2,63 2,45 2,41 | 0,09
3plds | 12,84 | 12,87 | 12,86 | 12,86 | 0,01 || 4,45 5,16 4,61 | 452 | 0,21
3plds | 18,35 18,57 18,4 18,37 | 0,07 5,99 6,82 6,26 6,19 | 0,28
3pl7s | 24,86 24,96 24,89 24,89 | 0,02 10,33 12,12 10,79 | 10,63 | 0,54
3pl9s | 54,38 55,43 54,5 54,42 | 0,26 15,49 16,68 15,85 | 15,92 | 0,38
3p20s | 157,8 | 158,91 | 158,09 | 158,02 | 0,27 20,25 22,88 21,17 | 20,76 | 1,06
4pbs 0,73 0,94 0,83 0,82 0,04 1,12 1,85 1,37 1,25 | 0,28
4pTs 4,46 4,56 4,51 4,52 0,03 6,13 6,65 6,29 6,24 0,2
4p9s 20,06 20,37 20,21 20,23 0,1 22,57 23,73 23,01 | 22,98 | 0,41
4pl10s | 39,14 40,84 39,72 39,57 | 0,39 39,56 40,94 40,11 | 39,98 | 0,53
4pl12s | 124,83 | 125,46 | 125,08 | 125,08 | 0,16 || 102,75 | 107,46 | 104,81 | 104,8 | 1,54
5pbs 28,07 29,05 29,03 29,03 | 0,01 22,66 25,13 23,69 | 23,62 | 0,7
5p6s | 106,84 | 107,51 | 107,08 | 107,04 | 0,18 57,87 68,24 62,47 | 62,28 | 3,69
5pTs 201,9 | 204,75 | 203,38 | 203,43 | 0,86 || 170,84 | 190,62 | 177,83 | 176,3 | 6,57
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Rysunek 7.1: Wykres pudetkowy dla czasu generowania rozwigzania w algorytmie
SM - gry losowe
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Rysunek 7.2: Wykres pudetkowy dla czasu generowania rozwiazania w algorytmie
GNM - gry losowe

stawiony na wykresie to wyjatkowa nieregularnos¢ dotyczaca algorytmu SM. Co
ciekawe, minimalny czas generowania rozwigzania dla gier 5-osobowych o 6 stra-
tegiach jest nizszy, niz warto$¢ odpowiadajaca grze 4-osobowej i 9 strategiach. W
4 przypadkach metoda ta okazala sie nieskuteczna. Zaleta dotyczaca czasu gene-
rowania rozwiazania dla algorytmu GNM jest tutaj szczegdlnie widoczna. Jedno-
czesnie warto zwrécié uwage, iz algorytm ADE w przypadku gier 3-osobowych
zapewnia niemal liniowy wzrost czasu generowania rozwigzania. Wyraznie odsta-
jaca warto$¢ w ostatnim przypadku testowym spowodowana byla koniecznoscia
zwiekszenia liczby iteracji algorytmu.

Wykres przedstawiajacy sredni czas generowania rozwiagzania dla 4 algoryt-
moéw przedstawiono na rys. 7.4. Niestabilno$é algorytmu SM jest w tym przypadku
szczegdlnie istotna i nie dotyczy juz tylko wybranych wielkosci gier (jak to mialo
miejsce na rys. 7.3). Dla algorytmu GNM wyraZnie wida¢ rozbiezno$é pomiedzy
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Rysunek 7.3: Minimalny czas generowania rozwigzania - gry losowe

warto$ciami minimalnymi (rys. 7.3) a $rednimi czasami generowania rozwiazania.
7 kolei wykresy dotyczace proponowanych w rozprawie podejé¢ wskazuja na nie-
mal identyczne warto$ci, jak miato to miejsce w przypadku poprzedniego wykresu.
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Rysunek 7.4: Sredni czas generowania rozwigzania - gry losowe

7 kolei rys. 7.5 przedstawia maksymalne czasy generowania rozwigzania dla
poszczegblnych wielkosci gier losowych. Tutaj wyraznie zaznaczona jest przewaga
proponowanego algorytmu ADE, w ktérym to dla kazdej z gier 3-osobowych moz-
liwe bylo wygenerowanie rozwigzania w czasie znacznie mniejszym niz algorytm
GNM. Algorytm SM w tym zestawieniu wypada zdecydowanie najgorzej. Nawet
dla niewielkich gier 3-osobowych czas generowania jednego rozwigzania znacznie
przekraczal czasy uzyskiwane w pozostatych podejsciach.

W ramach zestawienia dodane zostaly takze wykresy dotyczace dwoch po-
zostalych typow gier: gier z kowariancja oraz gier typu RoadMap. Na rys. 7.6
przedstawione zostaly szczegdly dotyczace $rednich czaséw generowania rozwig-
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Rysunek 7.5: Maksymalny czas generowania rozwigzania - gry losowe

zania dla gier z kowariancja. Algorytm SM pozwala na uzyskanie nieco lepszych
wynikéw niz w przypadku gier losowych - wartosci te zwlaszcza dla gier 4 oraz
5-osobowych sa mniejsze. Interesujacy jest fakt, iz algorytm GNM dla tego szcze-
gblnego typu gier wydaje sie dawac zdecydowanie gorsze wyniki niz w przypadku
gier losowych. Dla gier 3-osobowych przewaga algorytmu ADE jest w tym ekspe-
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Rysunek 7.6: Sredni czas generowania rozwiagzania - gry z kowariancja

Ostatni rozpatrywany problem dotyczy gier RoadMap. Szczegdltowe wyniki
czasow dla powyzszego typu oraz dla gier z kowariancja przedstawione zostaly w
dodatku A. Z kolei na rys. 7.7 przedstawione zostaly érednie czasy generowania
rozwiazania dla 4 algorytmoéw. Jest to kolejny typ gier (po grach z kowariancja),
w ktérym to algorytm SM pozwala uzyskaé srednie wyniki w czasie istotnie niz-
szym, niz mialo to miejsce w przypadku gier losowych (gry 3-osobowe). Srednie
czasy generowania rozwiazania rowniez w przypadku gier typu RoadMap dla al-
gorytmu sg gorsze, niz w przypadku rozwigzan dotyczacych gier losowych. Wyniki
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dotyczace zarowno gier RoadMap, jak i gier z kowariancja pozwalaja sadzié¢, iz
algorytmy SM oraz GNM nie sa skuteczne dla dowolnych typéw probleméw. Z
kolei dla tych samych probleméw zar6wno DE jak i ADE umozliwiajg uzyskanie
rozwigzan powtarzalnych a czasy ich generowania sa do siebie zblizone.
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Rysunek 7.7: Sredni czas generowania rozwiazania - gry RoadMap

Kazdy z omawianych algorytmoéw, dla kazdego typu gier uruchomiony zostat
30 razy. Do tej pory oméwione zostaly wyniki dotyczace wartosci usrednionych, a
takze minimalnych oraz maksymalnych. Nie zostalo wyraznie zaznaczone, iz ist-
niejace algorytmy SM oraz GNM nie w kazdym wypadku umozliwialy znalezienie
satysfakcjonujacego rozwiazania. Ponadto, wraz ze wzrostem ztozonosci problemu,
liczba rozwiazan akceptowalnych malata. W celu okreslenia liczby uruchomien al-
gorytmu, ktére umozliwily znalezienie rozwiazania, zastosowano modyfikacje wy-
kresu rozrzutu, ktory ponadto pozwala wskazaé zakres zmian w czasie generowania
rozwiazania. Na rys. 7.8 przedstawiono wyniki dla algorytmu SM. Jeden punkt
na wykresie oznacza jedno uruchomienie algorytmu. Zestawienie obejmuje gry 3,
4 oraz 5-osobowe. Limit dzialania algorytmu dla gier 3-osobowych wynosit 300
sekund, natomiast dla pozostalych zbioréw - 600 sekund. Nagromadzenie punk-
tow w dolnej czesci wykresu przy najlatwiejszych problemach 3 oraz 4-osobowych
Swiadczy o tym, iz w duzej czesci przypadkéw satysfakcjonujace rozwigzanie zo-
stalo wygenerowane w dozwolonym czasie. Wraz ze wzrostem ztozonosci problemu,
liczba, uruchomien zakonczonych niepowodzeniem ronie. Swiadczy o tym duza
liczba punktéw nagromadzona przy wartosci 300 sekund (dla gier 3-osobowych),
a takze 600 (dla gier 4 oraz 5-osobowych). W przypadku najbardziej zlozonych
zbioréw, rozwiazanie w ogdle nie zostalo znalezione. Podobne wyniki dotyczace
gier z kowariancja, a takze gier typu RoadMap przedstawione zostaly w dodatku.

Rys. 7.9 przedstawia czasy generowania rozwiazan dla algorytmu GNM. Wi-
da¢ wyraznie zdecydowang przewage algorytmu GNM nad algorytmem SM. Liczba
uruchomien algorytmu zakonczonych sukcesem jest w tym wypadku zdecydowa-
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Rysunek 7.8: Czas generowania rozwigzania dla poszczegdlnych uruchomien - al-
gorytm SM

nie wigksza, cho¢ oczywiscie dla najbardziej ztozonych gier warto$é¢ ta jest wciaz
niewielka. Z drugiej strony jednak, dla mniejszych zbioréw testowych liczba znale-
zionych rozwiazan jest duza. Niestety pomimo zdecydowanie lepszych wynikéw (w
poréwnaniu z algorytmem SM), metoda ta w wiekszosci wypadkow nie moze zo-
staé zastosowana do generowania rozwigzan dla przedstawionego problemu. Rys.
7.9 podobnie jak rys. 7.8 wyraznie wskazuja na stabe strony istniejacych algoryt-
moéw. Dodatkowo nie mozna jednoznacznie stwierdzié, co jest przyczyna takich
rozbieznosci w wynikach. Dla tych samych typow gier oraz tych samych wielkosci
gier algorytm nierzadko generuje diametralnie r6zne wyniki. Kwestia ta nie sta-
nowi elementu niniejszej rozprawy, wydaje sie jednak interesujace, aby wskazaé
w przysztosci cechy gier istotnie zwickszajace trudno$é¢ problemu dla istniejacych
algorytméw doktadnych.

Podobne doswiadczenia przeprowadzone zostaly dla dwéch proponowanych al-
gorytmow. Na rys. 7.10 przedstawione zostaly wyniki dotyczace algorytmu DE.
Dla kazdego problemu wszystkie punkty skupione sa bardzo blisko siebie. Oznacza
to, iz na 30 uruchomien algorytmu, w kazdym przypadku rozwiagzanie generowane
bylo w podobnym czasie. Jednocze$nie we wszystkich 30 przypadkach mozliwe
bylo wygenerowanie satysfakcjonujacego rozwiazania. Dla najbardziej ztozonych
probleméw, dtugosé genotypu pojedynczego osobnika wynosita nawet do 60 ele-
mentéw. Fakt ten wplywa istotnie na czas generowania rozwiazania, co wyraznie
wida¢ na wykresie.

Te same testy przeprowadzone zostaly dla algorytmu ADE (rys. 7.11). Podob-
nie, jak w przypadku algorytmu DE, takze algorytm ADE umozliwil wygenerowa-
nie rozwiazan we wszystkich 30 przypadkach dla kazdego ze zbioréw. Co ciekawe,
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Rysunek 7.9: Czas generowania rozwiazania dla poszczegdlnych uruchomien -

GNM
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Rysunek 7.10: Czas generowania rozwiazania dla poszczegdlnych uruchomien - DE

ze wzgledu na liczbe strategii aktywnych w algorytmie ADE, duze gry 3-osobowe
wydaja sie by¢ szczegodlnie proste do rozwiazania.

Pomimo pozornej przewagi algorytméw SM oraz GNM, proponowane w roz-
prawie rozwiagzania cechujg sie duza powtarzalnoécia wynikéw. Dla dowolnie wy-
branych typéw gier mozliwe jest generowanie zblizonych wynikéw w kolejnych
powtérzeniach algorytmu. Rozwiazania przedstawione w literaturze w tym wy-
padku bardzo wyraznie odbiegaja skuteczno$cia od metod opartych na ewolucji
réznicowe;.
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Rysunek 7.11: Czas generowania rozwiazania dla poszczegdlnych uruchomien -
ADE

7.3 Badanie liczby uzyskanych rozwigzan oraz liczby
strategii aktywnych w rozwigzaniu

W poprzednim rozdziale wskazane zostaly istotne zalety proponowanego roz-
wigzania. Kolejna czes¢ badan dotyczy liczby generowanych przez algorytm roz-
wigzan, a takze liczby strategii aktywnych dla danego rozwiagzania. Nalezy pa-
migtaé, iz z punktu widzenia uzytkownika niewielka liczba strategii aktywnych
w rozwiazaniu jest bardzo pozadana. Pierwszym przebadanym elementem jest
liczba rozwiazan generowanych przez algorytm. W przypadku algorytmu SM dla
kazdego problemu generowane jest tylko jedno rozwigzanie. Algorytm DE moze
zosta¢ uruchomiony kilka razy i za kazdym razem generowane jest zupelnie inne
rozwiazanie, jednak przyjeto, iz dla kazdego przypadku testowego metoda wywoty-
wana jest tylko raz. Tabela 7.2 przedstawia wyniki dotyczace liczby generowanych
rozwigzan tylko dla algorytméw GNM oraz ADE. Dodatkowo, dla algorytmu ADE
uwzgledniono r6zng liczbe strategii aktywnych. Odpowiednio: ADFE2 - 2 strate-
gie aktywne dla gracza, ADFE3 - 3 strategie aktywne oraz ADFE4 - 4 strategie
aktywne. Dla algorytmu ADE ustalone zostalo, iz dla kazdego przypadku testo-
wego sprawdzane jest 10 réznych podzbioréw strategii aktywnych. Oznacza to,
iz maksymalna liczba znalezionych rozwigzan wynosi 10. Algorytm GNM nie po-
siada takiego ograniczenia, jednak w zestawieniu pominigte zostaly rozwiazania
uwzgledniajace réwnowagi czyste (gdzie kazdy z graczy ma tylko jedna strategie
aktywna). Algorytm GNM umozliwia wygenerowanie znacznie wiekszej liczby roz-
wiazan (w kilku przypadkach nawet ponad 20). Z drugiej jednak strony, kolumna
dotyczaca wartosci minimalnej w kazdym wierszu wynosi 0. Oznacza to, ze na 30
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uruchomien algorytmu dla kazdej rozpatrywanej wielkosci gry przynajmniej raz
GNM nie wygenerowal zadnego satysfakcjonujacego rozwiazania. Kolumna doty-
czaca $redniej dla omawianego algorytmu pozwala sadzi¢, iz ogdlna liczba pro-
bleméw, dla ktérych wygenerowane zostalo rozwiazanie jest niewielka. W kilku
przypadkach warto$é¢ érednia wahala sie od 3 do wartosci ponizej jeden.

Dla algorytmu ADE érednia liczba znalezionych rozwigzan jest bliska warto-
$ci maksymalnej. Oznacza to, ze dla kazdego z przypadkéw testowych algorytm
umozliwia wyznaczenie duzej liczby rozwiazan. Oczywiscie dla kilku probleméw
(szczegolnie najbardziej zlozonych) minimalna liczba wygenerowanych rozwiazan
istotnie spadta nawet do 5 lub 6. Jednoczesnie warto zaznaczy¢, iz dla wersji algo-
rytmu ADE z 4 strategiami aktywnymi liczba znalezionych rozwigzan wzrosta. 4
wylosowane strategie aktywne zwickszaja szanse na to, iz wygenerowane rozwia-
zanie bedzie blizej optimum globalnego. Dla 2 strategii aktywnych zdecydowanie
latwiej zmniejszy¢ wartosé €, jednak roénie tez ryzyko wylosowania strategii, ktéra
nie nalezy do profilu strategii bedacego réwnowaga Nasha co w konsekwencji pro-
wadzi do odrzucenia rozwiazania.
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Nierzadko, aby uznaé, iz dany przypadek testowy zostal pomyslnie rozwia-
zany, wystarczy znalezé tylko jedno rozwiazanie satysfakcjonujace. Ponizej przed-
stawione zostang informacje dotyczace liczby rozwiazanych przypadkéw testowych
(na 30 mozliwych). Za rozwiazanie uznane zostalo tutaj znalezienie przynajmniej
jednej réwnowagi, badz tez e- rownowagi Nasha. Dotyczy to w szczegdlnosci al-
gorytmow GNM oraz ADE, ktére umozliwiaja wygenerowanie wiecej niz jednego
rozwigzania podczas jednego uruchomienia algorytmu. Rozpatrywana wersja algo-
rytmu ADE dotyczy modyfikacji z 3 strategiami aktywnymi dla jednego gracza. Na
rys. 7.12 przedstawione zostaly wyniki dotyczace gier losowych. Wyraznie widaé
tutaj istotny problem istniejacych algorytméw. Dla algorytmu SM nawet dla naj-
prostszej rozpatrywanej sytuacji, gdzie liczba graczy wynosilta 3, a liczba strategii
dla pojedynczego gracza 10 rozwiazanie zostalo znalezione tylko w 16 przypad-
kach na 30. Jednoczes$nie wraz ze wzrostem trudnosci rozpatrywanych problemoéw,
liczba znalezionych rozwigzan istotnie maleje, by dla najbardziej skomplikowa-
nych przypadkéw testowych osiggnaé¢ wartosé 0. Dla algorytmu GNM sytuacja
wyglada podobnie, jednak w tym wypadku procentowa liczba znalezionych roz-
wigzan wynositla w najlepszym razie ponad 60%. Oznacza to, iz niemal co drugi
przypadek testowy nie zostal rozwiazany przez zaden z istniejacych algorytmoéw.
Jednoczesnie dwa zaproponowane w rozprawie algorytmy przyblizone pozwolily
uzyska¢ nie mniej niz 24 rozwiazania (algorytm DE). Algorytm ADE umozliwil
wygenerowanie rozwiazania przyblizonego dla kazdej wielkosci zbioru testowego.
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Gry losowe

Rysunek 7.12: Liczba znalezionych rozwiazan (na 30 mozliwych uruchomien - gry
losowe)

Podobne zestawienie dotyczace gier z kowariancja przedstawione zostalo na
rys. 7.13. Dla tego typu gier wyniki sg zblizone. Algorytmy SM oraz GNM umoz-
liwily wygenerowanie rozwiazania tylko dla niewielkiego zbioru gier. GNM okazatl
sie jednak nieco bardziej skuteczny, gdyz dla gier 4-osobowych z 5 strategiami roz-
wiazanie zostalo znalezione dla 25 przypadkéw testowych. Algorytm ADE osiagnat
po raz kolejny skuteczno$é rowng 100%.
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Rysunek 7.13: Liczba znalezionych rozwiazan (na 30 mozliwych uruchomien - gry
z kowariancja

Wreszcie na rys. 7.14 przedstawione zostaly wyniki dotyczace gier typu Road-
Map. Dla algorytmu SM jakosé wynikéw zblizona jest do tych przedstawionych na
dwoch poprzednich wykresach. Natomiast wyraznie widaé¢ poprawe jakosci wyni-
kéw dla algorytmu GNM. Dla 3 rozpatrywanych wielkodci gier osiagnieto 25 roz-
wiazan na 30 mozliwych. Warto takze zaznaczy¢, iz algorytm DE pomimo wyraz-
nej przewagi nad dwoma powyzszymi metodami nie umozliwia osiggniecia 100%
skutecznodci, a gorsze wyniki widoczne sa dla duzych gier. Nalezy pamiegtaé, ze
dla takich probleméw dlugoéé genotypu pojedynczego osobnika jest bardzo duza.
Liczba strategii aktywnych w rownowadze Nasha jest najczesciej niewielka, nato-
miast operator mutacji w DE prowadzi do modyfikacji calego genotypu osobnika
w danej iteracji. Stad w niektérych przypadkach osiggniecie punktu zblizonego
do optimum nie jest mozliwe. Zmniejszenie liczby strategii aktywnych w ADE
umozliwia ograniczenie powyzszego problemu.
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Rysunek 7.14: Liczba znalezionych rozwiazan (na 30 mozliwych uruchomien - gry
RoadMap

Ostatni przebadany w tym rozdziale aspekt dotyczyt liczby strategii aktyw-
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nych dla poszczegdlnych algorytmdéw. Wezedniej zaznaczono, iz z punktu widze-
nia uzytkownika ograniczenie liczby strategii aktywnych jest bardzo pozadane.
W tabeli 7.3 przedstawione zostalo zestawienie dotyczace witasnie liczby strategii
aktywnych dla algorytmow SM, GNM oraz DE. Do tej pory wykazano, iz w zde-
cydowanej wiekszosci przypadkow, dla bardziej ztozonych problemoéw, istniejace
algorytmy dokladne nie umozliwiaja skutecznego rozwiazania kazdego przedsta-
wionego problemu. Z drugiej jednak strony kazde rozwiazanie generowane przez
SM oraz GNM cechuje sie istotnym ograniczeniem liczby strategii aktywnych.
W szczegélnoéei algorytm SM ma tutaj duzg przewage. Srednia liczba strategii
aktywnych dla SM nawet dla bardzo ztozonych problemdéw nie przekracza 11 stra-
tegii aktywnych dla wszystkich graczy. W przypadku algorytmu GNM $rednie
wartosci strategii aktywnych sa wieksze i dla najbardziej zlozonych problemoéw
wahaja sie od 14 do 17. Ostatni przedstawiony w tabeli algorytm to DE. Niestety
tutaj wyraznie widoczna jest zaleznos¢ pomiedzy wielkoScig rozpatrywanej gry
a liczba strategii aktywnych. Ta ostatnia warto$¢ powiazana jest Scisle z liczba
strategii graczy, czyli z dhugoscia genotypu osobnika. Wraz ze wzrostem dlugosci
genotypu liczba strategii aktywnych wyraZnie rosnie, aby dla gier 3-osobowych
z 20 strategiami osiagnaé¢ w pesymistycznym wypadku wartosé 43. Wykresy pu-
detkowe dotyczace liczby strategii aktywnych dla algorytméw SM, GNM oraz DE
przedstawione zostaly odpowiednio na rys. 7.15, rys. 7.16 oraz rys. 7.17.

Tabela 7.3: Liczba strategii aktywnych w rozwiazaniu - gry losowe (min- minimum,

max-maksimum, $red - warto$é¢ $rednia oraz std - odchylenie standardowe )
gra SM GNM DE
min | max | $red | std || min | max | éred | std || min | max | $red | std

3pl0s | 5 8 | 65 | 1,3 9 17 | 11,4 |28 | 15 | 22 | 18,4 | 2,2
3pl2s | 5 10 | 75 |24 7 16 | 115 | 3,1 | 17 | 24 | 21,2 | 238
3plds | 5 9 [ 65 | 1,7 5 17 | 10,8 [ 34 | 19 | 26 | 22,6 | 21
3pl5s | 5 8 |66 | 1,2 6 13 | 96 | 27 | 21 | 32 | 257 | 3,2
3pl7s | 7 8 | 74 |05 | 14 | 16 | 14,6 | 1,1 || 24 | 34 | 283 | 3,1

3p10s | - - - - 13 | 16 | 142 | 1,1 || 27 | 36 | 32,1 | 2,9

3p20s | - - - - 12 | 18 | 15 |34 | 26 | 43 | 33,6 | 49

4p5s | 6 11| 78 [24] 9 17 | 12,6 | 3 11 | 18 | 142 | 22
ip7s | 6 10 | 76 |16 8 14 | 104 [ 22| 14 | 21 | 17,9 | 24
4p%s | 8 11 | 95 |13 || 13 | 21 | 163 | 25 || 16 | 30 | 233 | 4

4pl0s | - - - - 11 | 18 | 147 3 |[ 22 | 30 | 258 | 28
ipl2s | 8 10 9 |07 12 | 20 | 16 | 56 || 23 | 34 | 28,7 3,3
5pbs | 7 10 9 |12 7 16 | 11,6 | 45 || 16 | 21 | 184 | 1,5
5p6s | 10 | 12 | 11 |07 || 14 | 17 | 152 |15 | 16 | 21 | 184 | 1,5
5p7s | - - - - 17 | 18 | 175 | 0,7 || 18 | 25 | 21,6 | 2,2

Algorytm ADE pominiety w powyzszym zestawieniu laczy zalety istniejacych
algorytméw oraz algorytmu DE. Liczba strategii aktywnych w ADE ograniczona
zostala przy pomocy parametru i moze zosta¢ dowolnie ustalona przez uzytkow-
nika. Mozliwe jednak jest ustalenie tej wartosci tak, aby byla réowna liczbie stra-
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tegii dla danego gracza. W testowanym w rozprawie podejéciu zatozono, iz liczba
strategii aktywnych dla jednego gracza wynosi od 2 do 4. Oznacza to, iz dla naj-
wigkszego zbioru testowego warto$¢ ta wynosi co najwyzej 20 elementow.

7.4 Badanie jako$ci rozwigzan w proponowanym algo-
rytmie

Dwa poprzednie podrozdzialy pozwolilty wykazaé przewage proponowanego
podejécia nad istniejacymi w literaturze rozwiazaniami. Kolejna cze$é¢ rozdzialu
dotyczy oszacowania jakodci rozwiazan generowanych przez algorytmy DE oraz
ADE.

W tabeli 7.4 przedstawione zostaly wartosci € oznaczajace dokladnosé rozwia-
zania dla algorytméw DE oraz ADE. Warto$é e jest tutaj interpretowana jako
pesymistyczna wartos¢ wyplaty najgorszego z graczy. W rozdziale dotyczacym
aproksymacji réwnowag Nasha wspomnianp, iz dla gier 2-osobowych najlepsze
algorytmy przyblizone osiagaja wartos¢ e réwna 0.33. Obecnie nie istnieje zaden
algorytm deterministyczny pozwalajacy na wyznaczenie nizszej wartosci e w czasie
wielomianowym. W tabeli zestawiono wyniki generowane przez algorytm DE oraz
trzy wersje algorytmu ADE (z 2, 3 oraz 4 strategiami aktywnymi). W przypadku
algorytmu DE za kazdym razem rozpatrywany jest pelny zbior strategii kazdego z
graczy. Pozwala to uzyskaé lepsze wartosci przyblizenia - nierzadko nizsze od 0.1.
Rezultat ten jest bardzo dobry, nalezy jednak zaznaczyé¢, iz w takim przypadku
liczba strategii aktywnych jest bardzo duza. Rozpatrujac to zagadnienie jako pro-
blem wielokryterialny, gdzie minimalizowana jest wartos¢ e, liczba strategii ak-
tywnych oraz czas dzialania algorytmu, metoda ADE posiada istotna przewage.
Niewielkim kosztem obnizenia dokladnoéci pozwala na zmniejszenie czasu dzia-
lania algorytmu oraz w istotny sposdb ogranicza liczbe strategii aktywnych dla
kazdego z graczy. W tabeli 7.4 pogrubiona czcionka zaznaczone zostaly wartosci
minimalne (tylko dla algorytmu ADE). Wykresy pudetkowe dla wartosci € przed-
stawione zostaly na rys. 7.18 (algorytm DE) oraz rys. 7.19 (algorytm ADE z 3
strategiami aktywnymi). Oczywiste jest, iz algorytm DE pozwala na generowanie
rozwigzan o nizszej wartoéci e. Jednoczesnie, wartosci srednie oraz mediany nie
odbiegaja istotnie od wartosci przedstawionych dla algorytmu DE. Oczywiscie dla
kazdej z przedstawionych wersji algorytmu ADE érednie warto$ci € sg znacznie niz-
sze od wspomnianej na poczatku podrozdziatu wartosci 0.33. Konkluzja jest wiec
nastepujaca: algorytm ADE pozwala na ograniczenie liczby strategii aktywnych
bez jednoczesnego wyraznego pogorszenia jakosci rozwiazan.
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Rysunek 7.15: Wykres pudetkowy dla liczby strategii aktywnych w algorytmie SM

- gry losowe
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Rysunek 7.16: Wykres pudetkowy dla liczby strategii aktywnych w algorytmie
GNM - gry losowe
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: Wykres pudetkowy dla liczby strategii aktywnych w algorytmie DE
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Rysunek 7.19: Wykres pudetkowy dla wartosci € w algorytmie ADE3 - gry losowe

Na rys. 7.20 przedstawiono zestawienie wartosci minimalnych dla 3 wersji al-
gorytmu ADE oraz algorytmu DE dla gier losowych (podobne zestawienia dla
gier z kowariancja oraz gier typu RoadMap mozna znalez¢ w dodatku na koncu
rozprawy). Wyraznie zaznaczona jest tutaj przewaga algorytmu DE, gdzie do-
ktadnosé¢ uzyskiwanych rozwigzan dla kazdej wielkosSci zbioru testowego nie prze-
kroczyta progu 0.15. Interesujace wyniki dotyczg algorytmu ADE z dwoma strate-
giami aktywnymi. Jako$¢ rozwiazan w tym wypadku jest w duzej czesci lepsza, niz
dla pozostalych wersji algorytmu. W momencie wybrania ze zbioru poczatkowego
odpowiednich strategii aktywnych genotyp posiada mniej elementéw, niz ma to
miejsce dla wersji z 3 oraz 4 strategiami aktywnymi. Pozwala to osiagnaé lepsza
zbiezno$¢ do optimum w krotszym czasie i poprawi¢ doktadnosé rozwigzania.

Z kolei dla Sredniej wartosci € réznica pomiedzy algorytmami ADE oraz DE
zostaje zniwelowana, co przedstawia rys. 7.21. Oczywiscie doktadnos¢ uzyskiwa-
nych rozwiazan w przypadku algorytmu DE jest wciaz wicksza, jednak réznice
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Rysunek 7.20: Doktadnosé uzyskanych rozwiazan dla gier losowych - wartosci
minimalne

te sg niewielkie. Z kolei dla réznych wersji algorytmu ADE nie mozna wyraznie
wskazaé, ktéra modyfikacja ma wyrazng przewage.
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Rysunek 7.21: Dokladnos$é uzyskanych rozwiazan dla gier losowych - wartosci
Srednie

Ostatni prezentowany wykres dotyczy maksymalnych wartosci e dla gier loso-
wych. Wyniki mozna przesledzi¢ na rys. 7.22. Przede wszystkim nalezy zwrocié
uwage, iz algorytm DE generuje w tym wypadku rozwigzania o znacznie gorszej
jakosci, a jego przewaga pod wzgledem doktadnoéci nad algorytmem ADE jest nie-
mal catkowicie zniwelowana. Co wiecej, w jednym z przypadkow wartosé e = 0.4
zostata przekroczona. Algorytm DE nie ma narzuconego odgérnego ograniczenia
na warto$é¢ €, tak wiec mozliwe jest wygenerowanie rozwiazania, dla ktérego e
znajduje sie powyzej tej wartoéci. Dla algorytmu ADE dzieki etapowi prébko-
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wania rozwiazan, wszelkie uklady strategii, dla ktérych uzyskana wartosé e jest
wigksza od zalozonej (w tym wypadku 0.4) sa automatycznie pomijane w dalszych
rozwazaniach. W algorytmie DE nie ma takiego mechanizmu, co moze skutkowaé

I

3p10s 3pl2s 3plds 3pl5s 3pl7s 3pl9s 3p20s 4p5s  4p7s  4p9s 4pl0s 4pl2s 5p5s  5p6s  Sp7s
Gry losowe

stabymi rozwiazaniami.

O DE

= ADE2
= ADE3
“| m ADE4

04

03

Maksymalna wartos¢ €

0.1

Rysunek 7.22: Doktadno$¢ uzyskanych rozwiazan dla gier losowych - wartosci
maksymalne

Oprécz ustalenia srednich, minimalnych oraz maksymalnych wartosci € dla al-
gorytméw DE oraz ADE istotne jest takze wskazanie, w ilu przypadkach na 30
uruchomien algorytmu otrzymana warto$¢ przyblizenia byla nizsza niz zatozony
prég. Badania takie przedstawione zostaly w tabeli 7.5 gdzie mozna zobaczy¢
zestawienie dotyczace 3 wersji algorytmu ADE: z 2, 3 oraz 4 strategiami aktyw-
nymi. Przyjeto 3 progi doktadnosci. Byty to odpowiednio wartosci 0.15, 0.25 oraz
0.35. Dla € < 0.35 wtasciwie w kazdym przypadku dla kazdej wersji algorytmu
wartos$¢ rozwiazania byla nizsza od zalozonej. Co ciekawe, najwiecej niepowodzen
zanotowanych zostalo dla algorytmu ADE2. Dla wartosci € < 0.25 zaznacza sie
przewaga wersji z 3 oraz 4 strategiami aktywnymi. Wniosek wydaje sie tutaj dosé
oczywisty. Ot6z podzbior strategii aktywnych jest losowany na poczatku dziatania
algorytmu. Wylosowanie tylko 2 strategii aktywnych (co ma miejsce w przypadku
algorytmu ADE2) prowadzi do szybkiej zbieznosci oraz obnizenia wartosci e. Nie-
stety nieodpowiedni wybér strategii (gdzie zadna z dwdéch strategii aktywnych
nie jest cze$cia réwnowagi Nasha) nie pozwala na uzyskanie satysfakcjonujacego
rozwigzania. Poréwnujac to zestawienie z rys. 7.20 dotyczacym wartosci minimal-
nych € mozna zauwazy¢, iz ADE2 pozwala uzyskaé nizsze wartosci € jednak ogdlna
liczba satysfakcjonujacych rozwiazan spada. Wreszcie ostatnia warto$é¢ e < 0.15
powinna by¢ traktowana tylko pogladowo. Liczba rozwigzan, w ktérych wartosé
€ jest mniejsza od 0.15 jest niewielka, a w bardzo wielu przypadkach nie byto
mozliwe wygenerowanie zadnego rozwiazania o takiej wartosci.
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Tabela 7.5: Liczba rozwiazan algorytmu ADE o wartosSci € nizszej niz ustalona

gra ADE2 ADE3 ADE4
€<0.15 | €e<0.25 | e<0.35 || €e<0.15 | €<0.25 | €<0.35 || €e<0.15 | €<0.25 | €<0.35
3pl0s 0 12 24 12 30 30 6 18 30
3pl2s 18 18 30 6 18 30 0 30 30
3plds 3 12 30 0 24 30 0 24 30
3plbs 3 18 30 0 12 30 0 24 30
3pl7s 6 15 30 0 24 30 6 18 30
3p19s 9 18 30 0 24 30 0 18 18
3p20s 0 18 30 0 18 30 0 12 30
4p5s 0 12 21 0 6 24 0 24 30
4pTs 10 15 30 6 24 24 0 12 30
4p9s 0 20 30 0 18 24 12 18 30
4p10s 5 15 25 6 24 30 0 24 24
4p12s 10 15 30 0 30 30 6 24 30
5pbs 5 10 25 12 24 30 0 24 30
5p6s 5 20 25 12 12 24 0 18 24
5pTs 0 10 30 6 18 30 0 18 30
3pl0s 20 30 30 24 30 30 0 24 24
3pl2s 20 30 30 6 30 30 8 30 30
3plds 25 25 25 12 30 30 8 30 30
3plbs 5 30 30 18 30 30 0 30 30
3pl7s 15 30 30 18 30 30 16 24 30
3p19s 15 30 30 6 30 30 8 30 30
3p20s 20 30 30 18 24 30 16 30 30
4p5s 20 30 30 18 30 30 24 30 30
4pTs 20 30 30 12 24 30 16 24 30
4p9s 10 25 30 12 30 30 0 24 30
4p10s 20 30 30 18 24 30 16 30 30
4p12s 5 25 30 24 30 30 24 30 30
5pbs 15 25 30 18 30 30 24 30 30
5p6s 20 30 30 24 30 30 30 30 30
5pTs 5 20 25 30 30 30 8 24 30
3pl0s 0 12 24 6 24 30 8 24 30
3pl2s 8 24 30 6 12 24 0 16 30
3plds 8 18 30 0 12 30 0 16 30
3plbs 16 30 30 0 18 30 16 24 30
3pl7s 0 16 24 0 30 30 0 30 30
3p19s 0 0 30 6 6 30 0 0 30
3p20s 0 24 30 0 12 24 8 16 30
4p5s 0 8 24 0 6 30 0 16 30
4pTs 8 16 24 0 18 30 8 16 30
4p9s 0 16 24 6 18 30 0 8 30
4p10s 0 16 30 0 12 30 0 16 30
4p12s 8 24 24 0 6 30 8 16 30
5pbs 0 8 30 0 6 18 0 16 24
5p6s 0 8 24 0 6 24 0 8 30
5pTs 8 8 24 0 18 30 0 0 30
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7.5 Badanie zbieznosci algorytmu z zastosowaniem miary
Q-measure oraz entropii

Skutecznos¢ proponowanego podejscia wykazana zostata w poprzednich pod-
rozdzialach. W tej czesci rozdzialu przedstawione zostana szczegdly dotyczace
okredlenia zbieznosci populacji przy pomocy miary Q-measure oraz przedstawione
zostang informacje zwiazane z liczebno$cia populacji w kolejnych iteracjach algo-
rytmu. W [136] zaproponowane zostalo interesujace podejscie do oceny zbieznosci
populacji. Podejscie to pierwotnie zaproponowane zostalo wtasnie dla algorytmu
ewolucji réznicowej. Na poczatku wymagane jest wprowadzenie kilku dodatko-
wych oznaczen:

® g4 - maksymalna liczba iteracji algorytmu;

e F: - maksymalna liczba ewaluacji funkcji (Epmazr = Gmaz N P);
e 1y - liczba powtorzen algorytmu;

e FE; - liczba ewaluacji funkcji w i-tym powtérzeniu algorytmu;

e ¢ - dokladno$é¢ rozwiazania.

Kazda proba ma maksymalna liczbe iteracji. W przypadku, gdy po zatozonej
liczbie gmar rozwiazanie o dokladnosci réwnej € nie zostanie znalezione - préba
uznawana jest za niewazna.

Pierwszym badanym elementem jest warto$¢ miary zbieznosci obliczana we-
dtug wzoru:

C = , (7.1)

gdzie: j jest liczba uruchomien zakoniczonych sukcesem, gdzie w liczbie iteracji
mniejszej Niz gmar znalezione zostalo rozwiazanie o wartosci e.

W tabeli 7.6 przedstawiono $rednia liczbe ewaluacji funkcji wymaganych do
osiagniecia zadanej wartodci €. Przebadano 3 wielkosci gier losowych: 3-osobowa
gre z 15 strategiami oznaczona jako 3pl5s, 4-osobowa gre z 9 strategiami - 4p9s
oraz gre b-osobowa z 6 strategami - 5pbs. Dla kazdej z tych gier testy dotyczyty
algorytmu ADE z 2, 3 oraz 4 strategiami aktywnymi, natomiast ustalone war-
tosci € to 0.15, 0.25 oraz 0.35. Maksymalna liczba ewaluacji funkcji w jednym
przebiegu algorytmu wynosita dla gier 3 i 4-osobowych 22500, natomiast dla gier
5-osobowych 50000. W tabeli podane sg érednie wartosci wymaganej liczby ewa-
luacji. Warto zauwazy¢, iz dla algorytmu AD E2 wartosci te sg przewaznie istotnie
mniejsze od wersji z 3 oraz 4 strategiami aktywnymi. W wersji z 2 strategiami
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Tabela 7.6: Liczba ewaluacji funkcji wymagana do osiagniecia zalozonej wartosci
€ (przy statlej liczbie osobnikéw w populacji)

e | ADE2 | ADE3 | ADE4
3plbs | 0.15 | 12622 | 14490 | 16815
3plhs | 0.25 | 11793 | 9803 | 12459
3plbs | 0.35 | 9969 | 6975 9875
4p9s | 0.15 | 14060 | 13302 | 13907
4p9s | 0.25 | 13149 | 11938 | 12433
4p9s | 0.35 | 11511 | 8763 | 11736
5p6s | 0.15 | 35741 | 34020 | 33037
5p6s | 0.25 | 31082 | 25888 | 26757
5p6s | 0.35 | 21520 | 24807 | 26712

Tabela 7.7: Liczba rozwigzan algorytmu ADE o wartosci € nizszej niz ustalona
e | ADE2 | ADE3 | ADE4

3plss | 0.15 | 33% 36% 40%
3plss | 0.25 | 56% 50% 60%
3plss | 0.35 | 84% 86% 80%

4p9s | 0.15 | 56% 43% 40%
4p9s | 0.25 | 65% 63% 60%
4p9s | 0.35 | 83% 70% 90%
5p6s | 0.15 | 33% 36% 40%
5p6s | 0.25 | 70% 63% 63%
5p6s | 0.35 | 73% 86% 80%

aktywnymi dtugos$é¢ genotypu osobnika jest krétsza, co znacznie utatwia znalezie-
nie rozwiazania o zalozonej wartosci e. Oczywiste jest takze, iz wigksza wartosé e
oznacza istotnie mniejsza wymagana liczbe wywotan funkcji oceny.

Warto zestawi¢ powyzsze wyniki z danymi dotyczacymi wartosci procento-
wej wszystkich uruchomien algorytmu zakonczonych sukcesem. Wyniki te przed-
stawione zostaly w tabeli 7.7 i odnosza sie do tych samych zbioréw testowych.
Ogdlna liczba uruchomien algorytmu, w ktérej osiagnieto zalozong warto$¢ € nie
zalezy istotnie od liczby strategii aktywnych w algorytmie ADE. Warto$é e bli-
ska optimum (e = 0.15) prowadzila do obnizenia liczby uruchomien algorytmu
zakonczonych sukcesem.

Whprowadzona w algorytmie dynamiczna zmiana wielkosci populacji oparta
na entropii ma na celu ograniczenie liczby ewaluacji funkcji, co prowadzi do skroé-
cenia czasu jego dzialania. PodejScie to opiera si¢ na zalozeniu, iz wraz z cza-
sem dziatania algorytmu réznorodnosé populacji maleje. Pozwala to na niewielkie
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ograniczenie wielkosci populacji bez utraty jej réznorodnosci. W ponizszych ba-
daniach przedstawiono wielkosci populacji dla 3 wybranych gier losowych: 3, 4
oraz H-osobowych. Maksymalna liczba osobnikow w populacji ustalone zostaty
odpowiednio na 30, 36 oraz 40.

Na rys. 7.23 przedstawiono wielkosci populacji dla algorytmu ADFE2 dla 3
przyktadowych gier. Wykres ograniczono tylko do pierwszych 500 iteracji, kiedy
to zmiany sg najbardziej widoczne. Nalezy przypomnieé, iz na wielkos¢ populacji
nalozone zostaly pewne ograniczenia:

e maksymalna liczba osobnikéw w populacji nie moze przekroczyé wartosci
poczatkowej;

e minimalna liczba osobnikéw w populacji to % maksymalnej liczby osobnikow.

Wielko$¢ populacji modyfikowana jest co 50 iteracji i wida¢ wyraznie, iz liczba
osobnikéw jet stopniowo ograniczana az do osiggniecia pewnego zalozonego mi-
nimum. Skuteczno$é¢ tego podejscia jest wyraznie widoczna w przypadku gry 4-
osobowej, gdzie wlasciwie przy kazdym odczycie liczebno$é populacji maleje. Dla
gry 5-osobowej dwukrotnie liczebnos¢é populacji zostaje powiekszona. Oznacza to
zahamowanie procesu zbieznosci i koniecznosé dodania osobnikéw do populacji.
Przedstawione badania stanowia tylko pewne uogélnienie. Interesujace moze wy-
dawaé sie sprawdzenie, czy zmiany populacji nie powinny nastepowaé czesciej, nie
jest to jednak przedmiotem badan niniejszej rozprawy.
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Rysunek 7.23: Analiza dynamicznie zminianej wielkosci populacji dla przyktado-
wych gier - algorytm ADFE?2

Druga wersja algorytmu ADE z 3 strategiami aktywnymi przedstawiona zo-
stala na rys. 7.24. Z kolei dla gry 3-osobowej liczba osobnikéw jest sukcesywnie
zmniejszana. Dla pozostatych dwéch gier widaé¢ wyrazne wahania i wzrosty wiel-
koéci populaciji.
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Rysunek 7.24: Analiza dynamicznie zminianej wielkosci populacji dla przyktado-
wych gier - algorytm ADFE3

Interesujaca zalezno$¢ mozna zaobserwowac na rys. 7.25, gdzie przedstawione
zostaly wyniki dla algorytmu z 4 strategiami aktywnymi. W przypadku gry 5-
osobowej przez pierwsze 150 iteracji wielkos¢ populacji jest niezmienna. Oznacza
to duza zmienno$¢ populacji. Mozna wyciagnaé¢ wniosek, iz dla tego problemu,
gdzie genotyp osobnika zawiera 20 elementow, populacja poczatkowa jest na tyle
roznorodna, iz nawet po 150 iteracjach wiekszos¢ osobnikéw nie jest do siebie
podobna oraz ich fenotyp nie wskazuje na zblizenie sie do optimum globalnego.

20 30 40
I

Liczba osobnikow

10

m 3pl5s
@ 4p9s
_| m5pés

T

T T T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

lteracje

Rysunek 7.25: Analiza dynamicznie zminianej wielkosci populacji dla przyktado-
wych gier - algorytm ADE4
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7.6 Statystyczna weryfikacja proponowanego podejscia

Dwa zaproponowane w rozprawie algorytmy (ewolucja réznicowa oraz adap-
tacyjny algorytm ewolucji réznicowej) maja w pewnym stopniu charakter losowy.
Jednoczesnie algorytm adaptacyjny stanowi rozwiniecie podstawowej wersji algo-
rytmu o liczne elementy zwiazane z adaptacja parametréw. W tej czesci rozdziatu
przedstawiony zostanie test Wilcoxona. Test Wilcoxona to test nieparametryczny
stuzacy do poréwnywania wynikéw dwoch prob zaleznych. Jest on odpowiedni-
kiem testu t Studenta dla prob zaleznych. W teécie okreslone zostaly nastepujace
hipotezy:

e Hj - brak réznicy przy poréwnaniu prébek,
e Hj - réznica pomiedzy dwoma prébkami.

W celu przeprowadzenia testu wprowadzono kryterium zastepcze uwzglednia-
jace oprocz wartosci € takze czas dzialania algorytmu oraz liczbe strategii aktyw-
nych. Przyjeto prosta metode wazonych celéw z 3 funkcjami oraz trzema wagami
wy = we = w3 = 0.33. Dla przeprowadzonych analiz hipoteza Hy zostala odrzu-
cona przy wartoéci p < 0.01. Oznacza to, iz rezultaty generowane przez algorytm
ADE s3 istotnie lepsze od algorytmu DE.

Jednoczesnie w celu sprawdzenia powtarzalnosci wynikéw dwoéch zapropono-
wanych algorytméw powyzszej analizie poddano kazdy z algorytméw. DE oraz
ADE uruchomione zostaty odpowiednio po 200 razy. W kazdym z przypadkéw
zbiér podzielony zostal na potowe, nastepnie wyniki z pierwszych 100 uruchomien
algorytmu zestawione zostaly z pozostalymi uruchomieniami. We wszystkich przy-
padkach, dla gier 3, 4 oraz 5-osobowych wynik testu wskazywal na brak réznicy
pomiedzy probkami (duza warto$é p). Wniosek jest wiec nastepujacy: probki ce-
chuja si¢ podobnymi rezultatami, a wyniki sa powtarzalne.



ROZDZIAL 8

Analiza skutecznosci algorytmu w innych
problemach teorii gier

W poprzednim rozdziale przedstawione zostaly wyniki badan dotyczace zasto-
sowania algorytmu ewolucji réznicowej oraz jego adaptacyjnej wersji w jednym z
najistotniejszych probleméw teorii gier, jakim jest wyszukiwanie réwnowag Nasha
i rownowag przyblizonych. Proponowane metody poréwnane zostaly z istniejacymi
algorytmami. Zbadane zostaly takie elementy jak: czas dzialania algorytmu, do-
ktadnosé rozwiazania, czy tez liczba strategii aktywnych. Nalezy jednak pamietaé,
iz réwnowagi Nasha sa tylko jednym z wielu istniejacych w teorii gier problemoéw.
Sam problem réwnowag Nasha okreslany jest jako problem klasy PPAD), przy
czym istnieja tez problemy nalezace z cala pewnoscia do klasy NP. Wsréd nich
mozna wyréznié¢ szereg probleméw powiazanych z koncepcja réwnowagi Nasha,
czesto okreslane jako réwnowagi Nasha z dodatkowymi wlasciwosciami. W poniz-
szym rozdziale krotko opisane zostang przyktadowe problemy, a takze propozycja
zastosowania proponowanych w rozprawie metod do rozwiazania tych probleméw.

Wreszcie w ostatniej czesci rozdziatu przedstawione zostana wyniki badan do-
tyczace problemu okreslanego jako wyszukiwanie punktéw ogniskowych w grach
koordynacyjnych. Nie jest to problem nalezacy do klasy NP, jednak z punktu
widzenia niniejszej rozprawy istotne jest wskazaé, iz proponowany adaptacyjny
algorytm ewolucji roznicowej moze by¢ traktowany jako narzedzie ogdlne w sze-
roko rozumianej tematyce teorii gier, w problemach nie tylko zwiazanych Scisle z
pojeciem réwnowagi Nasha.

8.1 Klasyfikacja r6wnowag Nasha z dodatkowymi wla-
Sciwosciami

W 1989 roku I. Gilboa oraz E. Zemel przedstawili pewne rozwazania nad zto-
zonoscia dwdch probleméw: réwnowagi Nasha oraz réwnowagi skorelowanej [54].

91
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Roéwnowaga skorelowana zostala wspomniana juz weze$niej w niniejszej rozprawie.
Nalezy przypomnieé, iz jest to problem istotnie tatwiejszy niz réwnowaga Nasha.
Rozwazania w dalszej czedci tego rozdziatu dotycza réwnowag Nasha z dodatko-
wymi wladciwosciami. Ponizej przedstawione zostaly problemy rozwazane przez

L. Gilbog:

e réwnowaga Nasha z maksymalng wyptata: majac dang gre G oraz wartosé r,
wskazaé, czy istnieje rébwnowaga Nasha, w ktérej kazdy z graczy otrzymuje
oczekiwang wyplate nie mniejszg niz r;

e réwnowaga Nasha w podzbiorze: majac dang gre G oraz podzbidér strate-
gii S dla kazdego z graczy, sprawdzié, czy istnieje réwnowaga Nasha, gdzie
wszystkie strategie niezawarte w zbiorze S maja zerowe prawdopodobien-
stwo wyboru;

e réwnowaga Nasha zawierajaca podzbidr: dla danej gry G oraz podzbioru
strategii S danego dla kazdego z graczy, sprawdzié, czy istnieje réwnowaga
Nasha, w ktoérej kazda strategia ze zbioru S ma niezerowe prawdopodobien-
stwo wyboru;

e réwnowaga Nasha z maksymalnym wsparciem: majac dana gre G i liczbe
catkowita r > 1, sprawdzié, czy istnieje rownowaga Nasha taka, ze przy-
najmniej r strategii dla danego gracza ma niezerowe prawdopodobienstwo
wyboru.

Interesujacym problemem jest rownowaga Nasha w podzbiorze. W przypadku
algorytmu ADE mozliwe jest wskazanie podzbioru strategii, na podstawie ktérego
zostanie zbudowany genotyp osobnika. W tej sytuacji zaproponowane w rozprawie
podejscie bez problemu moze zostaé¢ tutaj zastosowane. W przypadku algorytmu
DE nie jest to tak oczywiste, dlatego beda wymagane pewne eksperymenty, ktére
przeprowadzone zostang w dalszej czesci rozdziatu. Warto rozwinaé tutaj problem
o wyszukiwanie € rownowagi Nasha w podzbiorze, czyli przyblizenia réwnowagi.
Niestety w literaturze nie istnieje zaden algorytm umozliwiajacy przeprowadzenie
analizy porownawczej, dlatego wszystkie omawiane wyniki dotyczyé¢ beda tylko i
wytacznie proponowanych w rozprawie rozwiazan.

Drugim interesujacym problemem jest wyznaczenie réwnowagi zawierajacej
wybrane strategie, przy czym prawdopodobienistwo wyboru strategii nie moze
by¢ nizsze od zadanej wartosci. Dla algorytméw DE oraz ADE problem ten moze
zostaé rozwigzany nastepujaco: w poczatkowej fazie dziatania algorytmu wybrane
elementy genotypu sg oznaczone, a w funkcji oceny nastepuje sprawdzenie, czy
prawdopodobienstwo wyboru danej strategii nie jest nizsze niz zadana warto$¢.

Na rys. 8.1 jasnoszarym odcieniem zaznaczono elementy genotypu, ktérych
prawdopodobienstwo wyboru powinno wynosi¢ przynajmniej a. Z kolei ciemno-
siwy kolor odpowiada strategiom, ktérych prawdopodobienstwo wyboru powinno
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Rysunek 8.1: Przeksztalcenie gry w genotyp z ustalonymi strategiami

wynosi¢ przynajmniej b. Wartoéci a oraz b powinny zawieraé¢ si¢ w przedziale
(0,1). Podejscie umozliwiajace zrealizowanie tego zadania opiera sie na dodatko-
wej funkcji kary. Funkcja kary moze zostaé okreslona nastepujaco:

Frary + &k kiedy gli] =0,i € G,
Frary w przeciwnym wypadku,

\V/h Fkary = {

gdzie:

G - zbiér indekséw gendéw o niezerowym prawdopodobienstwie,

k - wartos¢ stata rowna 1.
Powyzsza funkcja gwarantuje, ze kazdy gen w zbiorze G z zerowym prawdopodo-
bienstwem wyboru zwieksza warto$¢ funkcji kary. Koncowa postaé¢ funkcji przy-
stosowania dla tego problemu powinna by¢ okreslona nastepujaco:

f=h+f+ Fpenaltya (81)

gdzie fi oraz fs to elementy podstawowej funkcji oceny opisane doktadnie w roz-
dziale 6.

8.2 Roéwnowagi Nasha z wykluczeniem strategii

Jednym z zagadnien przedstawionych przez I. Gilboe jest rownowaga Nasha z
wykluczeniem okreélonych strategii graczy. Jest to problem o zlozonosci NP. W
ponizszym podrozdziale przedstawione zostaly wyniki dotyczace wspomnianego
zagadnienia dla algorytmu DE. Algorytmy SM oraz GNM nie sg przystosowane
do rozwiazywania tego typu problemdw, z kolei algorytm ADE umozliwia wska-
zanie podzbioru strategii aktywnych. W tym kontekscie wszystkie pozostate ele-
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menty traktowane sa jako strategie wykluczone. Niniejsze wyniki dotycza tylko
algorytmu DE. Zastosowane zostaly wartoéci parametréw wykorzystane w po-
przednich badaniach.

W tabeli 8.1 przedstawione zostaly czasy dziatania algorytmu DE dla klasycz-
nego problemu wyszukiwania rownowag Nasha. Czasy te zestawiono z problemem,
gdzie wykluczone zostaly odpowiednio: jedna (DE ex), dwie (DE ex2) oraz trzy
(DE ex3) strategie czyste. Przede wszystkim nalezy zauwazy¢, iz pomimo wiek-
szej zlozonosci problemu wykluczenia strategii wyniki we wszystkich przypadkach
sa powtarzalne. Ponadto, nawet dla najwigkszych gier (3-osobowe z 20 strate-
giami oraz 4-osobowe z 12 strategiami) zlozono$¢ problemu nie wplyneta w zaden
istotny sposéb na czas dziatania algorytmu. Bylto to przewidywalne, poniewaz
liczba iteracji, a takze wielko$¢ populacji zostata zachowana. Dodatkowo, dosto-
sowanie funkcji oceny do przedstawionego problemu wymagalo dodania jednego
prostego elementu - funkcji kary, ktéra uniemozliwia wtaczenie do rozwigzania
strategii zabronionych. Nie jest to operacja kosztowna obliczeniowo.

Wieksza zlozonosé problemu przy jednoczesnym zachowaniu zblizonego czasu
dziatania algorytmu nie prowadzi do obnizenia dokladnosci rozwiazan. W tabeli
8.2 przedstawione zostaly szczegbétowe wyniki dotyczace dokladnosci rozwiazan.
Poréwnanie dotyczy algorytmu ewolucji réznicowej DE (wyniki dotyczace warto-
Sci € pochodza z poprzedniego rozdzialu) oraz algorytmu DE z wykluczeniem 1,
2 oraz 3 strategii. Wytluszczone elementy wskazuja na najlepsze znalezione war-
tosci e. Nie mozna jednoznacznie stwierdzié, iz problem dotyczacy wykluczenia
strategii prowadzi jednoznacznie do pogorszenia jakosci uzyskiwanych rozwiazan.
Interesujaca wydaje sie by¢ obserwacja, iz w przypadku najwickszych zbioréw
testowych wykluczenie strategii prowadzi do poprawienia wartosci € w kolumnie
max dotyczacej najgorszych rozwigzan. Jedna z przyczyn moze by¢ tutaj niejakie
ograniczenie dlugosci genotypu (poprzez wykluczenie, czyli odrzucenie pewnych
jego fragmentow).
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Tabela 8.1: Czas dzialania algorytmu (znalezienie pierwszego rozwiazania) w se-
kundach - dla gier losowych. DE to oryginalne wartosci czasu dziatania, natomiast
DE ex;, DE exy oraz DE ex3 to odpowiednio DE z wykluczeniem 1, 2 oraz 3 stra-
tegii ( min- minimum, max-maksimum, $red - warto$¢ érednia, med - mediana
oraz std - odchylenie standardowe )

gra DE DE ex1
min max $red med std min max $red med std

3pl10s 2,38 2,4 2,38 2,38 0,01 2,38 2,44 2,39 2,38 0,02
3pl2s 5,85 5,88 5,87 5,87 0,01 5,85 5,92 5,87 5,87 0,02
3plds | 12,84 12,87 12,86 12,86 | 0,01 12,83 12,9 12,85 12,85 | 0,02
3plbs | 18,35 18,57 18,4 18,37 | 0,07 18,36 18,46 18,39 18,38 | 0,02
3pl7s | 24,86 24,96 24,89 24,89 | 0,02 24,85 2491 24,87 24,87 | 0,01
3p19s | 54,38 55,43 54,5 54,42 | 0,26 54,81 54,89 54,85 54,85 | 0,02
3p20s | 157,8 | 158,91 | 158,09 | 158,02 | 0,27 157,5 | 158,99 | 157,95 | 157,94 | 0,03
4pbs 0,73 0,94 0,83 0,82 0,04 0,78 0,88 0,81 0,81 0,02
4pTs 4,46 4,56 4,51 4,52 0,03 4,47 4,53 4,48 4,47 0,02
4p9s 20,06 20,37 20,21 20,23 0,1 20,44 20,5 20,48 20,47 | 0,12
4pl10s | 39,14 40,84 39,72 39,57 | 0,39 39,13 39,76 39,48 39,44 | 0,24
4pl12s | 124,83 | 125,46 | 125,08 | 125,08 | 0,16 || 124,84 | 125,97 | 1249 | 12491 | 0,14
5pbs 28,07 29,05 29,03 29,03 | 0,01 28,12 29,12 28,75 28,67 | 0,03
5p6s | 106,84 | 107,51 | 107,08 | 107,04 | 0,18 || 106,89 | 107,64 | 107,21 | 107,17 | 0,09
5pTs 201,9 | 204,75 | 203,38 | 203,43 | 0,86 || 201,66 | 203,77 | 202,81 | 202,65 | 0,94

gra DE ex» DE exs

min max $red med std min max $red med std

3pl0s 2,41 2,47 2,44 2,44 0,02 2,23 2,44 2,27 2,26 0,05
3pl2s 5,87 5,93 5,89 5,89 0,01 5,82 6,04 5,95 5,92 0,04
3plds 12,8 12,99 12,84 12,82 | 0,05 12,68 13,35 12,93 12,91 | 0,18
3plss | 18,33 18,53 18,39 18,37 | 0,05 18,89 19,39 19,04 19,02 | 0,12
3pl7s | 25,12 25,65 25,33 25,35 | 0,11 24,34 25,94 25,23 25,69 | 0,29
3p19s | 54,32 54,98 54,62 54,67 0,2 54,92 55,31 55,14 55,08 | 0,05
3p20s | 157,58 | 159,74 | 156,78 | 159,09 | 0,81 || 158,26 | 162,3 | 160,29 | 160,04 | 1,33
4pbs 0,73 0,95 0,89 0,83 0,02 0,76 0,94 0,85 0,83 0,03
4pTs 4,01 4,05 4,03 4,03 0,01 4,12 4,45 4,24 4,22 0,18
4p9s 20,01 20,42 20,25 20,21 | 0,38 20,94 21,88 21,39 21,34 | 0,43
4p10s | 39,66 40,32 40,04 40,07 | 0,19 39,52 40,25 39,98 39,86 | 0,34
4pl12s | 124,83 | 125,77 | 125,08 | 125,03 | 0,14 || 125,04 | 125,97 | 125,78 | 125,73 | 0,25
5pbs 28,07 29,14 28,75 28,64 | 0,21 28,12 28,64 28,45 28,41 | 0,12
5p6s | 105,73 | 107,32 | 106,46 | 106,24 | 0,77 || 107,23 | 108,35 | 107,96 | 107,83 | 0,24
5p7s | 202,34 | 203,56 | 202,87 | 202,53 | 0,53 || 202,46 | 205,61 | 203,87 | 203,66 | 0,87
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Na rys. 8.2 przedstawiono zestawienie warto$ci minimalnych e dla algorytmu
DE, a takze algorytmu DE z wykluczeniem strategii. Warto zwrécié¢ tutaj uwage
na dwie kwestie. Po pierwsze, przedstawione wyniki potwierdzaja komentarze do-
tyczace tabeli 8.2, gdzie wyniki generowane przez algorytm DE nie sa wyraznie
lepsze, niz w przypadku algorytmu DE z wykluczeniem strategii. Swiadczy to
o tym, iz ogélna funkcja oceny umozliwia traktowanie problemu zdefiniowanego
przez 1. Gilboe na réwni z klasycznym problemem wyszukiwania rownowag Nasha
bez istotnego spadku jakosci rozwigzan. Druga istotna kwestia to fakt, iz problem
wykluczenia strategii zdaje sie prowadzi¢ do nieznacznie lepszych wynikéw, niz
ma to miejsce dla problemu wykluczenia 1 oraz 3 strategii. Jednoczesnie, to wta-
$nie DE z wykluczeniem 2 strategii pozwolito uzyskaé¢ wynik najbardziej zblizony

Ll

3p10s 3pl12s 3plds 3pl5s 3pl7s 3pl9s 3p20s 4p5s  4p7s  4p9s 4pl0s 4pl2s 5p5s  5p6s  5p7s

do optimum globalnego.

Jakosé rozwiazan

O DE

O DEex1
| DE ex2
W Deex3

0.10 015
1 1

0.05
1

Minimalna warto$¢ €

0.00
L

Gry losowe

Rysunek 8.2: Dokltadnos¢ uzyskanych rozwigzan dla algorytméw DE oraz DE z
wykluczeniem strategii - wartoéci minimalne dla gier losowych

Rys. 8.3 dotyczy zostawienia Srednich wartosci € dla DE oraz DE z wyklu-
czeniem strategii. Wartosci dla wszystkich przypadkéw sa do siebie zblizone, a
jakosé rozwigzan uzyskiwanych dla problemu wyszukiwania réwnowag Nasha z
wykluczeniem strategii jest zblizona do wartosci € uzyskiwanych przy klasycz-
nym problemie wyszukiwania réwnowag Nasha. Podobne zestawienie dla wartosci
maksymalnych e przedstawione zostaly na rys. 8.4.

Podsumowujac zagadnienie wyszukiwania réwnowag Nasha z wykluczeniem
wybranych strategii mozna uznad, iz sposéb rozwigzania tego problemu przy po-
mocy algorytmu DE jest zblizony do klasycznego problemu wyszukiwania réwno-
wag Nasha. Takie uproszczenie mozliwe byto dzieki zastosowaniu pewnej ogdlnej
funkcji oceny.
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Jakosé rozwiazan

& oD

e @ DE ex1
B DE ex2
 De ex3

o

&

o

Srednia wartos¢ €

0.05
1

0.00
L

3p10s 3pl2s 3pl4s 3pl5s 3pl7s 3pl19s 3p20s 4p5s 4p7s 4p9s 4pl0s 4pl2s 5p5s  5pbs  5p7s

Gry losowe

Rysunek 8.3: Doktadnos¢ uzyskanych rozwigzan dla algorytméow DE oraz DE z
wykluczeniem strategii - wartosci Srednie dla gier losowych

Jakosé rozwiazan

Maksymalna wartosé €

3p10s 3pl2s 3pl4s 3pl5s 3pl7s 3pl19s 3p20s 4p5s 4p7s 4p9s 4pl0s 4pl2s 5p5s  5pbs  5p7s

Gry losowe

Rysunek 8.4: Dokladnosé uzyskanych rozwiazan dla algorytméw DE oraz DE z
wykluczeniem strategii - wartosci maksymalne dla gier losowych
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8.3 Roéwnowagi zawierajgce strategie o ustalonym praw-
dopodobienstwie

Bardzo istotnym problemem poruszanym przez 1. Gilboe jest wyszukiwanie
rownowag Nasha z ustalonymi minimalnymi wartosciami wyboru strategii ak-
tywnych. Jest to réwniez problem o zlozonosci NP. W ponizszym podrozdziale
przedstawione zostaly wyniki dotyczace poréwnania algorytmu DE oraz algo-
rytmu ADE dla wspomnianego problemu. Zatozone zostaly 3 rézne warianty za-
gadnienia:

e jedna ze strategii kazdego z graczy powinna posiada¢ prawdopodobienstwo
wyboru réwne przynajmniej 0.3;

e dwie ze strategii kazdego z graczy powinny posiadaé prawdopodobienstwo
wyboru réwne przynajmniej 0.15;

e jw. ale dotyczy trzech strategii z prawdopodobienstwem wyboru réwnym
przynajmniej 0.1.

Ponadto, podobnie jak w poprzednim rozdziale, takze i tutaj do funkcji oceny
wprowadzona zostala pewna funkcja kary zapewniajaca, iz dla wskazanej arbitral-
nie strategii prawdopodobienstwo jej wyboru bedzie wynosito przynajmniej zato-
zong warto$é. Dla algorytmu ADE liczba strategii ustalonych wynosita od 3 (dla
pierwszego wariantu problemu, gdzie wybrana zostata jedna strategia o prawdopo-
dobienstwie przynajmniej 0) do 5 strategii aktywnych. Najistotniejszym aspektem
niniejszych badan jest wykazanie, iz problemy zwiazane z wyszukiwaniem réwno-
wag Nasha okreslane jako problemy klasy NP sa efektywnie rozwiazywane przez
proponowane w rozprawie podejécie, a ogblna funkcja oceny jest efektywna, takze
dla innych probleméw zwiazanych z wyszukiwaniem réwnowag Nasha. Ponadto,
proponowany w rozprawie algorytm ADE moze byé w prosty sposéb dostosowany
do bardziej zlozonych probleméw.

Pierwsze zestawienie prezentowane w tabeli 8.3 dotyczy wartosci e dla algo-
rytmu DE. Oznaczenia w tabeli dotycza odpowiednio:

e 51 - jedna strategia z minimalnym prawdopodobienstwem 0.3;
e 59 - dwie strategie z prawdopodobienstwami minimalnymi 0.15;
e s3 - trzy strategie z prawdopodobiefistwami minimalnymi 0.1.

W tabeli wytltuszczone zostaly warto$ci minimalne dla poszczegdlnych zagadnien.
Warto zwréci¢ uwage na dwa istotne aspekty. Po pierwsze, podejscie, w ktérym
trzy strategie kazdego z graczy posiadajg ustalone prawdopodobienstwo mini-
malne na poziomie 0.1 umozliwito uzyskanie najnizszych wartoéci e. Ponadto,
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pierwsza czesé tabeli, gdzie zaprezentowane zostaly wyniki dotyczace zagadnienia
z jedna strategia aktywna z minimalnym prawdopodobiefistwem na poziomie 0.3
wskazuja na najwigksze wartosci e. Kazdy z genéw w genotypie osobnika losowany
jest z przedzialu (0, 1). Wartosci te wybierane sa zgodnie z rozkladem jednostaj-
nym, stad w przypadku, gdy jeden z gendéw powinien mie¢ wartos¢ wieksza niz 0.3,
to az w 30% przypadkéw wylosowana warto$¢ bedzie mniejsza od wspomnianej
wartosci granicznej. W takiej sytuacji dany osobnik podlega funkcji kary, ktora
dyskwalifikuje dane rozwigzanie. Stad oczywisty wniosek, iz poprawa jakosci roz-
wiazania (a co za tym idzie obnizenia wartosci €) jest znacznie latwiejsza w przy-
padku, gdy trzy strategie gracza powinny mie¢ warto$¢ prawdopodobienstwa nie
mniejsza niz 0.1.

Dlugosé genotypu w przypadku algorytmu ADE jest istotnie mniejsza, niz
miato to miejsce dla algorytmu DE. Stad tez dtugo$é¢ genotypu w przypadku algo-
rytmu DE w potaczeniu z bardziej ztozonym problemem uniemozliwita znalezienie
satysfakcjonujacego rozwiazania dla najwickszych gier. Swiadcza o tym wykre-
Slone pola w tabeli 8.3. Dla algorytmu ADE znalezienie rozwiazania mozliwe byto
w kazdym z przypadkéw 8.4. Oczywiscie w przypadku omawianego problemu jasne
jest, iz dla ograniczonego zbioru strategii aktywnych dla algorytmu ADE jako$é¢
rozwigzan w tym wypadku bedzie gorsza niz dla algorytmu DE. Podobna sytuacja
miata miejsce w klasycznym problemie wyszukiwania réwnowag Nasha. Wyttusz-
czone wartosSci minimalne w tabeli 8.4 réwniez wskazuja na fakt, iz 3 strategie
aktywne z prawdopodobienstwem minimalnym réwnym 0.1 to w przypadku algo-
rytmu ADE zagadnienie mniej zlozone i umozliwiajace w wigkszosci przypadkow
wygenerowanie rozwigzania z nizszym € niz ma to miejsce w pozostalych przy-
padkach. Tutaj jednak roznice te nie sa tak widoczne, jak miato to miejsce w
algorytmie DE.
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Na rys. 8.5 przedstawione zostaly warto$ci minimalne € w omawianym proble-
mie dla poszczegdlnych gier. Dla najwiekszych gier nie bylo mozliwe wygenero-
wanie satysfakcjonujacego rozwigzania. Ponadto, na wykresie wyraznie widaé, iz
dla wersji z 3 ustalonymi minimalnymi warto$ciami wyboru strategii wartosci e
sa wyraznie nizsze.

Jakosc¢ rozwiazan

— ODEsl
B DEs2
B DEs3

0.08 0.10 0.12
1 1 1
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1

Minimalna warto$¢ €
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1
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L

3pl0s 3pl2s 3plds 3pl5s 3pl7s 3pl9s 3p20s 4p5s 4p7s 4p9s 4pl0s 4pl2s 5p5s  5p6s  5p7s

Gry losowe

Rysunek 8.5: Minimalny DE

Podobne réznice dla réznych probleméw zaobserwowane zostaly w przypadku
algorytmu ADE - rys. 8.6. Jak mozna si¢ bylo spodziewaé, wartosci e dla algo-
rytmu ADE sa nieco wyzsze, niz miato to miejsce dla algorytmu DE. Wskazuje
to wyraznie, iz sama skuteczno$é¢ przedstawionych algorytméw nie zmienia sie
pomimo wprowadzenia do problemu dodatkowych zaltozen.

Rozwazania dotyczace wynikéw badan dla problemu wyszukiwania réwnowag
Nasha, a takze wyszukiwania réwnowag Nasha z dodatkowymi wladciwosciami
przedstawione w dwbéch powyzszych rozdziatach wyraznie wskazuja, iz cze$é¢ pro-
blemoéw teorii gier moze by¢ traktowana jako problemy wielokryterialne. Oprocz
tak waznej dokladnosci uzyskiwanych rozwigzan oraz czasu dzialania algorytmu
niemniej istotny jest takze problem ograniczenia liczy strategii aktywnych dla
pojedynczego gracza. Brak algorytmoéw dotyczacych tego problemu w literaturze
prowadzi do marginalizowania wspomnianego zagadnienia. W powyzszych bada-
niach wskazane zostaly stabe strony istniejacych algorytméw oraz zaproponowana
zostala metoda oparta na algorytmach metaheurystycznych umozliwiajaca wyszu-
kiwanie przyblizonych réwnowag Nasha. Jednoczesnie wskazano, iz dla algoryt-
moéw SM oraz GNM bardzo powaznym problemem jest brak powtarzalnoéci uzy-
skiwanych rozwigzan. Dla probleméw o takiej samej ztozonosci istniejace metody
nierzadko tylko w niektérych przypadkach umozliwiaja wygenerowanie rozwia-
zan. Zaproponowane w rozprawie metody cechuja sie tak wazna w tym kontekscie
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Jakosc¢ rozwiazan
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Rysunek 8.6: Minimalny ADE
powtarzalnoscia.

Pokazano takze, iz zaproponowane algorytmy moga byé¢ w tatwy sposéb do-
stosowane do znacznie bardziej ztozonych probleméw teorii gier i umozliwiaja
wyszukiwanie réwnowag Nasha z dodatkowymi wlasciwosciami. Swiadezy to o
duzej elastycznosci wspomnianych metod.
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Podsumowanie

Ewolucja réznicowa nalezy do heurystycznych algorytméw populacyjnych. Ze
wzgledu na adaptacyjny charakter mutacji w niej wystepujacy, skutecznosé algo-
rytmu jest bardzo wysoka. Nierzadko jednak dla pewnych probleméw konieczne
jest wprowadzenie licznych modyfikacji podstawowej wersji metody. Poprzez do-
dawanie mechanizméw takich jak przeszukiwanie lokalne tworzone sa ztozone sys-
temy hybrydowe dostosowane do jednego szczegdlnego problemu. Bardzo czesto
samo dobranie odpowiednich parametréw dla operatoréw genetycznych stanowi
zlozone zagadnienie. Pomimo licznych publikacji w tym zakresie, problem wcigz
nie jest jednoznacznie rozwigzany, a dobdér parametrow wydaje sie zaleze¢ od kon-
kretnego zagadnienia.

Interesujaca dziedzina, w ktorej mozliwe jest wykazanie skutecznosci wspo-
mnianego algorytmu jest teoria gier. Mnogo$¢ probleméw wystepujacych w tej
dziedzinie implikowala koniecznosé ograniczenia do jednego wybranego zagad-
nienia, a mianowicie wyszukiwania réwnowag Nasha w grach n-osobowych. W
analogiczny sposéb definiowana jest e-réwnowaga Nasha, przy czym e oznacza tu-
taj pewne odchylenie od optimum. Jest to jeden z najistotniejszych problemdéw
wspolczesnej informatyki.

Wyszukiwanie e-réwnowag Nasha moze zosta¢ rozpatrywane analogicznie jako
problem optymalizacji funkcji z parametrami rzeczywistymi, co byto pierwotnym
obszarem zastosowan ewolucji roznicowej. Istniejace algorytmy (w tym opisane w
rozprawie algorytmy SM oraz GNM) $wiadcza o wyraZznej dysproporcji pomie-
dzy metodami dostepnymi dla gier 2-osobowych a gier n-osobowych. W drugim
przypadku szczegblnie odczuwalny jest brak metod umozliwiajacych generowanie
rozwiazan przyblizonych dla duzych gier. Zaproponowane w pracy algorytmy (al-
gorytm ewolucji réznicowej oraz jego adaptacyjna wersja) pozwalaja zmniejszy¢
wartos¢ €, a co za tym idzie, obnizy¢ warto$¢ bltedu wynikajaca ze stosowania
przez graczy e-rbwnowag Nasha. Ponadto, zaproponowane w rozprawie podejécia
umozliwiaja generowanie powtarzalnych wynikéw (co nie jest mozliwe w przy-

105
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padku istniejacych rozwiazan takich jak SM oraz GNM). W przypadku algorytmu
adaptacyjnego jednym z istotnych probleméw bylo ograniczenie liczby strategii
aktywnych dostepnych dla pojedynczego gracza.

Teza pracy ”Zaproponowane modyfikacje algorytmu ewolucji réznicowej po-
prawiaja jako$é¢ rozwiazan w problemie wyszukiwania e-réwnowag Nasha w grach o
sumie niezerowej. Przeksztalcenie powyzszego zagadnienia do problemu optymali-
zacji funkcji ciagtej pozwala na wprowadzenie ogélnej funkcji oceny umozliwiajacej
jego rozwiazywanie bez wyraznego zwigkszenia kosztu obliczeniowego algorytmu”
zostala potwierdzona. W wyniku przeprowadzonych badan zrealizowane zostaty
nastepujace cele:

1. Przeanalizowane zostaly istniejace wersje algorytmu ewolucji réznicowej (roz-
dzialy 2 oraz 3). Szczegdlny nacisk polozono na rozpoznanie najistotniej-
szego elementu algorytmu, czyli operatora mutacji. Wskazano réwniez naj-
popularniejsze modyfikacje, a takze przedstawiono szereg wariantéw hybry-
dowych. Na tym etapie mozliwe bylo wskazanie parametréw, ktérych odpo-
wiednie ustalenie nierzadko stanowi najtrudniejsze zadanie dla uzytkownika.
Parametr mutacji oraz wielko$é populacji to elementy istotnie wplywajace
na zbieznoéé¢ algorytmu do optimum, dlatego z punktu widzenia dalszych
badan wprowadzenie adaptacyjnej wersji ich doboru stanowito koniecznosé.

2. Kolejnym etapem bylo dokladne rozpoznanie probleméw istniejacych w teo-
rii gier a nastepnie zawezenie obszaru badan. Teoria gier jest dziedzina
bardzo rozlegly i konieczne bylo wczesniejsze wskazanie najistotniejszych
zagadnien (ze szczegélnym uwzglednieniem typéw réwnowag, w tym takze
réwnowagi Nasha - podrozdzial 4.3 oraz 4.4). Konieczne bylo takze wskaza-
nie pewnego ogdlnego zarysu typow gier. Zagadnienia te opisane zostaly w
podrozdziale 4.2.

3. Dokonana zostala analiza istniejacych algorytméw do wyszukiwania réwno-
wag Nasha dla gier 2-osobowych oraz n-osobowych. Na tym etapie wyzna-
czone zostaly dwie najskuteczniejsze metody stosowane przy wyznaczaniu
rownowag w grach n-osobowych. Podstawowe kryteria, ktérymi kierowano
sie w tym zagadnieniu dotyczyly po pierwsze tego, aby metody byty jak
najbardziej ogdlne i umozliwialy rozwigzywanie réznych klas gier w po-
staci strategicznej. Dodatkowo zastosowane w nich podejécia powinny byé
w miare mozliwosci odmienne tak, aby poréwnanie dotyczylo odmiennych
mechanizméw generowania rownowag.

4. W rozdziale 6 szczegdétowo opisane zostaly mechanizmy dzialania adapta-
cyjnej ewolucji réznicowej. Przyblizono takze zaproponowana w rozprawie
selektywna mutacje oraz ogdlng funkcje oceny dla problemu wyszukiwania
rownowag Nasha.
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5. Badania eksperymentalne wspomnianego algorytmu adaptacyjnego, jego pod-
stawowej wersji, a takze ich zestawienie z algorytmami SM oraz GNM przed-
stawione zostaly w rozdziale 7. Podrozdzial 7.1 poswiecono na opis metody
generowania zbioréw testowych, a takze okreélenia ich maksymalnej wiel-
kosci. Wybrane zostaly trzy typy gier, co pozwolito wskazaé skutecznosé
proponowanej metody nie tylko dla najpopularniejszych gier losowych, ale
takze dla innych ich typéw. Analiza dotyczyla wielu aspektéw ze szcze-
gbélnym uwzglednieniem jako$ci rozwiazan oraz liczby strategii aktywnych
dla poszczegdlnych algorytméw. W pierwszej kolejnosci wskazana zostala
pozorna przewaga istniejacych algorytmdéw - na tym etapie przedstawione
zostaly przede wszystkim wyniki dotyczace czasu dzialania algorytméw. Ko-
lejne zagadnienie dotyczyto liczby strategii aktywnych dostepnych dla kaz-
dego z graczy. Wykazano tutaj stabe strony istniejacych algorytméw i brak
mozliwosci manipulacji wspomniana liczba (co z punktu widzenia uzytkow-
nika jest bardzo pozadane). Wreszcie ostatnia czes$é rozdzialu dotyczyta ba-
dania jako$ci rozwigzan na podstawie wartosci e (podrozdzial 7.4) a takze
statystycznego potwierdzenia wynikéw (podrozdzial 7.6).

6. Rozprawa dotyczyta réznych probleméw spotykanych w teorii gier, dlatego
ostatni rozdzial miat na celu wykazania skutecznosci proponowanej metody
takze dla bardziej ztozonych zagadnien zwiazanych z punktami réwnowagi.
W rozdziale 8.1 wskazano kilka przyktadowych probleméw, a takze przed-
stawiono modyfikacje ogdlnej funkcji oceny umozliwiajaca ich rozwigzanie.
Wyniki dotyczace omawianych zagadnien przedstawione zostaly w dalszej
czedci rozdziatu. Szczegdlnie istotne bylo pordwnanie jakosci rozwiazan dla
algorytméw ewolucji réznicowej oraz jej adaptacyjnej wersji.

W wyniku przedstawionych w pracy rozwazan mozliwe bylo wysnucie naste-
pujacych wnioskéw:

e Adaptacja parametrow oraz dynamiczna zmiana wielkosci populacji odcigza
uzytkownika od klopotliwego problemu doboru odpowiednich wartosci. Do-
datkowo wprowadzenie A\ modyfikacji umozliwia poprawe zbieznosci w kon-
cowej fazie dzialania algorytmu.

e Podejécie oparte na selektywnej mutacji pozwala ograniczy¢ zakres zmian
w genotypie osobnika, co jest szczegdlnie pozadane na etapie eksploatacji
rozwigzan. Wspomniany operator wydaje sie by¢ skuteczny dla problemoéw
nie tylko zwiazanych z teoria gier, ale takze dla zagadnien, w ktérych w
funkcji oceny zastosowana jest funkcja min lub max - gdzie warto$é¢ funkcji
oceny wybierana jest ze zbioru danych.

e Wprowadzenie ogdlnej funkcji oceny w problemach teorii gier pozwala w
prosty sposéb dostosowaé¢ metode do bardziej ztozonych zagadnien. Obec-
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nie mozna zaobserwowaé trend, w ktérym to metaheurystyki dostosowane
sa tylko i wytacznie do jednego problemu, co w zasadzie neguje pierwotny
obszar ich zastosowan. Poprzez ogélna funkcje oceny mozliwa jest poprawa
skutecznodci ewolucji réznicowej bez istotnego zawezenia dziedziny, w jakiej
moze by¢ stosowana.

e Algorytm ADE umozliwia generowanie powtarzalnych rozwiazan w proble-
mie wyszukiwania réwnowag Nasha w grach n-osobowych. Dodatkowo, w
przypadku bardziej ztozonych zagadnien zwiazanych z punktami réwnowagi,
algorytm ADE umozliwia generowanie podobnych rozwiazan bez istotnego
zwigkszania naktadu obliczeniowego.

Oprécz wnioskéw zwigzanych z algorytmem ewolucji réznicowej mozliwe byto
takze zaobserwowanie pewnych zaleznosci zwiazanych $cisle z teorig gier i wyszu-
kiwaniem réwnowag Nasha:

e Podejscie oparte na prébkowaniu rozwiazan pozwala na wyznaczenie zbioru
rozwigzan dla kazdego problemu. Wraz ze wzrostem wielkosci gry jedno-
czesnie zwicksza sie liczba oczekiwanych rownowag Nasha. W potaczeniu z
zalozeniem, iz kazda gra posiada réwnowage o wsparciu rownym Inn losowy
wybér strategii aktywnych w danej iteracji algorytmu zwieksza szanse na
znalezienie rozwiazania.

e Wprowadzenie do gier n-osobowych algorytmu umozliwiajacego generowa-
nie rozwigzan przyblizonych umozliwito istotne zwiekszenie ztozonosci roz-
patrywanych problemoéw. Szczegdlna reprezentacja genotypu osobnika, w
ktorej liczba graczy oraz liczba strategii traktowana jest rownorzednie réw-
niez miata istotny wplyw na mozliwo$é analizy bardziej ztozonych proble-
mow.

e Ograniczenie zbioru strategii aktywnych dla poszczegdlnych graczy jest bar-
dzo istotne z punktu psychologicznego. Gracz operujacy niewielks liczba
strategii moze znacznie tatwiej podjaé¢ decyzje, niz w przypadku, gdy liczba
strategii aktywnych pokrywa caly zbiér strategii dostepnych dla pojedyn-
czego gracza. Rozwiazanie zaproponowane w rozprawie pozwala sterowaé
wielkoscig tego zbioru dajac uzytkownikowi wiecej mozliwosci.

Analiza wynikéw przeprowadzonych badan eksperymentalnych pozwolita wy-
snué¢ szereg wnioskéw. Stanowi jednoczesnie dobry punkt wyjscia do dalszych
badan nad zagadnieniem generowania rownowag Nasha w grach n-osobowych.
Pytaniem otwartym pozostaje maksymalny rozmiar gier, dla ktérych réwnowagi
Nasha mogg by¢ efektywnie wyznaczane przez adaptacyjny algorytm ewolucji r6z-
nicowej. Ponadto, istotnym zagadnieniem jest takze wyznaczenie zbioru strategii
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aktywnych nalezgcych do rozwiazania. Zagadnienie to zwigzane jest $cisle z opty-
malizacja kombinatoryczng i dobre efekty powinno przynies¢ w tym wypadku
zastosowanie algorytméw mrowiskowych lub symulowanego wyzarzania.
Zagadnienia zwigzane z algorytmem ewolucji réznicowej powinny by¢ rozwi-
jane w kierunku adaptacji parametrow, co prowadzi do ograniczenia ingerencji
uzytkownika w sam algorytm. Jednoczesnie duza skutecznos$é¢ opisanej metody
pozwala sadzi¢, iz inne metaheurystyki moga umozliwiaé generowanie satysfak-
cjonujacych rezultatéw w zblizonych problemach. Potwierdzenie tego mogloby
skutkowaé proba budowy hiperheurystyki stosowanej w problemach teorii gier.
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Tabela A.1: Czas dzialania algorytmu (znalezienie pierwszego rozwiazania) w se-
kundach - gry z kowariancja. Pierwsza czes¢ tabeli to wyniki dla algorytméw SM
oraz GNM, z kolei druga cze$é¢ to proponowane w rozprawie algorytmy DE oraz
ADE (min- minimum, max-maksimum, $red - warto$¢ srednia, med - mediana
oraz std - odchylenie standardowe)

l gra H SM H GNM

min max $red med std min max Sred med std
3pl0s || 12,01 197,04 | 100,79 | 133,86 | 84,2 0,54 95,26 | 12,6 2,28 31,01
3pl2s || 34,77 202,34 | 93,41 48,18 70,69 2,4 10,7 5,02 4,75 2,88
3plds || 31,29 133,31 | 73,63 64,96 44,25 2,6 4422 | 11,9 6,32 14,25
3plbs || 36,44 162,54 | 110,6 121,71 | 57,14 2,28 30,36 | 8,44 5,76 8,59
3pl7s || 89,63 231,46 | 168,08 | 183,16 | 72,1 2,39 36,46 | 16,34 | 13,39 | 11,63
3pl19s || 175,36 | 247,72 | 220,64 | 220,64 | 38,29 7,1 31,22 | 21,26 | 25,46 | 12,59
3p20s || - - - - - 14,33 | 62,06 | 30,89 | 16,28 | 27,01
4p5s 28,36 150,71 | 58,19 42,07 41,32 1,81 4,35 2,754 | 2,72 0,84
4pTs 17,46 236,23 | 104,4 91,34 81,95 3,27 6,89 5,06 4,35 1,53
4p9s 31,31 228,2 147,73 | 183,68 | 103,25 || 5,67 23,36 | 11,77 | 8,96 6,63
4p10s || - - - - - 9,5 18,77 | 14,13 | 14,13 | 6,55
4pl12s || - - - - - 63,43 | 63,43 | 63,43 | 63,43 | 7,48
5p5s 97,37 162,68 | 1154 146,67 | 68,49 1,58 8,72 5,05 5,31 2,36
5pbs 85,11 105,35 | 95,23 95,23 14,31 10,24 | 29,58 | 17,48 | 15,06 | 8,62
5pTs - - - - - 12,87 | 23,04 | 17,95 | 17,95 | 7,19

gra_ || DE I ADE

min max $red med std min max Sred med std
3pl0s || 2,51 2.8 2,58 2,38 0,01 || 1,2 1,4 1,26 1,25 0,06
3pl2s || 5,32 6,41 6,27 5,87 0,01 || 2,38 2,71 2,5 2,5 0,11
3plds || 12,35 13,47 12,86 12,86 0,01 || 4,43 5,03 4,67 4,62 0,21
3plbs || 18,15 19,57 18,39 18,37 0,09 || 5,99 6,6 6,2 6,18 0,17
3pl7s || 24,44 25,91 24,89 24,88 0,02 || 10,3 11,4 10,76 10,75 0,41
3p19s || 53,13 54,51 53,43 54,43 0,04 || 16,67 18,04 17,17 16,85 0,52
3p20s || 157,99 | 158,52 | 158,08 | 158,02 | 0,17 || 20,27 22,07 20,74 20,57 0,56
4p5s 0,68 0,89 0,82 0,82 0,04 || 1,11 1,81 1,3 1,22 0,2
4pTs 4,48 4,72 4,53 4,51 0,02 || 6,12 6,66 6,33 6,29 0,21
4p9s 20,16 20,31 20,19 20,23 0,09 || 22,45 23,85 22,99 23,07 0,41
4p10s || 39,47 39,58 39,55 39,55 0,03 || 39,46 40,67 40,13 40,22 0,43
4pl12s || 122,96 | 124,22 | 125,01 | 124,98 | 0,12 || 102,47 | 107,55 | 104,53 | 104,72 | 2,08
5pbs 29,02 29,64 29,33 29,11 0,01 || 22,46 24,23 23,46 23,49 0,6
5p6s 106,93 | 107,19 | 107,04 | 107,02 | 0,09 || 58,46 68,24 63,72 64,25 3,36
5pTs 203,38 | 205,39 | 203,96 | 203,68 | 0,61 || 169,57 | 186,25 | 177,8 177,57 | 4,46
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Tabela A.2: Czas dzialania algorytmu (znalezienie pierwszego rozwiazania) w se-
kundach - gry RoadMap. Pierwsza czesé tabeli to wyniki dla algorytméw SM oraz
GNM, z kolei druga cze$é¢ to proponowane w rozprawie algorytmy DE oraz ADE
(min- minimum, max-maksimum, $red - wartos¢ srednia, med - mediana oraz std
- odchylenie standardowe )

l gra H SM H GNM

min max $red med std min max Sred med std
3pl0s || 3,89 182,31 | 51 34,69 53,06 1,32 4,45 2,08 1,59 1,09
3pl2s || 6,87 70,12 18,77 14,43 18,83 1,25 8,11 2,99 1,75 2,67
3plds || 16,01 57,51 36,43 32,41 19,46 1,8 24,81 | 5,28 2,76 7,04
3plbs || 18,27 48,08 35,75 39,46 11,34 2,09 9,26 4,88 3,92 2,8
3pl7s || 21,24 75,87 51,91 55,28 22,86 3,54 13,15 | 7,92 7,62 3,94
3p19s || 18,5 98,91 57,03 53,68 40,3 6,32 32,49 | 15,45 | 9,47 11,17
3p20s || 25,86 69,69 42,5 31,97 23,73 13,08 | 68,83 | 43,72 | 49,27 | 28,28
4p5s 3,32 157,11 | 22,8 5,21 50,44 1,23 2,84 1,92 1,92 0,5
4pTs 3,56 28,89 14,71 14,83 10,33 1,77 5,72 2,98 2,34 1,45
4p9s 18,4 36,19 27,76 28,71 8,93 2,9 13,69 | 6,46 5,85 3,25
4p10s || 31,81 186,15 | 120,76 | 144,33 | 79,82 3,55 28,01 | 10,32 | 7,91 6,89
4pl12s || 217,51 | 217,51 | 202,17 | 202,17 | 21,68 8,07 52,03 | 22,86 | 1544 | 17,35
5p5s 3,9 585,12 | 151,72 | 45,75 223,86 || 3,12 14,84 | 5,65 4,36 3,46
5pbs 11,08 69,25 32,11 16,01 32,25 3,7 18,26 | 10,96 | 10,91 | 5,89
5pTs 56,01 173,28 | 114,64 | 114,64 | 82,92 8,73 41,26 | 18,7 12,66 | 12,96

gra_ || DE I ADE

min max $red med std min max Sred med std
3pl0s || 2,34 2,39 2,37 2,36 0,01 || 1,25 1,48 1,31 1,27 0,07
3pl2s || 5,85 5,88 5,86 5,86 0,01 || 2,38 2,78 2,56 2,56 0,13
3plds || 12,84 12,86 12,85 12,85 0,01 || 4,43 5,12 4,64 4,58 0,22
3plbs || 18,36 18,38 18,37 18,37 0,01 || 5,99 6,52 6,18 6,08 0,19
3pl7s || 24,73 25,14 24,85 24,82 0,12 || 10,33 11,76 10,9 10,83 0,5
3p19s || 54,38 55,5 54,85 54,46 0,04 || 16,66 18,4 17,35 17,1 0,71
3p20s || 157,82 | 158,75 | 158,14 | 158,03 | 0,33 || 20,25 21,48 20,77 20,66 0,51
4p5s 0,75 0,86 0,82 0,84 0,03 || 1,12 1,85 1,33 1,23 0,22
4pTs 4.5 4,57 4,53 4,53 0,02 || 6,12 6,78 6,41 6,35 0,26
4p9s 0,79 20,72 18,03 20,38 6,96 || 22,14 23,85 22,8 22,62 0,51
4p10s || 39,19 41,58 40,37 40,1 0,83 || 39,46 40,94 40,04 39,95 0,48
4pl12s || 124,81 | 125,22 | 125,02 | 125,05 | 0,15 || 101,47 | 105,67 | 104,19 | 104,56 | 1,17
5pbs 29,01 29,14 29,06 29,04 0,05 || 22,56 24,23 23,37 23,51 0,58
5p6s 106,37 | 108,57 | 107,76 | 107,94 | 0,7 58,46 68,24 63,05 62,71 3,33
5pTs 201,83 | 203,96 | 202,89 | 202,9 0,59 || 171,62 | 190,62 | 180,24 | 178,41 | 6,26
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Rysunek A.6: Czas generowania rozwigzania dla poszczegdlnych uruchomien -
algorytm GNM
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Rysunek A.9: Czas generowania rozwiazania dla poszczegdlnych uruchomien -
algorytm SM
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Rysunek A.10: Czas generowania rozwigzania dla poszczegdlnych uruchomien -
algorytm GNM
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Rysunek A.11: Czas generowania rozwigzania dla poszczegdlnych uruchomien -
algorytm DE



Dodatek A. Szczegotowe wyniki dla wybranych probleméw wyszukiwania

s

réwnowag

Nasha

126

L1 6 01 9| 11 £'6 01 9| 80| ¢'6 01 8 L'e | 8% 11 0 s,dg
L0 96 01 8 1| 76 01 Ll 11| %6 01 L ¢v | €%C 91 0 sodg
I'T| 9% 01 Ll s0| 86 01 8 |l 20| L6 01 8 g'e | 8% 01 0 sgdg
G'1 6 01 9 || 81 6 01 S 1 G'6 01 )] 7'e 4 11 0 || serdy
e'1 G'6 01T 9 || 61 G'6 01 9| 1| ¥6 01 9 ¢ | ¢'¢ 4! 0 || sordy
61 1'6 01 9| ¥'1 z'6 01 L g1 6'8 01 g g'e | T's g1 0 s6dy
0 01 01 01 0 01 01 01 0 01 01 01 8C | 61 6 0 s,dy
0 01 01 01T 0 01 01 01 0 01 01 01 67 | 6C il 0 sgdy
9'1 ¢'6 01 9| ¥'1 G'6 01 9 21 6 01 9 9C | T'1 8 0 || sozdg
1 G'6 01 9 || 61 z'6 01 9 || 61 16 01 9 9% | 9'¢ 11 0 || serdg
60| 96 01 Ll 20| 86 01 S| 80| 9% 01 8 Ly | g¢e ! 0 || sz1dg
0| 96 01 6| 'T| ¥'6 01 Ll ¥0| 86 01 6 L9 9 0% 0 || serde
0 01 01 01 0 01 01 01 0 01 01 01 8¢ | 9 (44 0 || syrdg
0 01 01 01T 0 01 01 01T 0 01 01 01 19 | ¢'7F L1 0 || serdg
0 01 01 01 0 01 01 01 0 01 01 or || T1% | 9'¢ 11 0 || sordg
Uum U@Hm Xew EME Uum U@Hm Xew EME Uum U@Hm Xew EME Uuw U@,Hm Xew QME
7 vAAV caqy 7 caAay | NND [ =S |

( omOpIRpUR)S SIUS[AYDPO - PIS ZRIO RURIPOUWL - POUI “RIUPAIS DSOLIRM - POIS
‘wnwisyew-xeuw ‘wnwium -utw ) dejNypeoy A18 - NND) ZRIO Y MOWIAIOSR B[P URZRIMZOI [DAUOIZO[RUZ R(ZIIT €'Y R[O(R],

AV WILIOS[R - USIWOYONIN OAUT0SZ0ZS0d €[ RIURZRIMZOI RIURMOIdUIS SRZ)) 'Y YounsAy

szds
L

s9dg
L

deppeoy A1
ssds szrdp  sotdy sedy  szdy  ssdy sozde serde s/Tde ssrde syide szide sorde
| | L | L | L | | | | | |

L 4

-

-

-

- -

-

0s
[3es] eluezeimzol ejuemolsush sezp

0oL

051



Dodatek A. Szczegotowe wyniki dla wybranych probleméw wyszukiwania
réwnowag Nasha 127

Tabela A.4: Liczba strategii aktywnych w rozwiazaniu - gry z kowariancja ( min-
minimum, maxmaksimum, $red - wartos¢ srednia oraz std - odchylenie standar-
dowe)

[ gra | SM | GNM | DE |

min | max | Sred | std || min | max | éred | std || min | max | Sred | std
3pl0s 5 7 6 1 8 15 12,3 | 2,2 13 21 17,8 | 2,5
3pl2s 6 11 8 1,6 8 21 13,5 | 4,5 18 25 21,5 | 2,2
3plds 5 10 7,2 2 6 19 13,6 | 3,9 21 27 24.6 | 2,2
3plss 7 9 7.8 | 0,8 7 20 13 4,3 19 30 26,1 | 3,9
3pl7s 11 13 11,5 | 0,8 11 19 14,8 | 2,8 23 37 29,2 | 4,9
3p19s 7 8 72 | 0,5 9 17 12,6 4 29 37 31,2 | 2,9
3p20s - - - - 11 24 15,3 | 7,5 31 39 34,6 | 2,4
4p5s 6 11 8,2 1,7 10 17 12,2 | 2,5 11 16 13,7 | 1,5
4pTs 6 9 7,2 1,1 9 17 128 | 2,3 15 22 184 | 1,7
4p9s 6 8 6,8 | 0,7 9 20 12,5 4 20 28 23,9 | 2,3
4p10s - - - - 13 17 15 2,8 17 33 25,6 | 4,5
4p12s - - - - 20 19 22 1,3 26 33 28,4 | 2,5
5pbs 8 11 9,8 1,3 10 17 13,3 | 2,4 16 21 184 | 1,5
5pbs 8 11 9,5 1 12 20 16,2 | 3,5 16 21 184 | 1,5
5pTs - - - - 13 19 16 4,2 18 28 22,4 | 2,7

Tabela A.5: Liczba strategii aktywnych w rozwiazaniu - gry RoadMap ( min- mi-
nimum, maxmaksimum, $red - wartos¢ srednia oraz std - odchylenie standardowe)

gra_ | SM GNM DE

min | max | sred | std || min | max | éred | std || min | max | Sred | std
3pl0s 5 9 5,8 1,4 5 13 84 | 3,3 12 21 176 | 2,7
3pl2s 5 6 54 | 0,8 7 18 10,8 | 4,2 18 24 21 2,1
3plds 5 5 52 | 0,4 9 20 12,2 | 3,7 20 26 23,4 | 2,2
3plbs 5 7 5,5 1 9 23 13,7 5 23 31 26,1 | 2,7
3plT7s 5 9 7 1,6 7 17 12,3 | 3,3 26 36 30,1 | 2,8
3p19s 6 9 7 1,7 7 16 11,1 | 3,2 26 38 32,1 | 3,8
3p20s 5 8 6,6 1,5 11 20 15,3 | 4,5 30 38 33,9 | 2,6
4p5s 6 8 6,7 | 0,9 6 13 85 | 2,5 11 16 13,5 | 1,7
4pTs 6 10 7,6 1,6 8 13 10,4 2 15 22 18 2,1
4p9s 6 10 7,6 2 7 20 13,3 | 4,2 21 26 23,4 | 1,8
4p10s 6 10 8,3 2 8 20 13,3 | 3,9 21 29 24,5 | 3,1
4p12s 6 8 72 | 0,8 11 20 15 3,7 19 33 288 | 4,1
5pbs 7 11 87 | 1,5 8 16 10,9 | 2,6 15 21 18,2 | 1,8
5p6s 7 10 8 1 9 14 11,1 | 1,7 17 21 19,2 | 1,3
5pTs 10 13 11,6 | 1,1 10 14 12 1,4 14 23 20,6 | 2,5




iwania

Dodatek A. Szczegotowe wyniki dla wybranych probleméw wyszuk

s

réwnowag

Nasha

128

6ST120°0 | £8902°0 | 89L6T°0 | £€523'0 | €24T0T°0 || SPLFO'0 || 98LFT°0 | APSTO | 1.2€20 | 10010 | sidg
16910°0 | 60%¢I°0 | S6TGI0 | TTLET0 | 1SG0T'0 || 92L50°0 | GSLIT'0 | TELGI'0 | G8CLTI'0 | 98%01°0 || s9dg
TTES0°0 | PSIPI'0 | 88CCT0 | 6S1€E°0 | L880T‘0 || S9180°0 | TE6¥T0 | SPOST'0 | GP9LT'0 | 6T1LTIT0 || sedg
L0TZ0°0 | €8LE8T°0 | #S8ET‘0 | 6L£9T°0 | €AFTT'0 || SATSO'0 | TEL0T'0 | S80TT'0 | ©€OTZ'0 | S$86L0°0 || sg1d¥
16¢80°0 | S¥E910 | TSTIT0 | €08¥c'0 | €1640°0 || L8290°0 | 9TOVT'0 | 8LL9T'0 | §GE€LE'0 | €¥911°0 || so1dy
TETE0'0 | ¥PEee'0 | L8820 | 90%9Z°0 | FESST0 || ©LES0°0 | L9691°0 | LTOST0 | LSE1G'0 | L£60°0 sedy
G0ES0'0 | €9T19T°0 | 860810 | 9€2462°0 | TEEOT‘0 || 282200 | ¥¥FST0 | TESST'0 | #E¥6C'0 | 8ZT0T'0 || s.d¥
LLT70°0 | 8€ST1°0 | 680710 | 655050 | 6I0TT'0 || &8¥S0'0 | 92SGI1°0 | @8LET'0 | 8%90%°0 | 252200 || sgdy
3g9€0°0 | TPSST'0 | I86¥I'0 | TFSSI0 | €0T°0 $6£60°0 | L6VET0 | G9G9T°0 | L8GGE'0 | 180800 || sozdg
Z9T¥0'0 | ¥T8T'0 | ¥SLT0 | L6ST2°0 | S80TTI‘0 || STSFO0 | ¥99ST°0 | #¥L9T°0 | 89620 | 208010 || s61dg
€5890°0 | 9GEST'0 | 90€LT1°0 | 1246920 | ¥SIT'0 || TATS0°0 | 8L0FT'0 | T€9ZT'0 | 16E8T'0 | #9890°0 || s,A1dg
66810°0 | T6GLT'0 | 8¢2LT1°0 | 9T6T°0 | TLOSTO || S970°0 | ¥SFPET0 | FISET'0 | 61S61°0 | 11890°0 || sc1dg
1Z1€0°0 | ZIT9T0 | 8L8ST0 | 98€6T‘0 | €O6TT'0 || 88T90°0 | TSPST0 | L6ST°0 | ¢¥I¥E'0 | 661L0°0 || sp1de
$%950°0 | €6061°0 | ©9LL1°0 | 269220 | S9T0T‘0 || 9¥6L0°0 | €6655°0 | #8681°0 | 6GEVE'0 | S¥¢S0'0 || se1dg
TTI0T°0 | APS61°0 | L8GG'0 | SPILE'0 | T¥EST'0 || 867500 | GGEPI'0 | STEET'0 | ¢090%'0 | 6£¥<0°0 || so1dg
.@um —u@g ﬁ@pm Xeuw EME ﬁam .@@E ﬁ@pm Xeuw QHE
YaAV eAqV eId
128600 | L9610 | €ELTC'0 | S¥SE0 | 64601°0 || 899600 | TS8ET0 | 969ST°0 | ¥0¥65°0 | 9LTF0°0 || s,dg
€E7S0°0 | 8€SGTI'0 | 69G€T°0 | 906120 | SS9S0°0 || 8890°0 | £€660°0 | €ESIT'0 | §8062°0 | ¥00£0‘0 || s9dg
$6280°0 | 6FLST0 | I9ST°0 | 899zE°0 | L8FPIT0 || 8STI80°0 | 89ZIT0 | €6SCT°0 | ££88¢°0 | ¢8¥e0‘0 || sedg
LT290°0 | 29720 | €70220 | 9990£0 | LE0T'0 || 6Z6TT0 | 9L0TT'0 | TS69T'0 | LL¥LE'0 | LT#E00 || sg1d¥
GGTO'0 | 2L9GFT‘0 | 98SPT'0 | TGLIT'0 | #€SEGI°0 || €1860°0 | 898TT0 | ©gohI‘0 | L8980 | L00T0'0 || so1dy
16¢90°0 | T6ST0 | TIST'0 | 9L282°0 | STEIT0 || #IF60°0 | 6€60°0 | €82E1°0 | 199€°0 | ©96£0°0 || s6d¥
€8720°0 | SLPT'0 | S8TIST'0 | SP6ET'0 | $99L0°0 || L0¥S0'0 | ¥8S0T'0 | g9¥EI0 | €9822°0 | €8%20°0 || s.dy
669500 | SSTT'0 | S09¥I°0 | 6S15°0 | ©8EL00 || 889£0°0 | 67L0T0 | 880T°0 | TT961°0 | 19100 || ssdy
98¢0°0 | 9FCEI0 | 99FET0 | GL9T1°0 | LSEOT'0 || 16€60°0 | ¢SSPI'0 | SILFI'0 | 6%09£°0 | 8¢6€0°0 || sozde
66670°0 | TF9FT0 | SOLFT0 | 819550 | ©SS80°0 || S6880°0 | ¢8SFI'0 | SF6STI'0 | 9628L0 | £88%0°0 || s61dg
8G0¥0°0 | SGGST'0 | ¥¥091°0 | 686120 | S860T°0 || SE€9S0°0 | ©9660°0 | 6L80T°0 | GE8SE'0 | £10S0°0 || sA1dg
9T€0°0 | 667020 | 9L61°0 | 922850 | 9SEF1°0 || TO6E0°0 | 8ZOTT'0 | 9£0T0 | 6€SLT1°0 | 80¥0°0 || scrde
99TT'0 | gL0T'0 | €8FT°0 | S98.£°0 | ¥090°0 || 20S¥0'0 | £€6860°0 | ¢L¥OT'0 | 8606T°0 | £g8%0°0 || sp1dg
FIT1S00 | 687ET°0 | 9T0GT'0 | TO0ST'0 | 9€950°0 || I¥620°0 | 8€660°0 | 8€960°0 | LSTST'0 | Golv0'0 || sg1dg
L€€50°0 | 1.60°0 | ¥6IT0 | SOP0OG'0 | 86¥L0°0 || £¥2L€£0°0 | 901600 | ©6060°0 | GS9ST°0 | 18200 | sordg
—uuw —uwa .U@.Hm Xeuw QME .@aw .@@E Uw.ﬁw Xeu QME
cdav ad '3

(omopIepur)s SIUS[AYOPO - PIS ZRIO RURIPAW - POUL ‘RITUPAIS DSOLIRM
- Pals ‘WNWISYeW-Xeul ‘Wnwiuu -ur ) tlouerremoy z £18 - gV zZeI0 H( MOUIAIOS[R B[P 3 [DS0)IRM SIURUMOIO] Q'Y B[R],




iwania

Dodatek A. Szczegotowe wyniki dla wybranych probleméw wyszuk

s

réwnowag

Nasha

129

GLe0°0 | 996T€°0 | 6FTTE'0 | 9847€°0 | 826520 || 8L250°0 | 60SF50 | 18955°0 | L9¥CE'0 | 6€€6T°0 || s,dg
€G890°0 | ¥LLT'0 | 668820 | ¥6£L£°0 | T5L0g'0 || c#690°0 | SE065°0 | ©6665'0 | 869680 | 6710 || s9dg
179L0°0 | 98%S2'0 | ©96.2°0 | 6E€88€°0 | 920320 || 99890°0 | 92000 | 9€01€0 | 6256£°0 | 609€5'0 || sedg
165L0°0 | 88925°0 | $98¢5'0 | Tg03e'0 | 6S0FTI0 || 18700 | T0LZ'0 | 85292°0 | 608T€0 | 980550 || sg1dy
9€650°0 | 6TLEG'0 | 991€2°0 | 18SG'0 | 9TF6T‘0 || TSPE00 | S8SL5°0 | 99092'0 | 986.5°0 | 6¥¢€z'0 || so1dy
FSGT00 | €¢L9%°0 | €€¢93°0 | GGGLE'0 | €6€5°0 || 29G20°0 | €¥IE'0 | 6££2C0 | 6GL1€0 | €9921°0 || se6dy
18990°0 | S0SZ‘0 | 92£€z'0 | TSI6C°0 | 1SOFI0 || I61€0°0 | 6L32'0 | ¥¢e¥e'0 | S¥e6c'0 | $#1S16°0 || sLdy
PI7E0°0 | 162850 | L08GG'0 | ©I19%'0 | 209610 || ¥STIE€0'0 | €1162°0 | €688c°0 | ©oe'0 | S€8¢€c'0 || sqdy
ZSTI80°0 | S86¥C'0 | 6FFE'0 | I8LEE0 | 996ET°0 || SSF60°0 | S90FE0 | SGES6E'0 | 8LG6E°0 | 800LT1°0 || sozde
6¥GE0°0 | GE86T'0 | €800 | ££S€°0 | €1892°0 || ¢26L0°0 | 816620 | 911LZ'0 | 9STI¥E'0 | ¥2O¥1'0 || s61dg
€¥7E0°0 | T0G6T'0 | L¥S61°0 | S8TEG'0 | S099T°0 || 890£0°0 | 696050 | 1S¥0C'0 | L86¥E'0 | 61€L1°0 || sA1dg
1€680°0 | ¢LOFTI'0 | 6869T°0 | L9€6T°0 | L¥VFOT'0 || LOSFO0 | €£80G°0 | 800220 | £089Z°0 | 9%191°0 || sc¢1de
GLL90°0 | G€09Z'0 | €€2CZ'0 | SOTE0 | PISLIO || €1SS0°0 | 820520 | €92.2°0 | 978¢€'0 | €8¢2z'0 || sy1de
PILP0'0 | 2L9285°0 | G6166'0 | 1199°0 | €¥¥91°0 || €0601°0 | 652620 | 99¥S5'0 | #995€0 | 819.0°0 || sg1dg
29.90°0 | ¥202°0 | SIELIZ'0 | 90650 | €ELFT°0 || ©8950°0 | ©S16g'0 | #000%'0 | 660S6°0 | 29¢11°0 || so1dg

—uum @@S @@nm Xeuw ﬁd.g ﬁpm .@@E U@.Hm Xeuw QME
cdav elel ©Is
€L60T°0 | 982620 | 265992°0 | ¥FLSE'0 | ©SOTT'0 || TET60°0 | 65850 | S¥8eZ'0 | S€L8'0 | ¥250T°0 || sidg
16920°0 | 9070€'0 | 26820 | L809€0 | 66681°0 || 9L080°0 | 9ZIST'0 | ¥SI6I'0 | SPESE0 | #S690°0 || s9dg

GEIG0°0 | ¥¥6C0 | ¥.28C'0 | TPOLE0 | SLTITE0 || 9FTL00 | TG6ET0 | LLILT'O | €G01€°0 | 6%260°0 || sedg
PIOTT'0 | S8TOFZ'0 | 6L9%C°0 | 82S6£0 | CSTTT'0 || 82¥60°0 | S€€6T'0 | 8cLLT'0 | 6CFF'0 | 8%SIT0 || so1dy
€8G90°0 | GEETIG'0 | 29,120 | 1S682°0 | €SPST0 || TPE80°0 | L1915°0 | €1516'0 | 980S€°0 | T1¥90°0 || so1dy
9G¥80°0 | 96L2°0 | 6228Z'0 | ¢R0LE0 | €I661°0 || 166L0°0 | S¥90T°0 | GE96T'0 | 6GGEL'0 | ¥61L0°0 || s6dy
30660°0 | €20 | 292FT0 | 9%9¢°0 | TT6ET'0 || 66LL0°0 | 6FEIC'0 | 8LSTZ'0 | 9082,£°0 | 282,00 || s.dy
€8090°0 | £L86G'0 | L£862°0 | T¢F9£'0 | ¢8LET0 || £€9.0°0 | 6€61°0 | S0T0G'0 | 8807E'0 | #0L0°0 sgdy
6S7E0°0 | STITG'0 | 8410 | £82ST'0 | ¢6SLT0 || T€9S0°0 | THGET'0 | LS9ET'0 | SLLT'0 | 160L0°0 || sozdg
18520°0 | 818650 | STS8G'0 | 94G0€°0 | 9%0S2‘0 || 9S7.L0°0 | #829T°0 | LLTIT'0 | 288550 | SLL¥0°0 || se1dg
1€820°0 | 850S2‘'0 | ¢9¥Sc'0 | S80SE0 | 97991°0 || S91S0°0 | 8SIT0 | 22921°0 | 2€S€C'0 | #L8S0'0 || si1dg
L¥€0°0 | T6ST0 | 90%91°0 | £1202°0 | 60ST1°0 || S62£0°0 | 6GSIT0 | FOITT'0 | S0S9T°0 | 99€£10°0 || se1dg
816900 | €196T°0 | 1S0TE'0 | TATOE0 | GE6ET'0 || 9FEFO'0 | 6€99T°0 | 90LT'0 | 12,6820 | L£880°0 || sp1de
75500 | 67810 | 110050 | 2609¢°0 | 1€921°0 || TSS0°0 | SLLI'0 | g€L9T'0 | €90¥¢'0 | ¥#1990°0 | sc1dg
16€L0°0 | 28%S2'0 | L9%92°0 | 9TT9L0 | CEI9T°0 || 20LS0°0 | TOPTI0 | 906GT1°0 | ©0.820 | 18%60°0 || sorde

—uuw —uwa .U@.Hm Xeuw QME .@aw .@@E Uw.ﬁw Xeu QME
cdav ad '3

(emopIepur)s SIUSIAYOPO - PIS ZRIO RURIPOUWL - POUL ‘RTUPAIS
9S0}TRM - POIS ‘WNWISYRUW-XeW ‘wnuIiuru -utu ) dejypeoy £138 - qy zel1o {( MourjLI103[e ©[p 3 10§01IRM STURUMOIO] )"V ®[OR],




Dodatek A. Szczegélowe wyniki dla wybranych probleméw wyszukiwania
réwnowag Nasha 130

o DE

@ ADE2
= ADE3
= ADE4

Ll

Minimalna warto$¢ €
0.10 0.15
.

0.05
L

0.00

3p10s 3p12s 3plds 3plS5s 3pl7s 3p19s 3p20s 4pSs 4p7s 4p9s 4pl0s 4p12s 5pSs  5pes  5p7s
Gry z kowariancja

Rysunek A.13: Dokladno$é dla uzyskiwanych rozwiazan - gry z kowariancja -
wartoéci minimalne
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Rysunek A.14: Dokladno$é dla uzyskiwanych rozwiazan - gry z kowariancja -

wartosci srednie
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Rysunek A.15: Dokladnoéé dla uzyskiwanych rozwiazan - gry z kowariancja -
wartosci maksymalne
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Rysunek A.16: Dokladnosé dla uzyskiwanych rozwiazan - gry RoadMap - wartosci
minimalne
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Rysunek A.17: Dokladnosé dla uzyskiwanych rozwigzan - gry RoadMap - wartosci
Srednie
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Rysunek A.18: Dokladnosé dla uzyskiwanych rozwiazan - gry RoadMap - wartosci
maksymalne
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