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Wstep

W celu utatwienia lektury niniejszej pracy, przedstawimy ponizej jej zarys. Dla zapew-
nienia wygody w redagowaniu twierdzen i ich dowoddéw, w pracy przyjeto, aby terminem
operator nazywa¢ odwzorowanie liniowe. Pierwszy rozdziat zawiera znane fakty z teorii
operatoréw (podrozdziat 1.1), ktére bedag uzyteczne w dalszych rozdziatach. Ponadto w
podrozdziatach 1.2, 1.3, 1.4 autor zamiescit swoje wyniki wtasne dotyczace teorii ope-
ratordw, ktore nie dotycza bezposrednio gtébwnego tematu rozprawy, jednakze stanowig
wazne narzedzie, stosowane niejednokrotnie w rozdziale drugim. W podrozdziale 1.5 au-
tor przedstawia przy okazji ,,nowy” dowod, znanego twierdzenia o rozktadzie polarnym
operatora okreslonego na skonczenie wymiarowej przestrzeni unitarnej.

Niech X, Y bedg przestrzeniami unitarnymi, h,f: X —Y operatorami oraz niech
£ € [0,1) bedzie ustalone. Prace [11], [12], [47] dotyczg operatorow zachowujgcych ortogo-
nalnos¢ lub prawie zachowujacych ortogonalnosc, tzn. spetniajacych odpowiednio warunki

WVIJGx octy => hxLhy 0.1)

lub
xLy = /xJ5ly, (0-2)

gdzie Jf oznacza przyblizong (prawie) ortogonalno$¢. We wspomnianych pracach wy-
kazano opis powyzszych operatorow. W konteks$cie tej klasy operatorOw narzucajg sie
nastepujace pytania. Czy operatory spetniajgce (0.2) mozna aproksymowac (przyblizac)
takimi, ktore spetniajg (0.1)? lle wynosi wtedy najmniejsza odlegto$¢ ||/ —h\ lub jak
ja oszacowac? Czy ta odlegtos¢ miedzy operatorami zalezy od e w taki sposob, ze im
mniejsze e tym mniejsza odlegtos¢ operatora h od operatora /? W ten sposob pojawit sie
problem stabilnos$ci, ktory w pracach [12] oraz [47] zostat rozwigzany.

Celem tej rozprawy jest zaprezentowanie nowych, niekiedy ogdélniejszych wynikéw do-
tyczacych zachowywania ortogonalnosci (lub podobnych relacji) przez operatory w prze-
strzeniach unitarnych badZ unormowanych. Autor rozprawy starat sie uog6Ini¢ wspo-
mniane wyniki dwoma sposobami. W pierwszym z nich ortogonalno$é oraz przyblizong
ortogonalno$¢ wektorow zastgpiono dowolnym (ale ustalonym) katem pomiedzy wektora-
mi oraz odpowiednio przyblizonym katem. Zatem chodzi wtedy o operatory zachowujace
(lub prawie zachowujace) dany kat. Podobnie jak wcze$niej, tak i teraz, pojawia sie pro-
blem stabilnosci. Uzyskane uogdlnienia pozwolity na otrzymanie dodatkowych rezultatow
takich jak na przyktad istotne wzmocnienie wynikéw z pracy [30]. Ponadto, ulepszono
znacznie pewien rezultat z pracy [47] w przypadku zespolonym. Wszystko, o czym teraz
wspomnielisSmy, znajduje sie w podrozdziatach 2.1, 2.2, 2.3 oraz 2.4 rozdziatu 2. Natomiast
w podrozdziale 2.5 prowadzone sg rozwazania na temat struktury zbioru wszystkich ope-
ratoréw prawie zachowujacych ortogonalnos¢. W szczegoélnosci wykazano tam, ze zbior



wszystkich operatorow prawie zachowujgcych ortogonalno$é jest otwarty w przestrzeni
B{X]Y).

Drugi spos6b uogo6lnienia operatoréw spetniajacych (0.2) lub (0.1) polega na rozwa-
zaniu przestrzeni unormowanych (w dziedzinie i przeciwdziedzinie operatoréw) zamiast
przestrzeni unitarnych jak dotychczas. Z kolei te uog6lnienia zostaty rozmieszczone w roz-
dziatach 4 oraz 5, ktOre sg rozwinieciem badz kontynuacjg tematow z [17] oraz [48]. Ponad-
to, rozdziaty 4 i 5 sg rdwniez uzupetniem do prac [16] i [38]. Oczywiscie aby uogoélnienia te
miaty sens, nalezy wczesniej zdefiniowac ,,nowe” relacje w przestrzeni unormowanej, ktore
bytyby odpowiednikami obu relacji J_, If. Nalezy przy tym zadbac o to, zeby ta ,,nowa
definicja ortogonalnosci”, zastosowana w przestrzeni unitarnej, zbiegata sie ze standardo-
wa ortogonalnos$cig. Rozdziat 3 jest wiasnie ukierunkowany na rézne sposoby definiowania
ortogonalnos$ci w przestrzeniach unormowanych. Poniewaz ortogonalno$¢ mozna definio-
waé na wiele sposobéw w przestrzeni unormowanej, autor duzy nacisk potozyt na relacje
ptx-ortogonoalnosci oraz p-ortogonalnosci, jak réwniez na operatory zachowujace te rela-
cje. Przedstawiony w tamtym rozdziale materiat, w szczegdlnosci w podrozdziatach 3.2,
3.3, stanowi kontynuacje tematyki badanej w pracach [17] oraz [19]. W podrozdziale 3.3
podano warunki rownowazne gtadkosci oraz semi-gtadkosci normy.

Warto w tym miejscu wspomnie¢, ze zagadnienia stabilnoSciowe operatorow, omawia-
nych w dwoch ostatnich rozdziatach, sg silnie powigzane ze stabilnoscig liniowych izo-
metrii. Ta ostatnia tematyka byta intensywnie badana juz od lat 60-tych XX wieku, na
przykiad w pracach [5], [6], [7], [20], [27], [35], [42].

Twierdzenia, lematy i wnioski bedace efektem badan prowadzonych przez autora, sg
podane zawsze z dowodem. Natomiast przy twierdzeniach innych autorow zawsze jest
podany odsytacz do prac, w ktérych mozna je odnalezé.



Spis oznaczen przyjetych w pracy

N={1,2,3,...},

A-1, at - dopetnienia ortogonalne (w przestrzeni unitarnej X) zbioréw A, {a} c X,
K(x\r) - kula o Srodku w punkcie x i promieniu r > 0,

K[x\r) - kula domknieta o srodku w punkcie x i promieniu r > 0,

S(x;r) - sfera o srodku w punkcie x i promieniu r > 0.

Jesli X jest przestrzenig unormowang, to
K(X) oznacza kule jednostkowa,

K(X) oznacza kule jednostkowg domknieta,
S(X) oznacza sfere jednostkowa.

Jesli Y jest druga przestrzenig unormowang, a V przestrzenig Banacha, to

L(X;Y) oznacza zbiér odwzorowan liniowych (operatoréw) f: X —*VY,

B(X-,Y) oznacza zbior odwzorowan liniowych i ciggtych (operatoréw ciggtych) f:X~">Y,
L (X) oznacza zbior L (X,X),

B (X) oznacza zbiér B(X]X),

X* oznacza zbidr funkcjonatow liniowych i ciggtych, tzn.: B(X;K),

U(B(V)) oznacza zbidr odwracalnych operatoréw z przestrzeni B(V),

| oznacza odwzorowanie /: X —X okreslone wzorem I(x) :=x dla wszystkich x G X,
I\ oznacza przestrzen R71z normg ||(Xi,..., xn)||i := |xi| + ... + \xn\,

I£° oznacza przestrzen M" z normg ||(ii,... jXn)!* := max{|xil,..., [xn[}.






Rozdziat 1

Witasnosci ciggtych operatorow
liniowych

Pierwszy rozdziat ma charakter przygotowawczy, w ktdrym gromadzimy niektore waz-
ne wiasnosci operatoréw liniowych. W kolejnych podrozdziatach tego rozdziatu uzyskamy
twierdzenia, ktdre bedg pomocne w dowodach gtéwnych wynikéw tej pracy.

1.1 Podstawowe witasnosci

Niech U, W bedg przestrzeniami unormowanymi nad tym samym ciatem K. Norma
operatora / : U —W jest zdefiniowana zwykle wzorem

A =sup{||I/x]] : [IX]] = 13 = inf{M ~ 0: Viet/ ||/z|]| » M]||x]|}.
Podobnie mozemy zdefiniowac
[/1 = inf{|/a;]| - |IxX|]] = 1} = sup {m ~ 0 : VxEU m\\x\\ ~ ||/z]||}.

Operator bedziemy nazywali ograniczonym z gory, jesli ||/|| < +o0o. Natomiast jezeli
0 < [/], to operator / nazwiemy ograniczonym z dotu (oczywiscie zawsze jest [/] < +00).
Operator / jest ciggty wtedy i tylko wtedy, gdy [|/|]] < +00. Mozna wykazac, ze jesli
0 < [/], to ker/ = {0}, a wiec / jest wtedy réznowartosciowy. tatwo widaé, ze

Wix\ A I/IHMI1 oraz L/TIMI < 1M1 dla wszystkich x G U.

Ponadto, nie jest trudne do wykazania, ze jesli istnieje jaka$ liczba m > 0 spetniajaca dla
kazdego x € X nierdwnos$¢ m||x|| < |[|/:r]|, to [/] jest najwiekszg liczbg spetniajgcy ten
warunek (czyli supremum jest osiggane).

Lemat 1.1 Niech U,V, W bedg przestrzeniami unormowanymi oraz zat6zmy, ze operatory
g€ B(U;V),/ GB(V;W) spetniajg 0 < B], 0 < [/]. Wbwczas:

(@ H/osli ZWfHgW;

(b) UYte] < [f°g]-

Dowod: Uzasadnimy druga nieréwno$é. Ustalmy x € U. Wtedy

[/HSHMI A [/HM < I/MII < ||(fog)X].



1.1. PODSTAWOWE WEASNOSCI

Najwiekszg liczbg m spetniajgcg m||.x|| ™ ||(/ 0 g)x\\ (oczywiscie uniwersalng dla wszyst-
kich x G U) jest [fog] zatem z powyzszych nieréwnosci dostajemy [/J)[<?] < [/°<?]- Dowdd
pierwszej nieréwnosci przebiega podobnie. [

Lemat 1.2 Niech f: U —W bedzie operatorem odwracalnym. Zatézmy, ze /,/-1 sg
ciagte. Wowczas:
(@ Wn= [pij oraz [/] =

(bl) jezeli ||/z]| = |[/]| oraz |Ix|| = 1, to /" 1(1j"~)| = [2-1V
(b2) jezeli ||/y|| = [/] oraz |ly|| = 1, to f-1(y~jf)| = s
Dowod: Z zatozenia/ ~ 0~ [/ \ wiec ||/|| » Ooraz ||/ *| ~ 0. Udowodnimy pierwszg

réwnos$¢ w podpunkcie (a). Druga dowodzi sie podobnie. Ustalmy dowolniey € W. Wow-
czas ||/(/-ly)|| 211H|/-13|- Zatem dla dowolnego y € W zachodzi ~ ||j/|| ™ ||/_13,

wiec Hir ~ czyli 0 < oraz Hfll ~ IF”
Jesli x G U, to [/_1]mH/MI ~ ||/-1(/x)]|. Stad dla dowolnego x £ U zachodzi ||/x]|| »

p=rj||®||, zatem ||/]| < Ostatecznie ||/|| =
Wykazemy jeszcze piko (bl). Zatdézmy, ze j|x|| = 1 oraz ||/x]|| = ||/|]. Wowczas z
podpunktu (@) wynika ¢ 1(lift) =IMm 1 =HINI = w :

Lemat 1.3 Niech f : U —>W bedzie operatorem odwracalnym. Jezeli 0 < [/], to f 1jest
ciggte oraz ||/-1|| < ~ .

Dowdd: Niech w GW \ {0} Wtedy [/]-[[/_IHI ~ 1I/(/-1u;)ll> zatem [|/_1u;]| < jIMI-
Ostatnia nierowno$¢ orzeka, ze / _1 jest ciagte oraz ||/_1|| H

Twierdzenie 1.4 Niech przestrzen unormowana U bedzie zupetna. Zatézmy, ze f\UA>W
jest ciagtym odwzorowaniem liniowym. Jezeli 0< [/], to f(U) jest przestrzenig zupeina.

Dowdd: Ustalmy ciagg (yn)n=12.. C /(£/) spetniajacy warunek Cauchy’ego. Dla kazde-
go n € N istnieje xn G U takie, ze fxn = yn. Skoro ciag (y,)n=i,2.. spetnia waru-
nek Cauchy’ego, to z nierownosci [/]e \\xk - xm| ~ \\fxk - fxm\ = \Wyk - ym\ wynika,
ze (xn)n=i2,.. rowniez spetnia warunek Cauchy’ego. Zatem istnieje xQ € U, takie, ze
nu%m = x0, poniewaz przestrzen U jest zupetna. Z ciggtosci operatora / otrzymujemy

H_igbj/n = -il_igh)fx n = fx 0 zatem cigg {yn)n= ma granice. ]

Lemat 1.5 Niech f: U — W bedzie operatorem i niech 7 > 0. WOwczas nastepujace
warunki sg réwnowazne:

(@) wvxyesw) : 7||/*Il| < W21/

(b) 7IVKI[/].*
Ponadto, kazdy z tych warunkéw implikuje ciggtosc f.

Dowdd: (a)=>(b). Skoro w nieréwnosci (a) wektory x,y moga by¢ dowolne ze sfery jed-
nostkowej, to / musi by¢ ciggte (bo jest ograniczone na sferze). Zatem ||/|| < +00. Prze-
chodzgc teraz z y do infimum po sferze jednostkowej otrzymujemy Vies(t/) : 71 101~ [/]e
Nastepnie przechodzac zid o supremum po sferze jednostkowej dostajemy 7||/||] ~ [/].



1.1. PODSTAWOWE WEASNOSCI

WykazaliSmy juz, ze (a) implikuje (b) oraz ciagtos¢ /. Pozostaje jeszcze do udowodnienia
implikacja (b)=>(a). Ustalmy x,y G S(U). Woéwczas 7 ||/x|| ™~ 7||/|| ~ [/] » \\fy\\- Skoro
wykazano juz, ze warunki (a), (b) sg réwnowazne, to (b) réwniez implikuje ciggto$é. =

Przypomnimy znane fakty z teorii operatorow okreslonych na przestrzeni Banacha. Od
tego momentu do konca podrozdziatu symbolami V, H bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio
zespolong przestrzen Banacha i Hilberta. Bedziemy rozpatrywac tylko przypadek V,H
{0}. Ponizsze twierdzenia i ich dowody mozna znalez¢ w ksigzkach [15], [37], [40], [44],

Twierdzenie 1.6 [15, str.158] Jezelif GB(V) oraz ||/|| <1, to | —f € U(B(V)).

Definicja 1.7 Zzbiora(/) := {A6 C :Al —f ¢ U(B(V))} nazywamy widmem operatora
feB(V).

Definicja 1.8 Liczbe r(f) :=infj >/||/n| :n = 1,2,...] nazywamy promieniem spek-
tralnym operatora f e.B(V).
Lemat 1.9 Zatézmy, ze f € B(V). Wdbwczas

@) jeslif GU(B(V)), tocr(/ 1) = o-(/)“\ gdziecr(/) 1:={A-1 GC:AGa(/)}.
@) jeslic GC, tocr(f—cl) = cr(f) —c.

Dowdd: Jezeli f eU(B(V)), to oczywiscie takze / -1 eU(B(V)) oraz 0 ¢. cr(f), 0 ¢ cr(/_1).
Nastepujgce warunki réwnowazne dowodzg (a): AGecr(/-1); XI —/ -1 ¢ U(B(V))\

fo(X1 - /-1) ¢ U(B(V))] Xf—I ¢ U{Biy))\ \I-f i UBV))-, j G A G <t(/)-1.
Kolejne warunki rdwnowazne dowodzg (b): A G a(f —cl), XI —(f —cl) ¢ U(B(V));
A+c)l-fTEU(B(V)); A+cG<t(/); Aea(f) - c u

Lemat 1.10 Niech f G B(V) bedzie odwracalnym operatorem okreslonym na zespolonej
przestrzeni Banacha. Woéwczas cr(f) C{A€ C:[/] ™ |A ™ ||/1}-

Dowdd: Inkluzjacr(f) ¢ {AGC :|A < ||/||} jest znana (zob. [15, str.160]), zatem wystar-
czy wykaza¢ a(f) C {AgC: [/] ™ |A}. Z twierdzenia o operatorze odwrotnym wynika
ciggto$¢ operatora f~1. Zatem z punktu (a) lematu 1.2 otrzymujemy [/] > 0. Nastep-
nie ustalmy A, ¢ {AGC:[/] < |A]}. Jesli A0 = 0, to Ac ¢ cr(f), bo / jest odwracal-
ny. Zatézmy teraz, ze A0~ 0. Wtedy |AQ < [/]. Z punktu (a) lematu 1.2 dostajemy

< jt\ = I~ 1r Zatem ¢ bo c (AGC:|A ~ ||/-1]}. Skoro
cr(/_1) = cr(/)-1 (lemat 1.9), to A’1¢ cr(/)-1. Stad AD ¢ cr(f), a to korczy dowdd. ]

Twierdzenie 1.11 [37, str.139] Niech f GB(H). Wowczas r(f) = sup{|A| : AG &(/)}m
Definicja 1.12 Powiemy, ze operator / G B(H) jest:

(@) samosprzezony, jesli / = /*;

(b) nieujemny, jesli (fx\x) ~ 0dlax GH.

(c) dodatnio okreslony, jesli jest samosprzezony oraz (fx\x) > 0 dla x GH \ {0}.

Twierdzenie 1.13 Jezeli f GB(H) jest samosprzezony, to wtedy

w1 =sup{|A] : Ag <(/)}. (1.1)



Dowod: Wykazemy réwnos¢ ||/n| = [|/||n. Oczywiscie ||/n] ™ ||/|In, zatem wystarczy
pokaza¢ [|/n| ™ ||/]|n-Ustalmy n G N. Wowczas ||/nx|[2= (fnx\fnx) = (/n+la:|/n_Ix) »
[|/n+1x||-||/n_1x||. Prowadzgc teraz dowdd indukcyjny ze wzgledu na n mozna fatwo z po-
wyzszej nierébwnosci otrzymac zalezno$c: jesli fx ~ 0, to fpx ~ 0 dla kazdego p G N. Stad

dlafx £ 0dostajemy Is Zatem ciag (|[)Cil||) jest niemalejacy, wiec

VY AN AW S TR e P A R

dla dowolnego x G X. Zatem dla kazdego |[x|| * 1jest \\fx\\n < [|/n]|, wiec [|/||[n * [|/n]].
Ostatecznie sup{|A| :AGcr()} =r(f) = inf{y/N\fn\: n=2,2,...] = ||/l ]

Twierdzenie 1.14 [44, str.349] Przypusémy, ze f G B{H). Wodwczas nastepujace wa-
runki sg réwnowazne

(1) [/ jest nieujemny,

(2) [/ jest samosprzezony oraz a{f) C [0,+00).

Mamy tez nastepujace twierdzenie o rozktadzie polarnym operatora.

Twierdzenie 1.15 [40, str.96] Niech f G B(H). Wowczas istnieja U,P G B(H) takie,
ze U jest czesciowgl izometrig, P jest nieujemny, ker/ = kerU oraz f = UP.

1.2 Baza wzgledem operatora

Ten podrozdziat zawiera lematy i twierdzenia niezbedne do prowadzenia dalszych
rozwazan. Udowodnimy tutaj twierdzenie o istnieniu pewnej szczegdlnej bazy, zwigza-
nej z odwzorowaniem liniowym. Przypusémy, ze //1,//2 sa przestrzeniami Hilberta oraz,
ze niezerowe odwzorowanie liniowe g: H1 —» //2 zachowuje ortogonalno$¢ (tzn. spet-
nia warunek Vx,yex xl.y => fxLfy). Wowczas g jest injektywne2 oraz istnieje zbior
B = {xt G Hi :t G T} niezerowych wektoréw parami ortogonalnych, takich, ze ich obrazy
rowniez sg parami ortogonalne oraz H1 = Lin B. Istotnie, wystarczy rozwazy¢ dowolny,
maksymalny uktad ortogonalny.

W tym podrozdziale okaze sige, ze czasami jest rowniez na odwr6t, tzn.: dowolne od-
wzorowanie liniowe, okresSlone na skonfczenie wymiarowej przestrzeni unitarnej, ma tg
wiasnosé, ze istnieje baza ortogonalna, ktérej obraz jest takze uktadem ortogonalnym. Co
wiecej, wsrdd wektoréw tej bazy znajdujg sie takie, ktdre realizujg norme operatora.

W calym podrozdziale przez X ,Y zawsze bedziemy oznaczaé przestrzenie unitarne
nad tym samym ciatem K G {M, C}. Niech odwzorowanie f : X —>Y bedzie liniowe oraz
zatozmy, ze dimX »~ 2.

Definicja 1.16 Mowimy, ze zbior wektorow {xt c X \ {0} :t G T} jest f-ortogonalnym
uktadem w X, jesli xjLxk oraz fxjLfxk dla wszystkich indekséw j,k G T takich, ze
j ™K. Mowimy, ze powyzszy zbior jest f -ortonormalnym uktadem w przestrzeni X , jezeli
dodatkowo ||xt| = 1dla kazdego t G T.

1tzn.: istnieje domknieta podprzestrzen K taka, ze U\k jest izometrigoraz U\K+ = 0; stad ker U =
2Wykazemy w nastepnym rozdziale, ze taki operator jest liniowym podobiefstwem, wiec tez injekcja.



Definicja 1.17 Mowimy, ze zbiér wektorow {xtGX \ {0} :t € T} jest f -ortogonalna ba-
zg w X , jesli jest uktadem /-ortogonalnym oraz X = Lin{xt GX :t GT}. Powiemy, ze
powyzszy zbior jest f -ortonormalng bazg w X , jezeli dodatkowo ||xt|| = 1dlat£ T.

Ustalmy ¢ G{t GK : |f| < 1} oraz zdefiniujmy relacje Zc C X x X wzorem
xZey x> (x\y) = c[lx|

Lemat 1.18 Zatézmy, zedimX =2, ci,c2GK oraz0 < |ci| = |c2| < 1. Niechx,y(ZS(X)
i niech f : X —>Y bedzie operatorem takim, ze ||/x|| = [|/]|, fy ~ 0 oraz xZdy, fxZ Xy.
Wtedy |[[/w]|| = 1/11-|jio|]| dla kazdego w GX oraz c\ = c2.

Dowdd: Z zatozenia dostajemy
(x\y)=cl1 oraz (fx\fy) = c2||//|| *||I/y]||- (1.2)
Definiujemy dwie projekcje ortogonalne3 Py: X —X, PfymY —*Y wzorami

P.M m= dla *6 X;  P,y(u) := dla u6Y.

Stad fatwo mozna uzyskaé ponizsze réwnosci

Pv(?) = ciV, Pfy(fx) = c2jjrfy -« (L3)
Najpierw uzasadnimy réwnosc
1> -Py(x)\\ = \\fx-Pfy(fx)\\. (1.4)
Skoro |[ci|] = |1 to prawdziwa jest rownos¢
I/H2 (1 - 2Re|cl2+ |Cl2) = /H2- 2Re ([c2|2(|/]]2) + [c2|2||/]|2.
Stad otrzymujemy
/112(1 - 2Re (CTC) + |c,|2) = /N2~ 2Re (iSALI/II-1/vIL) + M 21/112.
Podstawiajgc (1.2) do powyzszej rdwnosci dostaniemy
[|/f (1L- 2Re(Ef Mi/)) + |CiP||j,IP) = |I/[|» - 2Re ( %  (fx\fy)) + |c|s|g f,||/» f.
Przeksztatcajgc tg rownosé otrzymujemy dalej
lmz (IMI2- 2Re (x|ciy) + |[cij/||2) = ||/]|2- 2Re (fx\c2jjrfy} + c2j~fy

Stosujgc rownosci (1.3) mamy
'2(|Ix|I2- 2Re (x\Py(x)) + imWH?2) = |j/a:||]2- 2Re (fx\Pfy(fx)) + \\Pfv(fx)\\2

3Niech M bedzie domknieta podprzestrzenig przestrzeni Hilberta H oraz niech x € H. Wdweczas
istnieje doktadnie jeden element Pm (x) 6 M spetniajgcy rownos¢ [[x —Pm (x)\ = dist(z, M). Ponadto,
funkcja H B x im»Pm (x) € H jest ciggtym odwzorowaniem liniowym (por. [15, str.95,96], [44, str.333]).
W przypadku M = Lin{m} stosujemy zapis Pm.



i ostatecznie
X- Py{x)f = \\fx - Pfy{fx)

wiec rownos¢ (1.4) jest uzasadniona.
Z definicji projekcji wynika

/@ - Pfy(fx)\ = dist (/*>Lin(/y}) » (1.5)
Ponadto / (Py(x)) = f{cxy) = Cify G Lin{/y}, zatem

Ifx ~ Ply(fa:)]| ~ |Ifx - /1 (Py(x))]l- (1.6)
Korzystajac kolejno z rownosci (1.4) oraz nieréwnosci (1.6) mamy

- PW|

Wi- PI(EX)N< W1- [ (P>M)II =
/(% -F» ML < I/1-11%-3»M 11-

Zatem z ostatnich réwnosci i nieréwnos$ci wynika, ze musi by¢
fx - Pfy(fx)\\ = [|fx - / (Py(X))|].
Stad i z réwnosci (1.5) wnosimy, ze w punktach Pfy(fx), f(Py{x)) realizuje sie¢ odlegtos¢
dist (fx,Lin{/y}); ale taki punkt jest dokfadnie jeden, zatem
Pfy (/*) = / (Py(x)) m (1.7)

Ze wzoréw (1.3) i (1.7) dostajemy c2MLfy = /(ciy), a stad

C2|I Imy||f y =Clfy

czyli QiMbi = Ci- Skoro ICil = M >to widaé. ze iHi = 1zatem W11 = Il/yll = 1I/xI-
Wracajac do (1.8) mozemy obliczy¢, ze ¢\ = c2. Jedna cze$¢ tezy jest juz udowodniona.
Wykazemy jeszcze, ze / jest podobienstwem. Niechw G X bedzie dowolnie wybranym
wektorem. Skoro x,y sg liniowo niezalezne4, a dimX = 2, to w = ax + (3y dla pewnych
a,/3 GK. Wiemy juz, ze ||/x|| = |I/|| = ||ly]| oraz ci = c2=: c. Wowczas
I/H12 = lafx + (3fy\2= ||a/x||2+ 2Re (afx\/3fy) + \(3fy\2 =

al2||/x]|2+ 2Re (ocp (fx\fy)) + |/3]2]|/y||2 =

a\2\\fx\\2 + 2Re(aEc\\fx\\-\\fy\\) + \(32\\fy\\2 =

q2||//112+ 2Re (a/?c||/||2) + |/312||/]|2=

N120MN2+ 2ReM Q) +...., =

I7112(H 2[[x|l2+ 2R e("(x]y)) + [*2lyll2) =

2 (IM 12+ 2Re (ax\(3y) + \BW\2) = ||/]|2-]lax + /?y]|2 =

12-1M12,

zatem odwzorowanie liniowe / jest podobienstwem.

*Z pierwszej réwnosci w (1.2) oraz zatozen wynika, ze | (X\y) \< ||x|| |li/]l, wiec X, y sa liniowo niezalezne.



Lemat 1.19 Niech 41,92 [0,6] —R bedg funkcjami ciggtymi.
(1) Jesli 51(a) < £2(0) oraz gi(b) > g2{b), to istnieje k € (a, b) taki, ze gi(k) = 32(")-
(2) Jesligi(a) ™ 32(°) oraz 9iQ) ™ 92(b), to istnieje k € [a, 6] taki, ze gi(k) = 92(")-

Dowdd: Wystarczy zastosowac¢ wasno$é Darboux do funkcji h := g\ —qi. |

Lemat 1.20 Niech dim AT = 2. Niech f : X —>Y bedzie odwzorowaniem liniowym i injek-
tywnym. Zat6zmy, ze wektory a, b € S(X) speiniajg atb orazfa+fb. Woéwczas [/] = ||/a]|
oraz W1 = II/&H (albo odwrotnie: [/] = ||/6| oraz ||/|| = \\fal\).

Dowdd: Zatézmy np., ze ||/a]| ~ ||/6|. Niech w = aa + (3b bedzie dowolnym wektorem o
normie rownej 1, tzn. |a|2+ |[?]2= 1. Wtedy ||/w |2 = \\afa+(3fbw = ||a/a]|2-|-||/?/6|]2 =
M 1/all2+ m\fb\\2> M2||/°||2+ |/?]2||/a]|2= ||/a]|2.

Podobnie ||/u;]|2 = \afa + fifbf = |ja:/a||2+ \3fbw = |a|2||/a]]2+ |/3]2]|/6]]2 <
|al2||/6]|2 + |/?2]|/6]]2 = W&2 w ten sposéb wykazaliSmy, ze dla kazdego w € S(X)
zachodza nieréwnosci ||/a|| < ||[/w]|| < ||/6]|, zatem [/] = ||/a]| oraz ||/|| = ||/6] |

Lemat 1.21 Niech dimA” = dimY = 2. Niech f: X —»Y bedzie odwzorowaniem li-
niowym i injektywnym. Zatézmy ponadto, ze ||/x|| = ||/]| oraz ||/y|| = [/] dla pewnych
X,y € S(X). Wtedy zachodzg trzy nastepujgce warunki:

(A) yu€X : xlu = fxLfu;

(B) Vwex my-lw = fy+fw.

(C) jezeli [/] < 1M, to wowczas xx.y oraz fxA.fy.
Dowdd: Najpierw udowodnimy (A). Jesli u = 0, to implikacja jest prawdziwa. Wybierzmy
wektoru £ X\{0}. Bez straty ogdéInosci mozemy zatozyé¢, ze ||u|| = 1 Niech xxu. Zatdzmy

dla dowodu nie wprost, ze (fx\fu) 7 0. Wtedy dla pewnego 7€ K takiego, ze 0 < \g\< 1
zachodzi5 (fx\fu) = 74|/:r||-||/it||. Istnieje liczba a € K taka, ze ar\ € (—1,0) oraz \c\ = 1

Awystarczy a = — Zdefiniujmy teraz fi := arj € (—1,0) oraz wektor p := <rx. Stad
pi.it, WA\ = Il/pH = \\fx\\ oraz ||p]| = 1 Nastepnie z rownosci a (fx\fu) = ar]\\fx\\-\\fu\\
otrzymujemy </p|/u) =A*||/p]|-|l/«]|.
Definiujemy funkcje 7 : [0,1] —»S(X) wzorem
7%) = B ¥ Y dla e [0>1]e
Zauwazmy, ze 7(0) = u i 7(1) = p. Nastepnie definiujemy kolejne dwie funkcje ¢ [0,1] —
IRoraz ip: [0,1] —R wzorami
M = <pfr<0 >, m =
Funkcje tp, ip przyjmuja tylko wartosci rzeczywiste. Istotnie,

) r ( tp+(l-t)u \ V
- fp i \ i if if \ |
n) \ 1/PHL 11/(7(0)11  / Fp + (i-0«II-11/pIM1/(7(0)irw w

+ 1Jtp+(1-0<I|-|l/p||-[1/(7 ()11 </PIU> =
£l/pl2 (1 —0)fj, \Wip\-\\Ful\
= Wp+ (1- <uf *Wp\ =T (7)1 + \Wp+ (1 - tyule|[/p|| <H (DLl €R -

5Oczywiscie nie moze zachodzi¢ [7j| = 1, bo wektory fx,fu sg liniowo niezalezne.



Podobnie uzasadniamy <f(t) e M
tatwo widaé, ze <N0) = 0, y?() = 1) V(O) = A< 0, oraz ~(1) = 1 Funkcja if>jest
ciggta, co z uwagi na wiasno$¢ Darboux, daje nam

ip(t0) = 0 dla pewnego tOe (0,1). (1.9

Skoro <pt0) = {p\j(t0)) = (p|litpt(i-tHI) = |t+(i-tQu|’ to <Po) > O Zdefiniujmy
jeszcze czwartg funkcje d : [0, 1] —»R przez

0(0 := MOI-

Skoro i?(0) = |/x|, 19(t0) 0, to wowczas (30) < i9(0) oraz <p(t0) > fI(t0). Z lematu 1.19
wynika istnienie t\ £ (0,tQ takiego, ze <p(ti) = i9(ii).

Niech ci := <p(ti) oraz c2 := ip(ti). Wtedy [cX| = \c2\, pZclj(ti), a takze fp ¢ CX{I{ti))-
Ponadto ||/p|| = ||/]|. Skoro / jest r6znowartoSciowe, a 7 (1) ~ O, to takze /(7 ("1)) 7 0.
Mozemy teraz skorzysta¢ z lematu 1.18, z ktérego wynika, ze / jest podobienstwem®6.
Zatem, jesli xI_u, to takze fxLfu, a wiec sprzeczno$é z (fx\fu) 7 0.

Teraz wykazemy (B). Zatézmy, ze ytw. Niech a := -*j*. Z lematu 1.2 otrzymuje-
my réwnos$¢ ||/-1a|| = ||/_1||. Ustalmy teraz wektor u €Y \ {0} taki, ze at.u. Stosujac
udowodniony juz warunek (A) do operatora f~1 (oraz jednocze$nie do wektora a) otrzy-

mujemy, ze f-'aLf-"-u. Stad f~1 +/~V czyli wiec yA-f~lu.

Uwzgledniajac dimX = 2,y L/-1« oraz yLw zauwazamy, ze w = af~1u dla pewnego
a GK, a zatem fw = au. Ostatecznie z aJ_u mamy -jj*-Lcm, co implikuje /yJ_/w.

Pozostaje do wykazania jeszcze (C). Ustalmy wektor a € taki, ze aJ_x. Z udo-
wodnionego juz podpunktu (A) wynika, ze tez faxfx. Teraz z lematu 1.20 i rownosci
[I/x|| = d/ll, wynika, ze [/] = |[|/a]|. Skoro a,x sg liniowe niezalezne i dimX = 2, to

y = aa + fix dla pewnych a, 3 G K takich, ze |o;2+ |/?12 = 1 (bo |ly|| = 1). Wtedy
\Wfy\2 = \\afa + (3fx\\2 = Wafa\\2 + ||/?/x]|2. Stad [/]2 = |a|2[/]2 + |/3|2]|/]|2- A zatem
(i- M2)[/12 = |?2]|/12, czyli |?|12[/]2 = \0\2WA\2. Skoro [/] < ||/||, to O = 0, wiec
y = aa oraz fy = afa. Wiemy, ze x_La oraz /x_L/a, a to oznacza takze x_Ly, /x_L/y. m

Jako wniosek z powyzszych lematéw mozna uzyska¢ ponizszy fakt, bez zatozenia o
wymiarze przestrzeni.

Twierdzenie 1.22 Niech X ,Y bedg przestrzeniami unitarnymi. Niech f : X —>Y bedzie
odwzorowaniem liniowym i injektywnym. Zat6zmy ponadto, ze \\fx\\ = ||/|| oraz \\fy\\ =
[/] dla pewnych x,y € S(X). Wtedy zachodzg trzy nastepujgce warunki:

(A) VD : xt.u %> fxtfu;

B) WV 0:y-Lw => fy-i-fw.

(C) jezeli [/]1 < ||/|| , to wowczas xx.y oraz /Ixxl/y.

Dowdd: Warunki (A) oraz (B) dowodzi sie w ten sam sposéb, dlatego uzasadnimy tylko
(A). Ustalmy u G X \ {0} taki, ze xtu. Wobwczas odwzorowanie /|Lin{x,u}: Lin{x, u} —»
f (Lin{x, it}) speinia zatozenia powyzszego lematu, w szczegoélnosci |/|Lin{i,u}| = 1/~
(doktadniej: [|/|[Lin{*«|| = Il/zllu”™/s./u})- Zatem fxLfu.

6Skoro / jest liniowym podobienstwem, to mozna wykaza¢, ze istnieje stata v ~ 0 taka, ze dla wszyst-
kich wektoréw w, z £ X jest (fw\fz) = v (W\z).



Wykazemy jeszcze (C). Rozwazmy odwzorowanie /|Lin{i,y}: Lin{x, y} —/ (Lin{.x,y}).
Mozemy teraz do tego odwzorowania zastosowa¢ podpunkt (C) z lematu 1.21. Wtedy
wektory x,y sg ortogonalne w podprzestrzeni Lin{x,y}, a wiec takze w X. Podobnie
ortogonalnos¢ flun{x,y}(x)xf\un{x,yHy) implikuje /x_Ll/y. |

Uzywajgc symbolu dopetnienia ortogonalnego zbioru, mozemy powyzsze twierdzenie za-
pisa¢ w podanej nizej postaci. Zapis ten bedzie wygodniejszy w kolejnych rozwazaniach.

Twierdzenie 1.23 Niech X ,Y bedg przestrzeniami unitarnymi. Niech f : X —Y bedzie
odwzorowaniem liniowym i injektywnym. Zat6zmy ponadto, ze ||/x|| = |[|/|| oraz ||/y|| =
[/] dla pewnych x,y € S(X). Wtedy zachodza trzy nastepujace warunki:

(A) W0: uexL = fu e {fx}X;

(B) s w Gyl = fw e {/y}-L

(C) jezeli [/] < /1 , to wowczas x_Ly oraz fxtfy.

Wykazemy teraz gtdwny wynik podrozdziatu, ktory orzeka, ze kazdy r6znowartosciowy
operator okre$lony na skonfczenie wymiarowej przestrzeni unitarnej zachowuje ortogonal-
no$¢ pewnej bazy (tzn. obraz tej bazy jest uktadem ortogonalnym w przeciwdziedzinie).

Twierdzenie 1.24 (o bazie wzgledem operatora) Niech X,Y bedg przestrzeniami
unitarnymi oraz niech dimX = n ~ 2. Zal6zmy ponadto, ze f: X —mY jest liniowym
odwzorowaniem injektywnym. Wowczas istnieje n wektordw jednostkowych xi, X2, ..., xn €
S(X), ktore spetniajg [/] = [|/xi|]|] ~ \\fx2\ ~ A Ixn| = ||/]|, a takze xjl.xk oraz
fxjxfxk dla wszystkichj ~ k gdziej, k= 1,2,..., n.

Dowod: Jedli [/] = ||/||, to / jest podobiefstwem. Ustalmy teraz dowolng baze ortonor-
malng {ei,..., en} C X. Wtedy /efcJ_/emdla k * m gdzie k,m = 1,... ,n.

Rozwazymy teraz przypadek kiedy [/] < ||/||. Przeprowadzimy dowod indukcyjny ze
wzgledu na wymiar przestrzeni X. Niech n= 2 i rozpatrzmy odwzorowanie f: X —*f(X).
Skoro przestrzen X jest skonczenie wymiarowa, to sfera jednostkowa jest zbiorem zwar-
tym, / jest ciggte, zatem funkcja S(X) 9 i h ||/x| € IRrealizuje kresy. Wtedy istnieja
dwa rozne wektory xi,x2 € S(X) takie, ze ||/xi|| = [/] oraz |[/a?21 = ||/||- Z twierdzenia
1.22 (warunek (C)) dostajemy

xi_| x2 oraz fxi_l /x2,

zatem dla n = 2 twierdzenie jest udowodnione.
Zatbézmy teraz, ze n = 3. Znowu ze zwartosci sfery wynika, ze dla pewnych xi,x3 G
S(X) jest [/]1 = |I/xi]l, |I/]| = |[/a:3]. Stosujgc punkt (C) z twierdzenia 1.23 dostajemy

£i 1 X3 oraz /X1-L/X3.
Stad i z punktow (A), (B) z tego samego twierdzenia dostajemy warunek
VweX : u;e{xi,x3}L =» fwe{fxufx3}
ktory pozwala rozwazy¢ operator

| KxIf*3}J-: -» {fxi,/x3}x.



Skoro w tym etapie dowodu dim X = 3, to dim{xi, 03}1 = 1. Wybierzmy teraz dowolnie
wektor jednostkowy x2 G {xi, X3}1. Wowczas {xi,x2,x3}jest bazg /-ortonormalna, czyli
twierdzenie jest prawdziwe réwniez dla n = 3.

Ustalmy teraz dowolnie n > 3 i zatézmy, ze twierdzenie zachodzi dla kazdego m e N
takiego, ze 2~ m < n. Ponownie z zatozenia o skoficzonym wymiarze wynika, ze istnieja
dwa rozne wektory Xi, x,, e S(X) takie, ze ||/xi|| = [/] oraz ||/xn] = ||/||]. Z twierdzenia
1.23 (warunek (C)) dostajemy

xx-Lxn oraz /xi-L/xn. (1-10)

Uwzgledniajac jednocze$nie podpunkty (A), (B) z twierdzenia 1.23 oraz (1.10), otrzymu-
jemy warunek
VWx @ w G {xi.Zn}1 => fw € {/xi,/xn}x, (1.11)

ktory umozliwia rozwazenie operatora /|{Ii>Xi}H : {xi,xn}x — {fxi,fxn}+. Oczywiscie
dim{xi, xn}x = n—2, zatem z zatozenia indukcyjnego7 wynika, ze istnieje n —2 wektorow
X2,X3,...  X,_I €S ({x*Xn}1) takich, ze ||/x2| ™ [|/x3| < .~ ||/xn_i||, a takze

Xjlik oraz f\{xuxn}x(xj)xf\{xuxn}x{xk), gdziej £ k, j,k=2,...,n- 1. (1.12)
Skoro x2,eemXn_i G {xi,xn}t, to z (1.10), (1.11) oraz z (1.12) dostajemy
X I Xcoraz fij-L/x* dlaj ~ k, j,k=1,...,n.

UzasadniliSmy wiec, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n, co koiczy indukcyjny dowdd
twierdzenia. ]

Rozwazmy n-wymiarowg przestrzeri wektorowg V oraz dwa dowolnie ustalone ilo-
czyny skalarne (-1-*, (-]-)2 Jesli teraz zdefiniujemy odwzorowanie liniowe
f:o v, D) =M ()2 wzorem fx := x, to wowczas z twierdzenia o bazie wzgledem
operatora otrzymujemy nastepujacy wynik.

Wniosek 1.25 Dla dowolnych dwdch iloczynéw skalarnych okreslonych w tej samej, skon-
czenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V, istnieje baza w V, ktéra jest ortogonalna
jednoczes$nie w sensie obu iloczynéw skalarnych.

Jako drugi wniosek mozemy teraz podac rezultat, w ktérym nie ma zatozenia o injek-
tywnosci odwzorowania. Wykazemy w ten sposéb, ze dla ustalonego operatora / istnieje
/-ortonormalny uktad bedacy bazg w X.

Twierdzenie 1.26 Niech X,Y bedg przestrzeniami unitarnymi oraz niech dimX = n.
Zatézmy ponadto, ze f : X —>Y jest liniowym odwzorowaniem. Wdwczas istnieje n wek-
toréw jednostkowych Xi,x2,... ,xn e S(X), ktdre spetniajg [/] = ||/xi]|] < ||[/x2| N
[I/xn| = I 1 atakze X | Xt oraz fxjLfxk dla wszystkich j ~ k gdzie j,k = 1,2,... ,n.

7Teraz wida¢ dlaczego musieliSmy dowodzi¢ réwniez dla n = 3. Indukcje ,,zaczeliSmy od 2”. Gdyby
»przypadek dla 3” nie zostat udowodniony, to w drugim etapie dowodu indukcyjnego nie mogliby$Smy np.
dla n = 3 korzysta¢ z zatozenia indukcyjnego, bo wtedy n —2 = 1, a rezultat nie jest prawdziwy dla
k = 1, gdyz baze ortonormalng rozwazamy w co najmniej dwuwymiarowej przestrzeni.



Dowod: Zatozmy, ze dim ker/ = k oraz dim (ker /)" = m, gdzie k+ m = n. Odwzorowanie
/1(ker/)L: (ker/)"1 —»y jest injekcja i spetnia zatozenia poprzedniego twierdzenia, wiec
istniejg jednostkowe wektory xi,x2,...,xm G (kerZ)"l, parami ortogonalne i takie, ze
ich obrazy sg réwniez parami ortogonalne. Nastepnie wystarczy ustali¢ dowolne wektory
Xxm+i, xm+2 mmxm+k G S(X) fi ker/, parami ortogonalne. u

WykazaliSmy w ten sposob, ze /-ortonormalny uktad bedacy baza zawsze istnieje
(oczywiscie przy zatozeniu, ze dziedzina jest skonczenie wymiarowa) i wsrod wektorow
tej bazy istnieje wektor realizujgcy norme operatora /. Okazuje sie, ze jest rdwniez na
odwroét. Jedli wybierzemy jaka$ inng baze /-ortonormalng, to wsérdd jej wektorow zawsze
znajdzie sie wektor realizujgcy norme operatora /.

Twierdzenie 1.27 Niech X, Y, f bedg takie, jak w zatozeniach poprzedniego twierdzenia.
Zalézmy, ze xi, x2,m., xn jest dowolng f -ortonormalng baza w X . Wowczas dla pewnych
wektoréw xj, Xk z tej bazy mamy [/] = \fxj\\ oraz ||/|| = ||/xfc]||.

Dowdd: Bez straty ogoélnosci, mozemy zatozy¢, ze wektory sg tak ponumerowane aby
n
[|[fari|| < H/X20~ < ||/xn]|- Ustalmy dowolnie wektor jednostkowy x = 52 otpxp, tzn.

p=1
n

_lap|2= 1- Wbwczas
p=i

. = iapi2 \\IXP\2 A 57 iapi2 WA\ =
p: p=1 P=1

n

=WIiXnfrKI2=lifxn

p=1

2

W ten sposéb pokazaliSmy nierowno$¢ ||/x|| ~ ||/xn| dla dowolnego x G S(X). Prze-
chodzac z x do supremum po sferze otrzymujemy ||/|| < [|/xn], a stad ||/|| = [|[/xn].
Podobnie mozna pokaza¢ réwnosé [/] = ||/xi]|. [

Ostatnie twierdzenie sugeruje sposob wyznaczenia normy operatora. Niech / bedzie
danym operatorem (caty czas zaktadamy skoriczony wymiar dziedziny). Nastepnie wystar-
czy znalez¢ dowolng /-ortonormalng baze; zatozmy, ze tg znaleziong bazg jest wi,... ,wn.
Zgodnie z twierdzeniem 1.27, wsrdd liczb H/iWi||, me, ||/wn| jest norma operatora /. Za-
tem zamiast szuka¢ wektora realizujacego norme operatora na catej sferze jednostkowej,
wystarczy szuka¢ na pewnym skoficzonym podzbiorze sfery.

W konicowej cze$ci podrozdziatu zbadamy czy dla r6znowarto$ciowego operatora / jest
mozliwe powiekszenie danego uktadu /-ortonormalnego. Dalsze twierdzenie i przykiad
pokaza, ze jest to wykonalne o ile dopetnienie ortogonalne tego uktadu jest dostatecznie
duze. Niech W bedzie przestrzenig unormowana.

Definicja 1.28 Powiemy, ze zbior A ¢ W* jest totalny gdy MI€iW{o}3v?eA : <p(X) 7 0,
lub réwnowaznie, gdy Vievr [(V”a <p(X) = 0) = x = 0].

Twierdzenie 1.29 Niech W bedzie przestrzenig unormowana oraz niech ipi, ..., mGW*.
Jezeli dimW > n, to zbidr {y?i,..., nie jest totalny.



Dowdd: Wykazemy, ze dim KL ker (fik ~ 1- Zalézmy najpierw, ze dimW = m < 00

(stad n < m). Niech B = {&,b2,..., bm} ¢ W bedzie ustalong bazg w W. Rozwazmy
uktad rownan (fii{x) = 0,..., n(x) = 0 gdzie8 x = (xi,x2, mm xm) € W. Z twierdze-
nia Kroneckera-Capellego otrzymujemy nietrywialne rozwigzanie tego uktadu, poniewaz
liczba niewiadomych jest wieksza od Iiczl:r)]y rownan. Zatem zbior rozwigzan tworzy nie-

trywialng podprzestrzen w W, stad dimf:‘:|:iker’\* NL

71
Rozpatrzmy teraz przypadek dimVT = o0o. Wykazemy, ze dim QI ker</?fc = 00. Prze-
$

prowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na liczbe funkcjonatow. Niech n = 1. JeSli
= 0, to W = kert/Ji, a wiec dim ker ipi = 00. Niech teraz / 0. Wtedy dla pewnego
w GW \ {0} mamy réwno$¢9 W = Lin{u>} © ker”i, wiec dim ker (fi\ = oo.

Zatozmy teraz, ze twierdzenie zachodzi dla ustalonego n > 1. Pokazemy, ze zachodzi
rowniez dla n + 1. Ustalmy <pi,..., tpn,ipn+l 6 W*. Podobnie jak przed chwilg, mozemy
uzasadni¢ dim ker (fin+\ = o00. Zauwazmy, ze dla k = 1,...,n prawdziwa jest rownos¢
keryjn+l n kery k = ker Stad

71+1 7 7
p| ker (fik = ker (fin+i D p | keripk = p | ker (fiklker<pnH « (113)
fe=i fcH fcH

Funkcjonaly <Efdkerim+ mker<in+\ —K gdzie k = 1,... ,n oraz przestrzen ker(fin+i spet-
niajag zatozenia indukcyjne, stad iloczyn mnogosciowy po prawej stronie w (1.13) jest
przestrzenig nieskonczenie wymiarowg, a zatem iloczyn po lewej stronie takze.

n

Nierownos¢ dim fP|_ ker (fik » 1ljest wykazana (juz bez wzgledu na wymiar W). Ustalmy
(o=

n
wektor u € fs—l ker (fik taki, ze u ~ 0. Wowczas (fii(u) = O, ...,(fin(u) = 0, wiec zbior
i

{(fil, ..., (fin) nie moze by¢ totalny, poniewaz u ~ 0. ]

Twierdzenie 1.30 Zatdzmy, ze X, Y sg przestrzeniami unitarnymi i niech f € B(X\Y)

bedzie operatorem réznowartosciowym. Zat6zmy ponadto, ze wektory Xi,..., xn € S(X) sg
uktadem f -ortonormalnym. Jezeli dim{xi,... ,1,,}1 > n, to istnieje wektor a € X taki,
ze zbi6r {xi,..., xn,a} jest réwniez uktadem f -ortonormalnym.

Dowdd: Rozwazmy ciagte funkcjonaty liniowe fii, ... ,(fin: {xi,..., xn}x —K okres$lone
wzorem (fik(-) := (f(-)\fxk) dla k = 1,...,n. Skoro dim{xi,..., xn}* > n, to zbior
{(fii, ..., (fin} nie jest totalny w przestrzeni ({xi,... ,xn}x) na mocy twierdzenia 1.29.
Zatem istnieje b € {xi,... jXn}1 \ {0} spetniajagce <fiklp = O dla kazdego k = 1,... ,n.
Poszukiwanym wektorem jest a := |
Przyktad 1.31 Pokazemy teraz, ze nieréwnosci dim{xi,... ,X,}-1 > n nie mozna osta-

bi¢. Rozpatrzmy R4 ze standardowym iloczynem skalarnym. Nastepnie zdefiniujmy ope-
rator /: R4 — R4, okreslony przez f(x,y,z,t) := (X, 2y, 3z, At) i wybierzmy wektory
u=(1,1,0,0), w = (0,0,1,1). Bardzo tatwo mozna sprawdzi¢, ze utw oraz fulLfw,

8Liczby xi, Xz, mmm xm sg wspotrzednymi wektora x wzgledem bazy B.
9Dla kazdego x* € W* \ {0} zachodzi réwnos¢ codim kerx* = 1



stad {u, w} jest uktadem /-ortonormalnym. Wszystkie zalozenia z powyzszego twier-
dzenia sg spetnione oprécz dimju, u;}1 > 2. Zbiér {u, w} jest maksymalnym uktadem
/-ortonormalnym. Istotnie, gdyby istniat niezerowy wektor o = (a,/3,j,0) € R4 taki, ze
uktad {u,w, a} mégtby by¢ uktadem /-ortonormalnym, to w szczeg6lnosci at.u, faLfu
oraz at.w, fal.fw. Stad otrzymaliby$Smy uktad rownan

a + /3=0
a + 4/3=0
7 + 5
7 + 165 =

0
9 0

ktory miatby jedyne rozwigzanie (a, /3,7,5) = (0,0,0,0). Zatem uktadu {u, w} nie mozna
powiekszyc.

1.3 Przyktad ciggtego operatora liniowego nie posiada-
jacego zwigzanej z nim bazy

Pojawia sie teraz pytanie, czy w przypadku nieskofnczenie wymiarowym zachodzi po-
dobny wynik jak w poprzednim podrozdziale. Mianowicie, czy dla nieskoriczenie wymiaro-
wych przestrzeni Hilberta X, Y i dla ciggtego odwzorowanie liniowego /: X —»Y , istnieje
uktad /-ortonormalny {xk £ X :k G K} taki, ze Lin {xk € X :k € K) = XI W tym pod-
rozdziale fi bedzie oznaczaé miare Lebesgue’a.

Lemat 1.32 Zatézmy, ze ip,h E L2([0,1]), ||/i]2 > O oraz dla pewnego A € K zachodzi
iph, = Ah fi-p.w. Wtedy ijj jest stata na pewnym zbiorze miary dodatniej.

Dowdd: Istnieje zbior A ¢ [0,1] taki, ze n(A) > 0 oraz h(t) ~ 0 dla kazdego t € A.
Istnieje takze zbi6r miary zero B c [0,1] taki, ze ip(t)h(t) = Ah(t) dlat € [0,1] \ B. Stad
dla kazdego t e A fi ([0,1] \ B) mamy (ip(t) —A) h(t) = 0 oraz h(t) » 0. Zatem ip(t) = A
dlat € A fi ([0,1] \ B). Wystarczy jeszcze wykaza¢ n(Ar\ ([0,1] \ B)) > 0. Zauwazmy, ze

fi (AD ([0,1]\ B)) = fi (A\ B) =fi (AUB) - fi(An B) - fi(B\A)>
A fi (A)- fi (B) - fi(B) = fi (A) >0,

wiec dowod zostat zakonczony. [

Przyktad 1.33 Rozwazmy rzeczywistg przestrzen Hilberta H = L2([0,1]) oraz funkcje
9: [0,1] —»R zadang wzorem (p(t) := t dla t € [0,1]. Definiujemy nastepnie operator
liniowy T: H —»H wzorem T(h) := <phdla h € H. Dla dowolnych h,g € H jest

[TAE = NNEAV(Dm\2E= | WHABNR K<

0,14 0,1
< max{ly?®))2:t G, 1} f\h()\2dt = \h\I
pa



oraz

(<phig) = J <p®h)g()dt = J hvyip(t)g(tydt =
[0.1] [0.1]
(% 0) = (MT{g)).

(T(h)\g)

zatem T jest ciggte, ||T|| » loraz T* = T. Ponadto T jest roznowartoSciowe. Istotnie, dla
k € kerT mamy T(k) = 0, co oznacza, ze gk = 0 /i-p.w., a stagd <k = 0-k fi-p.w. Gdyby
k 0, tozlematu 1.32 wynikatoby, ze (pjest stata na zbiorze miary dodatniej. Zatem musi
by¢ k = 0 n~p.w., a wiec kerT = {0}. Odwzorowanie TT réwniez jest réznowartosciowe,
ciggte oraz TT(h) = 2h.

Wykazemy, ze nie istnieje baza T-ortonormalna. Zatézmy nie wprost, ze istnieje zbior
wektorow jednostkowych, parami ortogonalnych (zbidr ten jest przeliczalny, bo H jest
przestrzenig osrodkowg) {xk GH :k = 1,2,...} taki, ze Lin{ik GH :k=12,...} = H
oraz Xj.Lxk, Txj+.Txk dla wszystkich j * k. Zauwazmy, ze

0= (Txi\Txk) = {TTxi\xk) dla k = 2,3,...
Oraz
0= (ijxfc) dla k =2,3,...,

zatem x\, TTxil. {xkc X :k =2,3,...}. Z liniowosci i ciggtosci iloczynu skalarnego do-
stajemy takze
a:i, TTxizLin{ . Tfc € X :k =2,3,...}. (1.14)

Skoro dim ~Lin {xk G X :k =2,3,...}j = 1, to zwarunku (1.14) mamy réwnos$¢
TTii = Axi (1.15)

dla pewnego A € K. Zauwazmy, ze operator TT jest réznowarto$ciowy, wiec A~ 0, po-
niewaz zi ~ 0. Z réwnosci (1.15) dostajemy y2xi = Xx\ /z-p.w. Z lematu 1.32 wynika, ze
\22 jest funkcja statg na zbiorze miary dodatniej, wiec dostaliSmy sprzecznos¢.

Pokazemy jeszcze, ze w przypadku przestrzeni nieosrodkowej, réwniez pewien opera-
tor S moze nie mie¢ uktadu 5-ortonormalnego, ktéry bytby zupeiny. Rozwazmy znowu
przestrzen Hilberta H = L2([0,1]) i niech K bedzie ustalonym, niepustym zbiorem. Suma
prosta przestrzeni

® H =i (xfc)ftE :xkGc H dlak GJG J2 Ikfclla < +°° f>
I fcelC J
z iloczynem skalarnym zadanym przez ((zfc)foef|(yjfc)foge)fl := 52 (xk\WK), jest przestrze-
kcJC
nig Hilberta.

Lemat 1.34 Jesdli K jest nieprzeliczalny, to ® // jest przestrzenig nieosrodkowa.



Dowod: Wybierzmy dowolny jednostkowy wektor a € H. Ustalmy kQG K i zdefiniujmy
GO H wzorem

= a gdy k =Kka,
gdy k = kO.

Zauwazmy, ze dla I,p € K mamy e;xep ilekro¢ | ~ p, wiec zbior {gf0: k0 G K} jest
nieprzeliczalnym uktadem ortonormalnym. Stad przestrzeri 0 H nie jest oSrodkowa. m

Przyktad 1.35 Rozwazmy tg samg funkcje <pi ten sam operator T z przyktadu 1.33.
Niech S: 0 H —a0 H bedzie operatorem liniowym okre$lonym nastepujagcym wzorem

S ((xk)k€ic) = (T xk)ke)C-
Operator S jest rowniez ciggly oraz S* = S. Istotnie, dla (zfc)fef , (j,ifeeiC e AN ootrzy-
mujemy

s(0<*)*jc)ll« = NPV AAI® = £ I M «£ imnwg =\\rf-Y, IM2 =
keK keK keK

jak réwniez

(S {xK)keic) I(jfc)feC>© = ((T x K)kelC\(yk)keK:)9 = TxXK\K) = &K \K) =
keK keK.
= ((Xofce/clM2fifce/c)© = ((Xk\eK,\S ((M)fce/c))© m

Zat6zmy nie wprost, ze istnieje zbidr wektoréw jednostkowych, parami ortonormalnych

{(xfc)fceE € 0 // :u € W} taki, ze Lin {(Zfc)fceE = 0 ff (gdzie U jest
pewnym zbiorem indeksow) oraz

(xt)keKL(sxk)keK" 5 ((xk)keJC) £S ((xk)keic) dla u » w gdzie u,w G U.

Ustalmy teraz u\ G U. Wowczas dla kazdego u c U\ {ui} mamy

0= (S(W)téc) IS (D hJc)) = (5SS (W )**) |(*E£)**> = ((TTiJOACKxJI)N),

a takze Zatem
WW (TT*v)kdC L € HueU\{">p
Stad oraz z liniowosci i z ciggtosci iloczynu skalarnego dostajemy réwniez
W )ke/c.(TT*V)tdC +Lin{(*»)**: e © H :“eu\ {«,}}. (1.16)
Skorodim ({ (ij)» 6© H:“su\W }) =1 tozwarunku (1.16) mamy réwnos$¢

(TTxIH) ~ = A(i"D)fed dla pewnego A G K. Rowno$¢ ta implikuje TTx"1 = Az)ll dla
kazdego kel C. Skoro (") %~ 70, to dla pewnego ki e K jest xE + 0. Operator TT jest
r6znowartosciowy (bo T jest roznowartosciowy) zatem réwnos¢ TTx” = AxXM] oznacza,



ze A" 0. Ostatnia rownos¢ dostarcza (px” = -pw. (zob. lemat 1.32). Podobnie
jak w przyktadzie 1.33 otrzymujemy sprzeczno$c.

Pomimo, ze dla r6znowartosciowego operatora / G B(X]Y) okreslonego na nieskon-
czenie wymiarowej przestrzeni Hilberta X moze nie istnie¢ baza /-ortonormalna, to jednak
zawsze istnieje maksymalny uktad /-ortonormalny. Co wiecej, okazuje sie, ze jest on za-
wsze zbiorem nieskonczonym. Ponadto, kazdy uktad /-ortonormalny mozna uzupetni¢ do
maksymalnego (w sensie inkluzji) i nieskonczonego.

Twierdzenie 1.36 Niech X, Y bedg przestrzeniami unitarnymi. Zatézmy ponadto, ze
dimX = oo. Jezeli f GB(X]Y) jest operatorem r6znowartosciowym i A C X jest ukia-
dem f -ortonormalnym, to wéwczas istnieje nieskoriczony, maksymalny uktad f -ortonor-
malny M taki, ze A C M.

Dowdd: Najpierw pokazemy, ze w ogdle istnieje jakikolwiek uktad /-ortonormalny. Ustal-
my liniowo niezalezne wektory u,w G X. Stosujgc twierdzenie 1.24 (o bazie wzgledem
operatora) do odwzorowania /|lLi{uu>}: Lin{u,w} — Y otrzymujemy pewne wektory
xi,X2 G S(X) fi Lin{u, w} spetniajgce x\Lx2 oraz fx\|.fx2mStad {xi,x2} jest uktadem
/-ortonormalnym.

Niech U oznacza rodzine wszystkich uktadéw /-ortonormalnych zawiarajagcych A. Re-
lacja Ic" wprowadza czesSciowy porzadek w zbiorze U. Ustalmy dowolnie tancuch £ w U.
Zbior U Z jest rdwniez uktadem /-ortonormalnym zawierajgcym A, (wiec nalezy w szcze-

gélnosci do U) oraz ogranicza z gory tancuch. Zatozenia lematu Kuratowskiego-Zorna sg
wiec spetnione, zatem istnieje element maksymalny M G U. Wystarczy jeszcze wykazac,
ze M jest zbiorem nieskonczonym. Jesli przyjmiemy dla dowodu nie wprost, ze M jest
skonczony, to wtedy dim > dimLinM. Stosujgc twierdzenie 1.30 otrzymujemy pewien
wektor a G X taki, ze zbior M U {a} jest istotnie wiekszym uktadem /-ortonormalnym.
Otrzymana sprzeczno$¢ z maksymalnoscig zbioru M konczy dowdd. [

1.4 Aproksymowanie operatorow injektywnych

Gioéwny narzedziem, ktére bedziemy stosowa¢ w tym podrozdziale, jest twierdzenie
1.24 o bazie wzgledem operatora, mdwigce o istnieniu, dla zadanego operatora /, ukfa-
du /-ortonormalnego bedacego bazg. Wykazemy, ze operatory r6znowarto$ciowe mozna
przybliza¢ liniowymi podobienstwami. Mianowicie, bedziemy starali sie odpowiedzie¢ na
pytanie, w jakiej odlegtosci od danego rdéznowarto$ciowego operatora znajduje sie liniowe
podobienstwo. Wyniki tego podrozdziatu bedg stosowane w dalszej czesci pracy.

Twierdzenie 1.37 Zaldzmy, ze X, Y sg przestrzeniami unitarnymi i niech dim X = n.

Zatozmy takze, ze f: X Y jest injektywnym odwzorowaniem liniowym. Wdwczas ist-
nieje liniowe podobienstwo h: X —*Y takie, ze
W- ... ifliu- )

oraz |Ifi| = \ ([/] + 1 1.

Dowod: Z twierdzenia 1.24 wynika, ze istnieje baza przestrzeni X ztozona z jednostkowych
wektoréw xi,... ,xn G X takich, ze XjLxk oraz fxjl.fxk dlaj ~ k. Niech 0 :=
Definiujemy teraz liniowe odwzorowanie h: X —Y na powyzszej bazie wzorem



hxk dla k=1,2,...,n.

Z uwagi na ortogonalnos$¢ powyzszych wektoréw, operator h jest podobienistwem. Istotnie,
n

dla dowolnego wektora w = 52 1,., dostajemy réwnosci

p=i

fxP —_
IIMI2= h E w N —'%Wz
\p=i / p=i [/"pl p=i
2

n
= I3R2E 17 fl2= U3RF;i7p[2-1M 2= WE D3y = 1A-hi2
p=1 P=1 p=i
a zatem h jest podobienstwem oraz ||/i|| ?]@: \ ([1] + 11

Ustalmy teraz dowolnie wektor x = 52 apxp ze sfery jednostkowej, tzn. 52 lap|]2= 1-

Oczywiscie dla dowolnego p = 1,2, ...,n mamy [/] A [/£p|| ~ |||} zatem odejmujac
liczbe =||/]| + £[/] dostajemy [/T-[[I/[|-+[/1 ~ |I/xpll- £[l/]l - [ ~ |/ - £[I/]] - =[],
a stad mamy rowniez —51I/H+ \ [f] ~ ||/xp|| —5B "™ 8||/|] —|[/]. Ostatecznie uzyskaliSmy
nierbwnos¢

L%, 11- /91 <5(11/11 -[/])m (1-17)

Pamietajac, ze fx 1,..., fxn sg parami ortogonalne, mozemy wyprowadzi¢ oszacowanie:

Ifx - hx\2= [ |~ nopxed  h 1~ JOpp Eapf)qj—Ed[:ﬁX

\p=i / \p=i y
E«p/™p-Ear][7"

L6 % @
b=i P e | Wixpl W

p=i

"zrf =

(1.17)
E K j-(%1pa ii/Mi2=E w 2-1ii/m - 0 i2“<
p=1

p=i

<E w2 (s(um- W)2=(s(um- 7]))"'Ei*“mh=

= (5(¥n- 1D) ,

zatem ||/ —h|| \ (||/]| —[/1). Ponadto, jest rowniez
- P=m.in-
To konczy dowdd.

Z powyzszego wyniku widaé, ze im bardziej operator przypomina podobieAstwo (tzn.
im mniejszajest réznica ||/|| —{/]), tym blizej znajduje sie jakiego$ liniowego podobienstwa.



Pojawia sie naturalne pytanie: czy w powyzszym wyniku istotne jest zatozenie skon-
czonego wymiaru w dziedzinie? Ponizej pokazemy, ze rezultat z ostatniego twierdzenia
mozemy otrzymacé dla zespolonych przestrzeni Hilberta dowolnego wymiaru.

Twierdzenie 1.38 Zatdézmy, ze H jest zespolong przestrzenig Hilberta i niechf . H ~ H
bedzie ciggtym operatorem injektywnym ograniczonym z dotu (tzn. 0 < [f]). Wowczas
istnieje liniowe podobienstwo h: H —H takie, ze

W -ftll =5 (¥ U 117 (1-18)

oraz |Iftl| = (/T + [I/I]).

Dowdd: Niech f = UP bedzie rozktadem polarnym operatora /, gdzie U: H —H jest
czesSciowg izometrig, &P : H —>H jest operatorem nieujemnym. Stad P jest samosprze-
zony (zob. twierdzenie 1.14). Ponadto, twierdzenie 1.15 dostarcza ker U = ker/, wiec U
jest izometrig, bo ker/ = {0}.

Pokazemy teraz, ze P jest odwracalny. Ustalmy k € kerP. Wtedy 0 = \\Pk\ =
[t/PA;]| = ||/fc]|, zatem fk = 0, wiec k = 0. Wykazano w ten sposéb rownos¢ ker P = {0},
czyli P jest injekcjg. Nastepnie mamy H = {O}1 = (kerP)1 = (kerP*)x=I0P(H). Do
zakonczenia dowodu surjektywnosci, wystarczy pokazac, ze P(H) jest domknieta podprze-
strzenig, tzn. P(H) = P(H). Skoro U jest izometrig, to tatwo mozna pokaza¢, ze [/] = [P].
Stad i z zatozen dostajemy nieréwnos¢ 0 < [P]. Na mocy twierdzenia 1.4 stwierdzamy, ze
P{H) jest przestrzenig zupetng, a wiec P(H) jest domknietg podprzestrzenig.

Niech /3 := . Definiujemy teraz operator h: H — H wzorem h = (3U. Za-
uwazmy, ze ||P|| = II/II, [P] = [/] poniewaz U jest izometrig. Ponadto cr(P) ¢ [0,+00),
gdyz P nieujemny (zob. lemat 1.14). Skoro P jest odwracalny, to z lematéw 1.9 oraz 1.10
dostajemy

a(P - 13) = -/3+a(P) C-/13+ [[1. Il ] (1.19)
Operator P —/31 jest réwniez samosprzezony. Z ostatnich uwag otrzymujemy

W- A\ =1IIUP - BUW=IIP- m (& sup{|lA| :AGa{P - 31)}"
<sup{|A| : A€ -/? + [[/], W]} = sup{|A| :Ae [[/]1-1?, Il -1?]1} =
wiec ||/ —h\ < ~ (W11 —[/]). Z drugiej strony otrzymujemy réwniez
W -M1>||/|]] ~\hW\ =M -P =\ (W-[/]),
co daje nam réwnos¢ (1.18). [

Jako wniosek z twierdzenia 1.38, dostajemy ogolniejszy wynik.

Twierdzenie 1.39 Zatézmy, ze H jest zespolong przestrzenig Hilberta, oraz Y jest ze-
spolong przestrzenig unitarng. Niechf : H Y bedzie, cigglym operatorem ograniczonym
od dotu. Woweczas istnieje liniowe podobiefAstwo h: H —F takie, ze

W-* U= A (" 1-[/])e (1-20)
omz W = I([/] + I 1.

10Dla dowolnego T€B(H) zachodzi rownos$é kerT* =T (H)+, stad (kerT*)-L=T(J?) (zob. [15, str.135]).



Dowod: Uzasadnimy najpierw, ze f(H) jest przestrzenig Hilberta. Wystarczy pokazac,
ze f{H) jest zupeing podprzestrzenig. Z zatozenia jest 0 < [/], zatem zupetnos$¢ podprze-
strzeni f(H) wynika z twierdzenia 1.4.

Operator / : / /| —/ (H) jest ciagty, surjektywny, ograniczony z dotu, wiec jest in-
jektywny, a w konsekwencji odwracalny. Wiemy, ze H oraz f(H) sg przestrzeniami zu-
petnymi, zatem /-1:/(//) — H jest rdwniez ciggly, na mocy twierdzenia o operatorze
odwrotnym. Stad / : H —»/(//) jest liniowym homeomorfizmem, czyli w szczego6lnosci
H oraz f(H) sa izometrycznie izomorficznymill przestrzeniami Hilberta. Zatem istnie-
je surjektywna liniowa izometrig (fi: H —»f(H). Stosujac twierdzenie 1.38 do operatora
fi o/ H H otrzymujemy liniowe podobieristwo h: H —»H, ktdre speinia rownosci

¥ 1o/-h =\(b 1°/M1 —FP W ]) oraz = \{[P 1°/] + \P 10/11)- Pozostaje
wykazaé, ze odwzorowanie h: H —>Y, dane wzorem h := <ioh speinia teze. Istotnie,

\WWf-h\\= <po (p-10f - tpoh ip 10/ —h
1
- D
oz Goh .\ (bao/]+ he1 0D =5 (] + MIDF

Warto w tym miejscu nadmienié, ze powyzsze aproksymowanie w (1.20) jest najlepsze;
niekoniecznie jedyne. Dla danego operatora /, ograniczonego jednoczesnie z dotu i z gory,
nie jest mozliwe wskazanie liniowego podobieristwa blizej niz jest to wykonane w (1.20).
Istotnie, zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.40 Niech X,Y bedg przestrzeniami unitarnymi nad tym samym ciatem
K. Zatozmy, ze f: X —*Y jest ciggtym operatorem liniowym spetniajgcym 0 < [/] < ||/||
oraz niech h: X —Y bedzie dowolnym liniowym podobienstwem. Wowczas

(@) jesti [l/ij] = (3:=\ (|l/Il + [/]), to wtedy ||/ - W\~ = ([[/]| - [/]);

(b) jesli ||/i|| 5 (/11 + [/]), to wtedy \\f - h\ >\ (|[/]] - [/]).

Dowdd: Zauwazmy, ze ||/ - h\ ~ |[/]] - W\ = ||/]| - 3= ] (J/I| - [/), co dowo-
dzi podpunktu (a). Aby wykazaé¢ (b), zatézmy na przykiad, ze \W\ > (3 Istnieje ciag
(™)1=12,.. 28 sfery jednostkowej s (X ), taki, ze nL@m”/X,,” = /] stad ||/ —| ™

\\fxn - hxnll ~ 1||/xn] - Whxn\ I = 1\\fxn\ - \\nh\\ || Rozwazajagc n — +00 dostajemy
/- h\WA | [/]- W\ | >\ Q- [/]). Przypadek \h\ < (3uzasadniamy podobnie. m

Ponizszy przyktad ukazuje brak jednoznacznosci najlepszej aproksymaciji.

Przyktad 1.41 Rozwazmy w R4 standardowy iloczyn skalarny. Dla wygody w dalszym
zapisie przestrzen R4 bedziemy interpretowali jako R4 = R x R x C. Dla ustalonego
ae (0,1) i 3:= *(a + 1) zdefiniujmy operator /: R4 —»R4 przez

f(x,y,z) :=(x,ay, f3z) dla (x,y,z) € R xR x C.

11Przestrzenie H oraz f(H) majg ten sam wymiar Hilberta (oznaczany zwykle dim-H)e Istotnie, sko-
ro/, /-1 sg operatorami ciggtymi, to dimhH > dim?*f{H) > dim?*f~1(f(H)) = dim”~ H, a zatem
pokazano, ze dim-Hi? = dim-nf(H). Stad moc bazy ortonormalnej w H jest taka sama jak moc bazy
ortonormalnej w f(H). Odwzorowanie liniowe przenoszace pierwszg baze na drugg musi by¢ izometria.



Ustalmy wektor (x,y,z) € S (R4), czyli |[x]|2+ \y\2+ \z2\2 = 1. Wdwczas
a2= a2x\2+ a2\y\2 + ot2\z\2 < \x\2+ a2Wy\2 + (32\z2\2 = \\(x,ay, f32)\2 = ||/(x,y, 2)\\2
oraz ||/(0,1,0)|| = a. Zatem [/] = a. Z drugiej strony

[I/foysz)n2 = w2+ a2\ + P2z e < M2+ W2+ N2=1

oraz ||/(1,0,0)|| = 1, a wiec ||/|| = 1, a stad /7 = |[([/] + ||/|]). Ustalmy teraz liczbe
17€ (0, natyle matg, zeby |/3]-|1—ef7] < N—/3\. Ustalmy nastepnie dowolnie d € (0, rj).

tatwo widaé, ze takze
1111 —eit? < |1-/3] = \a-p)\. (1.22)

Pokazemy, ze operator h#: R4 —»R4, okreslony wzorem
h#(x,y,z) :=0-(x,y,e”z) dla (x,¥,z2) e RxR x C,

jest podobienstwem. Ustalmy wektor (x,y, z) taki aby ||(X,y,2)\\ = 1, tzn. \x\2+ |y|2+
\z2\2 = 1 Wtedy |Ifc*(x,y, 2)]|12 = ||/3-(x,y, eitfz) ||]2 = R (|x]|2+ |y|2+ [|eit)|]2|z]2 = /32
Aby obliczy¢ odlegtos¢ / od h$ zauwazmy, ze

11(x,y,z) - h#(x, v, 2)[12= [ (L - T3)x (a- @), /3L - el*)2)\2 =

= |1- 32-|x|t + |a - /22 |y|2+ |J|2-|1 - ~p-1zl2
< |1- /f-|x|2+ |1- /32-M2+ |1 - /92-N2=

IL- 32012+ [i)2+ 1212 = [1- /B32= (i(l - a))' =

Q(I/H-[/]))2-

Skoro (x,y, z) byt dowolnie wybrany ze sfery S (R4), to ||/ —/ty]| » ~(||/|]| —[/])* Stad
widac¢, ze liniowych podobienstw realizujacych najlepsza aproksymacje, jest nieprzeliczal-
nie wiele, gdyz kazde hn, dla 4 6 (0,i9), jest oddalone od / o nie wiecej niz |(||/|| —[/]).
Powotujac sie na twierdzenie 1.40, mozemy nawet powiedzieé, ze kazdy operator hv jest
oddalony od / doktadnie o |(||/|| —[/]) i w ten spos6b jest najlepszym przyblizeniem.

Identyczne rozwazania do przeprowadzonych przed chwila, pozwalajg rozpatrzy¢ przy-
padek operatoréw okreslonych na przestrzeni zespolonej. Rozwazmy C3= C x C x C oraz
operatory /, h#: C3—»C3 okreslone dla (x,y, z) € C3tymi samymi wzorami jak powyzej.
Wszystkie rachunki mozna bardzo tatwo powtdérzy¢ w ten sam sposéb, aby przekonacé sig,
ze ||/ —hA\ ~ AT —[/])» Ostatecznie otrzymujemy ponownie brak jednoznacznosci
najlepszej aproksymaciji.

Sprébujemy teraz rozwigza¢ nastepny problem zwigzany ze aproksymowaniem: czy
operator / G B(H), ograniczony z dotu, mozna aproksymowacé12 liniowym podobien-
stwem h e B(H), ktére dodatkowo jest odwracalne? Okazuje sie, ze je$li h jest najlepsza
aproksymacjg operatora / (tzn. spetnia réwno$¢ 1.18), to odwracalnos¢ h zalezy od od-
wracalnos$ci / i odwrotnie. Istotnie, zachodzi nastepujace twierdzenie.

12Mamy tu na mysli aproksymowanie w sensie (1.18).



Twierdzenie 1.42 Niech H bedzie zespolong przestrzenig Hilberta oraz niech f G B(H)
bedzie ograniczony z dotu. Zat6zmy ponadto, ze h G B(H) jest liniowym podobieristwem
najlepiej przyblizajgcym operator f, tzn. spetniajgcym3 ||/—i|| = \ (J|/|| —[/]). Wbwczas:
(@) jesli h jest odwracalny, to f jest odwracalny;
(b) jesli f jest odwracalny i spetnia |||/|| < [/], to h jest odwracalny.

Dowod: Jezeli / jest liniowym podobienstwem, to / = h, wiec teza zachodzi. Rozwazmy
zatem, sytuacje gdy / nie jest podobieAstwem, czyli 0 < [/] < ||/||. Z twierdzen 1.38,
1.40 wynika, ze norma podobieAstwa h, najlepiej aproksymujacego operator /, wynosi

=i (I/I+ [])m
Zatozmy najpierw, ze h jest odwracalny. Z réwnosci ||/ —i|| = \ (]|/|| —[/]) dostajemy

h
/ /] (1.22)
- K
Operator S := jest rdwniez odwracalny i jest izometrig, zatem S 1tez jest izometrig.
Stad oraz z rdwnosci (122) wnosimy, ze

I - §-'S
(IM ) o
f t/n -m
= K v it

WykazaliSmy nierowno$¢ ||/ —S 1|~ <1. Korzystajac z twierdzenia 1.6 stwierdzamy,

ze *S 1gf = | —~ — G U(B(H)). Skoro ~-1]~ jest odwracalny, to / réwniez.

Aby udowodni¢ (b) przyjmijmy, ze / jest odwracalny oraz |||/|| < [/]. Ustalmy do-
wolnie wektor x G S(H). Wowczas

[/H [s-(/-1°3i)z|| < W{x-(f~Tohx)\W\ = \\ix —hx\\ < \\f-h\\ = [(|[/]] - [])*

Przechodzac z a do supremum po sferze jednostkowej po lewej stronie nieréwnosci, dosta-

jemy \I—/ _1of/i|| » . Skoro [||/]] < [/], to ||/— _1o/i|| < 1. Na mocy twierdzenia
1.6 mamy / -1o/i = | —(/— _l1o/i) g U(B(H)). Poniewaz f~loh jest odwracalny, to h
tez musi by¢ odwracalny. [

Na koniec podrozdziatu przedstawimy warunek konieczny na to, aby podobienistwo li-
niowe byto najlepszg aproksymacja danego injektywnego operatora. Ponadto, twierdzenie
to ukazuje rozmieszczenie tych operatoréw wzgledem siebie w przestrzeni B(X]Y).

W przestrzeni unormowanej (W, ||-||) definiujemy relacje B-ortogonalno$ci wzorem
a-LBy VAgK [|x]| N |Ix+Aj/||. W rozdziale 3. oméwimy to pojecie bardziej szczeg6towo.

Twierdzenie 1.43 Niech X ,Y bedg przestrzeniami unitarnymi. Zatézmy, ze operator
f G B(X]Y) spetnia nieréwnosé 0 < [/]. Jezeli h G B(X]Y) jest podobieAstwem najlepiej
aproksymujgacym operator f, to wéwczas (/ —/i)_l_Bi.

13por. twierdzenia 1.38, 1.40.



Dowdd: Ustalmy AgK. Operator Ah jest rowniez podobienstwem, ale h jest najlepszym
przyblizeniem, wiec ||/ —h\ < ||/ —Xh\ = ||/ —h + (1 —X)h\\. Skoro A byto wybrane
dowolnie, to z powyzszego otrzymujemy

V«KI-Kk[|<I1/-fc + 7*II,

a zatem (/ —h)*Bh, gdzie oczywiscie + Bjest 5-ortogonalnoscig w B (X\Y). ]

1.5 Rozktad polarny operatora

Przystagpimy do zaprezentowania nastepnego zastosowania twierdzenia o istnieniu bazy
wzgledem operatora. W ksigzce [31] mozna znaleZz¢ ponizsze twierdzenie (wraz z dowodem)
o rozkfadzie polarnym operatora. Niech V bedzie skoriczenie wymiarowg przestrzenig z
iloczynem skalarnym.

Twierdzenie 1.44 [31, str.138,139] Kazdy nieosobliwyl4 operator A: V. —=V mozna
przedstawi¢ w postaci

T —PU = UPi,
gdzie operatory P, Pi sg dodatnio okreslonel5, a U jest izometrig liniowa.

Nizej przedstawimy nowyl16 dowdd tego faktu. Mianowicie, stosujgc twierdzenie 1.24 o
istnieniu bazy wzgledem operatora, wykazemy rozktad polarny.

Twierdzenie 1.45 Niech X ,Y bedgprzestrzeniami unitarnymi i niech dim X = n. Kazdy
injektywny operator f : X —Y mozna przedstawi¢ w postaci

f =BU = UA,

gdzie operatory A : X —»X, B :f{X) —»f(X) sa dodatnio okreslone, a U: X —»f(X)
jest izometrig liniowa.

Dowdd: Z twierdzenia 1.24 otrzymujemy /-ortonormalng baze xi,...,x,, € X. Stad
wektory yk := ||/xfc|xfc € X dla k = 1,...,n stanowig baze ortogonalng, natomiast
wektory wk := € Y dlak = 1,...,n sg bazg ortonormalng w przestrzeni f(X).

Nastepnie definiujemy operatory liniowe na odpowiednich bazach: A: X —sX , Axk := yk,
B: f(X) -» f{X), Bwk := ||/xfdJu;toraz U: X -> f(X), Uxk := wk. Dla dowolnego
wektora xk z bazy otrzymujemy

UAxk = Uyk = U(\fxk\Wk) = \\fxk\Uxk = [/x*|itwe= 11/~fc||]js] = fxk,

zatem UA = f. Zauwazmy, ze U jest izometrig, poniewaz obrazem bazy ortonormalnej
jest uktad ortonormalny. Wykazemy teraz, ze A jest dodatnio okreslony. Ustalmy wektor

140perator A nazywamy nieosobliwym, gdy det A ~ 0, lub réwnowaznie, gdy A jest bijektywny.
15zob. definicje 1.12.
16tzn. inny niz ten zawarty w [31]



x = J2 akxke x \ {0} Wted
32 {0} y

(AX\X) = (YAAAXKIAOijXj\ = (22ak\WxkWk\AotjXj \ =
\k=1 j=1 / \k=1 j=1 /
mon Tl

£ £ afcll/xfclla,- (xfclxj) =

fe=l j=1 lc=1

n
Nastepnie pokazemy "4* = A. Dla drugiego ustalonego wektora y = X) Pjxj e mamy
J=1

/n n\ / n n \
(Arly) = / 32 akAxRAP ixi) = ( ) =
\ife=1 i=1 / Vc= 1 i=1 /
n n n
=i fosi
oraz
(xlidy) = (PakXKIAPjAXj \ = (A a foxfd 1% 11%) =
U=i j=i / \fc=1 j=i /
71 71 71
E={= *i

awiec (Ax\y) = (xJAy). Gdy x = 0, to ostatnia rownos¢ réwniez jest prawdziwa. Podobnie
wykazujemy roéwno$¢ BU = f oraz dodatnie okreslenie operatora B. U

Podstawiajagc w powyzszym twierdzeniu X w miejsce Y otrzymujemy jako wniosek
twierdzenie 1.44. Okazuje si¢ jednak, ze zachodzi réwniez ,.efekt odwrotny”, tzn. stosujac
twierdzenie 1.44 o rozkladzie polarnym, mozna udowodnic¢ twierdzenie o bazie operatora.
Alternatywny dowdd twierdzenia 1.24: Niech f : X —*Y bedzie operatorem injektywnym.
Istnieje izometrig liniowa S: f{X) — X. Operator S of: X —»X spetnia zatozenia
twierdzenia 1.44, zatem Sof = UPi. Operator Pi, jako dodatnio okreslony, ma n unor-

mowanych wektoréw wiasnych wi,...,wn, parami ortogonalnych17. Skoro / = S~IUPi
oraz S~1U: X —»f(X) jest izometrig, to mozna fatwo pokazac, ze wektory fwif..., fwn
sg réwniez parami ortogonalne. Stad uktad w\,... ,wn jest bazg /-ortonormalna. ]

Rozwazania w tym podrozdziale ukazujg pewng ,,rownowazno$¢” twierdzenia 1.24 oraz
twierdzenia 1.44. Mianowicie, majac wczesniej udowodnione jedno z nich, jako wniosek,
mozemy uzyskac drugie. Jak juz wspominaliSmy wczes$niej, dowdd twierdzenia 1.44 mozna
znalez¢ w [31]. Natomiast, podrozdziat 1.2 wraz z twierdzeniem 1.45 stanowig drugi dowdd
twierdzenia 1.44, w ktérym stosujemy inne metody dowodowe niz w ksigzce [31].

17Zob. [31, str.136,137]






Rozdziat 2

Operatory zachowujace ortogonalnosc
W przestrzeniach unitarnych

W tym rozdziale oméwimy odwzorowania liniowe, ktére zachowuja (doktadnie, badz w
sposdb przyblizony) relacje zdefiniowane przez iloczyn skalarny. Jako wnioski, otrzymamy
liczne rezultaty nawigzujace do operatoréw zachowujgcych (lub prawie zachowujacych)
ortogonalnos$¢. W ten spos6b uzupetnimy i wzmocnimy niektdre wyniki z prac [30], [47].
Nastepnie podamy wyniki dotyczace stabilnosci. W ostatniej czeSci rozdziatu opiszemy
strukture zbioru operatoréw prawie zachowujacych ortogonalnos¢ i pokazemy, ze ten zbi6r
jest zbiorem wszystkich operatorow jednoczes$nie ograniczonych z gory i z dotu.

Niech (X, (-})), (Y, (-]-)) beda przestrzeniami unitarnymi nad tym samym ciatem K E
{R, C} oraz zatézmy, ze /: X —>Y jest operatorem. Ustalmy takze liczbe e € [0,1).

Definicja 2.1 Powiemy, ze dwa wektory X,y sg e-ortogonalne, jezeli | (x\y) | ™ e||x||-|li/]|-

Definicja 2.2 Méwimy, ze operator /: X —» Y zachowuje ortogonalnos¢, jesli spetnia
warunek

V*yejc : xty => fxLfy. (2.2)

Definicja 2.3 Mowimy, ze operator /: X —*Y e-prawie zachowuje ortogonalnos$¢, jesli
spetnia warunek

VI)J/BX: xxy => fxJIffy. (2.2)

Prace [11], [12], [47] dotyczg odwzorowan powyzszego typu. W pracy [30] rozwazane sg
operatory opisane ponizszg definicjg. Niech 6,e € [0,1).

Definicja 2.4 Moéwimy, ze operator f : X —Y (5, e)-zachowuje ortogonalnos¢, jesli spet-
nia warunek

VEyex @ xZy = fxMfy. (2.3)

W rozdziale tym rozwiniemy teorie powyzszych operatoréw. Mianowicie, dokonamy uogdl-
nien przez rozwazanie nowych relacji, ,,geometrycznie” podobnych do ortogonalnosci i
bedziemy rozwazali operatory zachowujace te relacje (lub prawie zachowujgce). W ten
spos6b otrzymamy ogdlniejsze wyniki niz te, ktdre zawarte sg w pracach [30], [47].



2.1. STABILNOSC

2.1 Stabilnos¢

Pojecie stabilnosci, wprowadzone przez Ulama, ma bardzo dtugg historig i jest tema-
tem bardzo rozlegtym. Problem stabilnosci jest r6znie rozumiany. Stabilno$¢ pojawia sie
w réwnaniach rozniczkowych, analizie funkcjonalnej i rownaniach funkcyjnych. W kazdej z
tych dziedzin problem stabilnosci ma rozne znaczenia, dlatego niezbedne jest aby oméwic
tutaj to co bedziemy rozumieli w pracy pod pojeciami stabilnosci i aproksymaciji.

Niech U,W bedg unormowanymi przestrzeniami nad tym samym ciatem K G {R, C}.
Rozwazmy relacje iii C Ux U R2C W x W.

Definicja 2.5 Powiemy, ze operator /: U —» W zachowujel pare relacji (Ri, R2), jesli
spetnia warunek

VxyeU xRiy => fxR2fy. (2.4)

W przypadku gdy w dziedzinie i przeciwdziedzinie rozwazamy te same ortogonalnosci _L,
wygodniejsze bedzie uzywanie sformutowania, ze operator zachowuje ortogonalno$¢ niz,
ze operator zachowuje pare relacji (J_, L.

Nastepnie dla kazdego e G [0,1) rozwazmy relacje c W x W takie, ze RR = R2oraz
R2ac R2vilekro¢ ea ™ £(. Wtedy mozemy rozwazy¢ ogolniejsze operatory, ktore tylko w
przyblizeniu zachowujg dang pare relacji.

Definicja 2.6 Moéwimy, ze operator / : U —W e-prawie zachowuje2pare relacji (Ri, R2),
jesli spetnia nastepujacy warunek

VIiJel xRiy ~ fxRIfy. (2.5)

W sytuacji kiedy w dziedzinie rozpatrujemy ortogonalnos¢, a e-ortogonalnos$é w przeciw-
dziedzinie, dla wygody bedziemy stosowaé sformutowanie, ze operator e-prawie zachowuje
ortogonalno$é zamiast e-prawie zachowuje pare relacji (L, ). Nastepnie sprecyzujemy po-
jecia stabilno$ci oraz przyblizania (aproksymacji), ktére beda obowigzywaty w tej pracy.

Definicja 2.7 Jezeli istnieje stata ea G (0,1] oraz funkcja 5: [0,e0) —R (uniwersalna dla
danej pary przestrzeni U, W) taka, ze lim 6(e) = 0 oraz majgca nastepujgcg wiasnosc:

dla kazdego operatora / G B(U]W) spetniajgcego (2.5) istnieje operator h G B(U;W)
spetniajacy (2.4) taki, ze

\\f-h\\<6(e)\fl

to wtedy powiemy, ze dla pary przestrzeni (U, W) zachodzi (jest) stabilno$¢ wtasnosci za-
chowywania pary relacji (Ri, R2). Méwimy wowczas, ze operatory spetniajgce (2.5) mozna
przybliza¢ (aproksymowac) operatorami spetniajgcymi (2.4).

1 Wiasciwie nalezatoby méwic¢ o ,,przeksztatcaniu relacji R\ na R™'- Uzycie stowa ,,zachowuje” wynika
z tego, ze zazwyczaj relacje R\ oraz R2 sg tego samego typu, z reguly tak samo zdefiniowane tylko w
réznych zbiorach.

20czywiscie ta definicja zalezy od sposobu okreslenia relacji R



Oczywiscie, jest sens rozwazac¢ problem stabilnosci wtedy gdy istnieje chociaz jeden
operator spetniajacy (2.4), bo wowczas jest czym przybliza¢, dlatego w pracy tej bedzie-
my rozpatrywac tylko takie sytuacje. Podobnie jak wczesniej, jesli badanymi relacjami sg
ortogonalnosci, to bedziemy uzywaé terminu: stabilno$¢ witasnosci zachowywania ortogo-
nalnosci (zamiast stabilno$¢ wiasnosci zachowywania pary relacji (L, J.)).

Dla przyktadu podamy pewne twierdzenie ukazujace problem stabilnosci dla konkret-
nych przestrzeni i relacji. JeSli X,Y sg przestrzeniami Hilberta, to wéwczas dla pary
(X,Y) zachodzi stabilno$¢ wiasnosci zachowywania ortogonalno$ci w powyzszym sensie.
Na przyktad w pracy [47] uzyskano ponizszy rezultat.

Twierdzenie 2.8 [47, Theorem 2.3] Niech X,V beda rzeczywistymi lub zespolonymi prze-
strzeniami Hilberta. Dla kazdego operatoraf : X —>Y , e-prawie zachowujgcego ortogonal-
nos¢, istnieje operator h: X —»Y zachowujgcy ortogonalno$é, ktéry spetnia ||/ —/i|| »

(1- \/tg) -

W twierdzeniu tym wzér 6(e) = 1 — okre$la funkcje 5: [0,1) —»R, o ktdrej jest
mowa w definicji stabilnosci.

2.2 Relacje zwigzane z ortogonalnoscig i pojeciem kata

Odwzorowanie liniowe, pomiedzy unitarnymi przestrzeniami X, Y, zachowujace orto-
gonalno$¢ mozemy réwnowaznie opisa¢ warunkiem

VEjiEx © (arly> = 0 =» (fx\fy) = 0.

Powyzszy warunek oznacza, ze / zachowuje warto$¢ zero iloczynu skalarnego. W pracy
[13] rozwazano ogo6lniejsze odwzorowania, takie ktére zachowujg pewng zadang warto$é
iloczynu skalarnego. Niech ¢ € K. Uogdlnieniem operatora zachowujgcego ortogonalnos¢
jest operator zachowujacy wartos$¢ c iloczynu skalarnego, tzn. taki, ktéry spetnia

VAJex - (x\y) = ¢ =* (fx\fy) =c (2.6)

Nastepnie mozna rozpatrywa¢ odwzorowania, ktore e-prawie zachowujg dang warto$¢:
Vxjlex : (x\y) = c =» | (fx\fy) - c| <e. (2.7)
We wspomnianej pracy jest wykazane (zob. [13, Theorem 5.1]), ze operatory liniowe spet-

niajace (2.7) mozna przyblizy¢ liniowymi izometriami, czyli takimi liniowymi odwzorowa-
niami, ktére spetniajg (2.6).

W tym podrozdziale zaproponujemy inny sposob uogélnienia operatoréw zachowuja-
cych ortogonalnos$¢. Powyzej relacje ortogonalnos$ci zastgpiono pewng wartoscig iloczynu
skalarnego. Teraz, zamiast ortogonalno$ci (czyli kata prostego), mozemy rozwazac jakis$
inny, ustalony wczesniej kat. Niech (X, (-|-)) bedzie przestrzenig unitarng nad ciatem K i
niech ¢ 6 {i e K : |¥ < 1}. Zdefiniujmy relacje

xZoy {xvy) = clx|l-llyll- (2.8)



Jezeli rozwazana przestrzen X jest rzeczywista, a wiec ¢ G (—1,1), to warunek po pra-
wej stronie w (2.8) orzeka, ze kat pomiedzy wektorami X,y wynosi a = arccosc (albo
rownowaznie, cosinus kata pomiedzy tymi wektorami jest rowny c).

Podobng relacje, bedacag odpowiednikiem kata w rzeczywistej przestrzeni Hilberta H,
zdefiniowano w pracy [32]. Dla u,x,w G H takich, ze u » x, w ~ x, miare kata miedzy
odcinkami [x u], [x, W] przyjeto w tamtej pracy jako liczbe

f\\x —u| |x—% \u —iu||2\

[.u, X,w :=arccos v ----- 2|ﬁ-—- -GN —) (2.9)

Oba powyzsze sposoby rozwazania miary kata (w przypadku rzeczywistym) sg rbwnowaz-
ne w nastepujacym sensie.

Twierdzenie 2.9 Dla dowolnych wektoréw u,x,w GH takich, ze u » x, w /i zachodzi
rownowaznos$¢: ¢ = cos (/.u, X, w) (u—x)Zc(w —x).

Dowdd: Z warunku (2.9) wynika, ze

X —«||2-|-||x —w I2—lu —w 112
2[x —wf| [jx —iw|
I[2-2(gii |
2||x —uli ||x —tu]|

(X[x) —(x|u) —(x\w) + (u\w)
[IX —ml| [[x —xw
(X —u\x —w)
[[x —ul| «|]x —ItlI

cos (Z.u,x, w) =

)-1H2

a stad fatwo widac, ze rbwnowaznos¢ w tezie jest prawdziwa. |
Wniosek 2.10 Dla niezerowych wektoréw u, w zachodzi: ¢ = cos(/.u,0,w) ~ uZow.

Nastepnie przyblizong ortogonalno$¢ (z liczbg e G [0,1)) mozemy w rozwazaniach
zastgpi¢ nastepujaca relacja:

XZ.ey | (xXly) - cllx]| syl [ < ellx]l-llyll-

Jezeli znowu rozpatrzymy przestrzen rzeczywista, to podobnie jak przed chwilg, rowniez
relacja Ze bedzie mie¢ stosowng interpretacje geometryczng. Mianowicie, xZ.ey oznacza
z definicji, ze miara kata a pomiedzy wektorem x, a wektorem y spetnia nierbwnosci
arccos(c + e) » a ™ arccos(c —e) (albo réwnowaznie, c —e < cosa ~ c+ e).

Bedziemy dodatkowo zakitadali, ze liczba e jest niewielka, tzn. e < 1 —|c|, aby dla
zadnego niezerowego wektora x nie zachodzita relacja xZ.Bx. Wtasnos$¢ ta jest wowczas
ogolniejsza wersjg warunku x_Lx = x = 0. W definicji obu relacji Zc,Z* zadbano o to,
aby w szczeg6lnym przypadku, gdy ¢ = 0, relacje zbiegaty sie z ortogonalno$ciami, czyli
Zo = -Loraz Zg = _Lf Ponadto, fatwo wida¢, ze relacja Z* jest dodatnio jednorodna, tzn.:

Vxj,ex VQ/&(0+m) : xZ& =» ax/.£3y. (2.10)



2.3 Operatory zachowujace relacje Zc

Rozwazania z poczatku rozdziatu oraz z poprzedniego podrozdziatu prowadzg do sfor-
mutowania definicji nowych klas przeksztatcen liniowych. Niech X, Y nadal oznaczajg
unitarne przestrzenie nad ciatem K. Ustalmy liczbe c G {t € K : |i| < 1}.

Definicja 2.11 Mowimy, ze operator f : X —*Y zachowuje kat Zc, jesli spetnia warunek
WXY6jc : XZcy => IxZdcly.

tatwo mozna zauwazyé, ze powyzsza definicja jest szczeg6lnym przypadkiem definicji 2.5.

Pomimo, ze nie jest zaznaczone nad ktérym ciatem liczbowym rozpatrujemy przestrze-
nie, to jednak zawsze bedziemy stosowali sformutowanie, ze operator zachowuje kat Zc,
zamiast sformutowania: operator zachowuje relacje Zc. Nastepnie ustalmy e € [0,1 —|c]).

Definicja 2.12 Mowimy, ze operator /: X —*Y e-prawie zachowuje zachowuje kat Zc
jesli spetnia warunek
VXIEX mxZcy =» fxZ.£fy. (2.11)

Zauwazmy, ze ta definicja jest szczeg6lnym przypadkiem definicji 2.6. Wzorujac sie na
pracy [30], mozemy zdefiniowa¢ odwzorowania podobne do tych opisanych warunkami
(2.3) lub (2.11). Ustalmy liczbe S € [0,1 —|c]).

Definicja 2.13 Mowimy, ze operator /: X —»Y (5, e)-zachowuje kat Zc, jesli spetnia
warunek
Vxyex : xAy =» fxZ.\fy. (2.12)

Oczywiscie, przyjmujac ¢ = 0 otrzymujemy z trzech powyzszych definicji operatory opi-
sane odpowiednio warunkami (2.1), (2.2) oraz (2.3).

Problem zachowywania przez odwzorowanie (niekoniecznie liniowe) katdw w przestrze-
ni euklidesowej byt rozpatrywany w pracy [32]. W dalszej czesci podrozdziatu porownamy
tamte rezultaty z wynikami uzyskanymi przez autora niniejszej rozprawy.

W tym podrozdziale podamy charakteryzacje powyzszych operatoréw, a w nastepnym
oméwimy zagadnienie stabilnosci, tzn. czy operator spetniajacy (2.12) badZ (2.11), mozna
aproksymowac takim, ktéry doktadnie zachowuje dany kat. W szczego6lnosci otrzymamy,
jako wnioski, podobne rezultaty do tych z prac [11], [12], [47] oraz [30].

Uzasadnimy teraz, ze zdefiniowane tu operatory w ogole istniejg. Pokazemy, w szcze-
golnosci, ze ,w poblizu” liniowych izometrii znajdujg sie operatory speiniajagce (2.12).
Przez X ,Y oznaczamy jak zwykle przestrzenie unitarne.

Lemat 2.14 Dla dowolnych wektoréw a,b,c,d z przestrzeni unitarnej zachodzi réwnos¢
@@i>) —(c\d) = (a —c\b —d) + (a —c\d) + (c\b —d).

Dowdd: Wystarczy prawg strone réwnosci przeksztatci¢ odpowiednio. |

Lemat 2.15 Dla dowolnej liczby 0 * a < 1 zachodzi nieréwno$¢ 1 — N (F-a)2—

Dowdd: tatwo widaé, ze (1 —a)2(1+ a)2= (1 —o:)(I +a))2= (1 —a2)2 ™ 1, a wiec
(1 —a)2 N (1+m)z. Stad oraz z faktu, ze suma dodatniej liczby i jej odwrotnosci jest
niemniejsza niz 2, otrzymujemy 2~ (ir"j2+ (1 —a)2< (i-Az + (I+a)™ a dostajemy
nierownos$¢ wystepujaca w tezie. [



Twierdzenie 2.16 Niech h: X —*Y bedzie liniowg izometrig i niech |c| < 1 oraz
8 € [0,1 —|c|). Zat6zmy, ze dla ustalonego 0 * a < 1, ciagly operator f : X —>Y spetnia

11/ - h\ < a. (2.13)

Wowczas f spetnia wszystkie ponizsze warunki:

(@ Vhyer @ x Ly =» /xJffy, dlae=2¢(0,0,a) =

(b) VWxy6X: xZy =» fxI?fy,dlae =e(0,6,a) =5+ " ;

() Wxyex : xZgy =» fxZ.Bfy, dlae=e(c,0,a) = |c* (AFJIz+a(at2);

(d) WIJGX: xZ*y => fxZE£&fy, dlae=¢e{c 6 a);
gdzie e := e(c, 5,a) = (aby zapewnit9 e < 1—|c| wystarczy rozwazac
a € [0,a0) z niewielkim, odpowiednio4 dobranym aQ).

Dowdd: Z warunku (2.13) otrzymujemy dla wszystkich x € X nieréwnosci

F\\EXN ~ M 1= TN\ - W\ | A |/ - hx]| < al]x]].
czyli |Ix|| —|I/x|| ™ a||x|| oraz ||[/X|| —||X|| < a||X]| . Z tych nieréwnosci dostajemy
[|x]| ~ o WX\ oraz ||/x]| < (1 + a)||x|]|] dla x GX. (2.14)

Podstawiajgc a = fx, b =fy, ¢ = hx, d = hy w lemacie 2.14 mamy

[(fx\fv) ~ (x\y) | = | (fx\fy) - (hx\hy) \=
= \(fx- hx\fy - hy) + (fx - hx\hy) + {hx\fy - hy) | <

< |I/x - hx\mjfy -hy\\ + \fx - b\ s\ + [[/ix] sf]7y - hy\\ (<)
<“INI-“Hli + INVIMI + IM~diyl.

zatem otrzymalismy
L(Ex\fy) - (xly) [<a (a+ 2)|Ix]-llyll dla x,yeX. (2.15)

Teraz pokazemy, ze / spetnia warunek (d). Ustalmy x,y £ X i zatbzmy, ze x/.sy, tzn.
L(*[y)-cIWMJy|[|<tf][x]|-1Ty]]. (2.16)
Pierwsza nieréwno$¢ z (2.14) dostarcza
- -1k < 7 0 (2'17)

natomiast z drugiej wyprowadzamy

WAHIA - IMHM < (1 - -MHI/st (2.15)

3Relacje Z%rozwazamy, tylko gdy e € [0,1 —]|c]).
4lstotnie, skoro 8 e [0,1 —|c|) oraz S < e(c, 6,a), to mozna tatwo zauwazyé, ze e(c,6,a) —5+, gdy
a —»0+. Stad istnieje pewne a0 € [0,1) takie, ze e = e(c,6, a) < 1—|c| dla wszystkich a s [0,a0).



Z lematu 2.15 i nieréwnosci (2.17) oraz (2.18) mamy

INHMI - WX\ | < ) WA (2-19)

Stosujac najpierw nierébwnos¢ trojkata, pozniej (2.15), (2.16), a nastepnie (2.19) i osta-
tecznie pierwszg nierownos¢ z (2.14), dostajemy

L(Fx\fy) - c\EX\W R | 82 | (Fx\fy) - (X\y) |+ | (X\y) - clIx]| *[lyll |+

< a(a + 2)[|x|[-[lyll +tf|[x][-[ly[| +
+M((i-ay ~b IWAI'IVH <
< H/*IHIVI + (A511/711-11/711+

+ WML I == (¢, a) ||/x]] -1 M,

wiec /"4 n gdzie e = s(c, S,a) = -H<Mi-jry+»(»+2)

Stad / spetnia (@) z e = e(0,0,a), a takze / spetnia (b) z e = ¢(0,S,a) i ostatecznie
/ spetnia (c) ze —e(c, 0,a). |

Wyijasnimy teraz, jaki jest sens geometryczny powyzszego twierdzenia. Zatézmy, ze
unitarne przestrzenie X, Y sg rzeczywiste, a nastepnie przez cos(x, y) oznaczmy cosinus
kata miedzy wektorami x, y € X. Wowczas mozemy zauwazy¢, ze odlegto$¢ operatora /
od izometrii h, wptywa na zmienianie przez / kata miedzy wektorami. Istotnie, jesli /
jest oddalone od h o nie wiecej niz a oraz znamy warto$¢ cos(x, y), to wtedy cosinus kata
miedzy wektorami fx, fy e Y mozemy oszacowac5 przez

cos(x,y)-e (cos(x,y),0,a) » cos(fx, fy) ™ cos(x,y) + e (cos(x,Yy), 0,a).
Omawiany problem zilustrujemy nastepujacym przyktadem.

Przyktad 2.17 Niech M2oznacza przestrzen euklidesowa. Rozpatrzmy operator /: IR2 —
R2 zadany wzorem f(xi,x2) := [x2,y~i). Zatozmy, ze kat /3 miedzy danymi, niezerowy-
mi wektorami a = (ai, a2), b = (bi, b2) wynosi /3 = 60°. Jezeli chcemy szybko wiedzie¢ jaki
jest w przyblizeniu kat miedzy obrazami, tych wektorow (nie stosujac przy tym diugich
obliczen), to mozemy zastosowac twierdzenie 2.16. Wystarczy zauwazy¢, ze odwzorowanie
h(xi,x2) := (x2,xi) jest liniowg izometrig oraz ||/ —h\ ~ Teraz nalezy podstawié
c := cos(a,b) = \ oraz a := a nastepnie powotac sie¢ na warunek (c) z twierdzenia
2.16. Wowczas okazuje sie, ze cos(fa, fb) » \ e (|, 0,") =\ % Zatem je$li kat mie-
dzy wektorami x, y miat miare 60°, to kat 7 miedzy obrazami fx, fy na pewno speinia
nierbwno$¢ 28° N 7 < 83°.

Pokazemy teraz, ze operatory (6, e)-zachowujgce dany kat znajdujg sie réwniez blisko
liniowych podobienstw.

5Nalezy podstawié ¢ = cos(x, y) i zastosowac warunek (c) z twierdzenia 2.16.



Twierdzenie 2.18 Niech h: X —*Y bedzie liniowym podobieristwem i niech |c| < 1 oraz
5 E [0,1 —|c|). Niech ponadto 0 ™ a < 1 bedzie ustalone. Zatézmy, ze f: X —Y jest
operatorem spetniajagcym

/-~
Wéweczas f spetnia te same warunki (a), (b), (c), (d) z twierdzenia 2.16.

Dowdd: Oczywiscie jest izometrig oraz prawdziwa jest nieréwnos¢ J-____ a.

Z twierdzenia 2.16 wynika, ze ~ speinia warunki (a), (b), (c), (d), a wiec / tez musi je
spetniaé¢ (ze wzgledu na dodatnig jednorodnos$¢ relacji, zob. (2.10)). |

W dalszym ciggu opiszemy operatory (6, €)-zachowujgce dany kat. Udowodnimy wcze-
$niej niezbedne lematy. Zatézmy, ze c E K jest dang liczbg taka, ze |c| < 1

Lemat 2.19 Niech f £ L(X;Y) spetnia warunek
VXy<x: XAy =» IXZ*ly. (2.20)
Wowczas f spetnia (2.20) z dowolng inng liczbg ¢ E K taka, ze |c| = |c].

Dowod: Dlac = 0teza oczywiscie zachodzi. Zatézmy, zec » 0. Ustalmy liczbe ¢ E K\{0}
taka, ze |c| = |c|. Nastepnie ustalmy x,y £ X izatdzmy, ze xZ~y, tzn. |(X|y>-c||X|H]|y]||<
6]|x|| *|ly|l. Istnieje liczba a E K taka, ze ¢ = ac oraz |c| = 1 (wystarczy a = |). Z
nierébwnosci

H-1 (x\y) -cM-IM1 I< kMIM
otrzymujemy
| (<rxly) - <rd\w\\WA | A 5)jo-X][]ly |-
Skoro <rc||X|| = cl||x|| = c|lax|| (poniewaz ||x|| = ||crx]|), to
| (erxly) - cW\<TXA\\WA | < 5||<tx||*]lyll,
zatem ax/.sy. Skoro / spetnia (2.20), to ofxZefy, czyli
I {efx\fy) -c\\(rfx\\-\\fy\\ | AEW<TEX\\-\\Fy\\.
Skoro cllcr/x|| = c||/x|| = @d||/x]|, to
k- (Ex\fy) —Ercll/x||-[I7y]] 1< e||<7/x]|-|lI/y]l,
a stad
I (Fx\fy) - c\WEDA\-WIY\ | A ell/x]]-]1/y]l,
wiec ostatecznie /xZ8/y. |
Lemat 2.20 Niechf £ L(X;Y) spetniaf ~ 0 oraz
W3e* . xAy = fxZ.ky. (2.21)

Zatozmy dodatkowo, ze 5,e < 1 —|c|. Wowczas f jest injekcja.



Dowdd: Na mocy lematu 2.19 mozemy zatozy¢, ze ¢ £ 1. Zalozmy dla dowodu nie
wprost, ze / nie jest injekcja, tzn. ker/ ~ {0}. Ustalmy a € (ker/)-1oraz k € ker/
tak aby |lal| = |IAll = 1. Aby znalez¢ takie dodatnie A € R zeby (a+ Xk) Zc(a —\k),
wystarczy rozwigza¢ réwnanie

(0 + Afcla —Ak) = c|la + Afc|| «||la —Afd|

wzgledem A Stad ||a||2 —A2||fc||2 = c-"|[a]|2+ ||AA[2-M||cH|2 + || —Afc||2, wiec 1 —A2 =
c(l+ A2). Zatem dla A = otrzymujemy (a + Xk) Zc(a —Ak), a wiec w szczeg6l-

nosci (a + Ak) Z* (a —AKk). Skoro / speinia (2.21), to (fa + Afk) Z* (fa —Xfk), a zatem
faZz.Efa, bo fk = 0. Stad dostajemy | (fa\fa) - c\\fa\\ m\fa\\ | ~ e||/a]|| *||/a||, czyli
[[/a]|2-|l —c| ~ e]|/a]|2. Wiemy, ze ||/a]| » 0, wiec |1 —c| < e. Z tej nieréwnosci otrzy-
mujemy 1—|c| < e, co jest sprzeczne z zatozeniem. ]

Twierdzenie 2.21 Zatézmy, ze X,Y sg przestrzeniami unitarnymi oraz dimX *~ 2.
Niech ponadto |c| < 1 oraz 5,e € [0,1 —|c|). Niech f: X —»Y bedzie niezerowym odwzo-
rowaniem liniowym (5, e)-zachowujgcym kat Zc, tzn. spetniajgcym warunek

Vx,yex . xAy = fxZ.£fy.

Wowczas f jest cigate, injektywne, 5 < e oraz f spetnia dwa ponizsze warunki:
(1) WxyeS(X) : T\\BA\ A Wyl
(2) 7lV11 < [/T;

gdzie 7= ti(c, §e) = yjit(jcjte) “\Ji(jc+s)m

Dowod: Zauwazmy, ze lemat 2.19 gwarantuje nam, ze bez straty og6lno$ci mozemy rozwa-
za€ ¢ := |c| zamiast ¢. Zat6zmy najpierw, ze dim X = n. Wykazemy przy tym zatozeniu, ze
/ spetnia (2). Z lematu 2.20 wiemy, ze / jest injektywne. Wdwczas stosujac twierdzenie
1.24 otrzymujemy /-ortonormalng baze xi,...,xn € X takg, ze xixxn, fxixfxn oraz
[/1 = W/~ W1 = 1/xn||- Nastepnie mozemy znalezé dodatnig liczbe A G R spetniajgca
(xn+ \x x\xn - Axi) - cjjxn+ Axi||- ||xn - AziH = 6\\xn + Arci|| *||xn - AXxi||. Wystarczy
zastosowac¢ podobng metodg jak w dowodzie poprzedniego lematu. Okazuje sie, ze dla A :=

A [i+(g+sjpowyzsza rownosc jest prawdziwa, wiec w szczegolnosci (xn + Xxi) Z| (xn —Xxi).
Nastepnie z zatozenia o / dostajemy (fxn+ A/xi) Zf (fxn —Xfx\), a zatem

\(fxn+ Xfxi\fxn- A/Xi) -cllfXn + XfXiW-WfXn-XfXiW | ~
A ENIfxn + XEx-iIW-Wx n - A/Xxil|.

Stad otrzymujemy
| [I/xnlj2- A2[|/x12- c(\fxn\2+ A2||/xi]|2) | < e (\\fxn\2-I- A2||/xi||2).
Ktadac [/] = ||/xil|| oraz ||/|| = ||/X,|| do powyzszej nierdbwnosci, dostaniemy
(1-21112- (A2+ 2A2)[/]12 <E||/1|2+£A2[/p,
stad

(1-C -e)|[/]|2< AA(1+E+£)[/]2,



a w konsekwencji y sy || /] ] ™ [/]l. WykazaliSmy, przy zatozeniu skoriczonego
wymiaru dla dziedziny, ze / spetnia (2), zatem z lematu 1.5 wynika, ze spetnia tez (1).

Zatozmy teraz, ze X jest nieskonczenie wymiarowa. Wykazemy, ze / spetnia (1). Ustal-
my dwa dowolne wektory x,y € X takie, ze |[[i|| = |lyl| = 1i przyjmijmy najpierw, ze s3
liniowo zalezne. Wowczas nieréwnos$é z (1) jest spetniona.

Teraz niech ||x|| = |lyll = 1oraz niech x, y bedga liniowo niezalezne. Przestrzen Lin{:r, y}
jest skonczenie wymiarowa, wiec twierdzenie 2.21, udowodnione przed chwilg w przypadku
skonczenie wymiarowym, mozemy juz zastosowac do odwzorowania flun{x,y}: Lin{x, y} —
Y, poniewaz ono réwniez (5,e)-zachowuje kat Zc. Wowczas /|Lm{zj/} spetnia (1) czyli
r/ll/zIl ~ ||ly|]. WykazaliSmy w ten sposob, ze / spetnia (1). Z lematu 1.5 wynika, ze /
jest ciagte i spetnia takze warunek (2).

Zat6zmy nie wprost, ze 6 > e. Zdefiniujmy funkcje gx (0,1 —|c|) —M, <Q(t) :=

Woweczas ip < 0 wiec tp jest malejaca, stad tp(S) < <p(s), a wtedy 1< vV (e) m =V

co dawatoby O < ||/|| < 77 1~ [/] < ||/|| i prowadzito do sprzecznosci. u

Z powyzszego rezultatu dostajemy natychmiast, jako wnioski, ponizsze twierdzenia.
Przypominamy, ze pierwsze z nich byto juz wczesniej otrzymane w pracach [11], [47]. Pre-
zentowany w tym podrozdziale dowod6 jest inny niz dowody we wspomnianych pracach.

Twierdzenie 2.22 [11, Theorem 2], [47, Lemma 2.2] Niech X ,Y beda przestrzeniami
unitarnymi i zatézmy, ze f € L(X;Y) jest niezerowe oraz spetnia warunek

MIK @ 2y = 1O
Wowczas f jest ciggle, injektywne oraz spetnia warunki:
W ySliALdp

MEX: ME[HH T « ||| « TI/HM.,

Dowod: Wystarczy w twierdzeniu 2.21 podtozy¢ c = O oraz 5= 0. Wtedy /I~ [/,
a stad dla kazdego x e X otrzymujemy y*H/INMI < [/MMI »~ ||/z|| » IHIHMI « =

Bezposrednio z twierdzenia 2.21 dostajemy réwniez jako wniosek ponizsze twierdzenie.
Nastepnie poréwnamy je z wynikiem z pracy [32], w ktérym nie zaktadamy liniowosci.

Twierdzenie 2.23 Zatézmy, ze X,Y sa przestrzeniami unitarnymi oraz dimX " 2.
Niech ponadto |c| < 1 oraze € [0,1 —|c|). Niech f : X —Y bedzie niezerowym odwzoro-
waniem liniowym e-prawie zachowujacym kat Zc, tzn. spetniajgcym warunek

Vi3ex mxEcy => fxZ.£fy.

Woéweczas f jest ciggte, injektywne oraz spetnia dwa ponizsze warunki:

& i<t =

gdzie § =T](c 0,e) =y b0yl

6Przez dowdd twierdzenia 2.22 rozumiemy tez wszystkie niezbedne, poprzedzajace go lematy i twierdz-
nia pomocnicze.



Twierdzenie 2.24 [32, str. 593] Niech H, K beda rzeczywistymi, skonczenie wymiaro-
wymi przestrzeniami Hilberta takimi, ze dimH = n ~ 2, dimK = m ~ 2n. Zaldézmy,
ze V C H jest niepusty i otwarty. Niech ponadto odwzorowanie f : V —* K spetnia na-
stepujacy warunek: dla kazdego punktu x G V istnieje liczba ax G (0,|) oraz co naj-
wyzej przeliczalny zbiér f2x C [0,%) \ {|} taki, ze jeSli Z.u,x,w = ax (u,w G V), to
f(u) ™ f(x) ™f(w), Z.f(u),f(x),f(w) Gtlx. Wowczas f jest podobienstwem.

Uwaga 2.25 Ostatnie dwa rezultaty sg tematycznie podobne, ale zadne z nich jest wnio-
skiem z drugiego. W przeciwienstwie do twierdzenia 2.23, powyzszy wynik z pracy [32]
nie wymaga zaktadania liniowosci, a dziedzina odwzorowania nie musi by¢ calg przestrze-
nig, tylko pewnym otwartym podzbiorem. Z drugiej strony, pierwsze z tych twierdzen
jest prawdziwe takze dla przestrzeni zespolonych. Warto jednak zwr6cié uwage, ze oba
wyniki sg podobne w tym sensie, ze dotyczg pewnego zachowywania/przenoszenia ka-
tow. Odwzorowanie z twierdzenia 2.24 ,przenosi dany kat w pewien przeliczalny zbior
katéw”. Co wiecej, ,dany kat” ax oraz ,zbior katow” flx zawsze zalezg od wierzchotka
Xx. Natomiast operator z twierdzenia 2.23 ,,przenosi ustalony kat Zc w zbior zbiér katéw
[arccos(c + e), arccos(c —e)]”. Tym razem ,,zbior katow” jest nieprzeliczalny. Zauwazmy
jeszcze, ze w tezie twierdzenia pochodzacego z pracy [32] jest podobienstwo, natomiast w
tezie twierdzenia autora rozprawy wystepuje operator, ktory niekonieczie musi by¢ podo-
bieAstwem.

Dla przestrzeni dowolnego wymiaru zachodzi nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 2.26 [32, Proposition 2] Niech H, K bedg rzeczywistymi przestrzeniami
Hilberta, gdzie dimH = n ~ 2. Zalézmy, ze V C H jest niepusty, otwarty i niech
a G (0,8) \ {8}. Niech ponadto odwzorowanie f : V —* K speilnia nastepujgcy waru-
nek: dla wszystkich punktéw u,x,w GV, je$li Z.u,x,w = a, to f{u) ~ f(x) » f(w) oraz
Z.f(u), f(x), f(w) = a. Wobwczas f jest podobienstwem.

Podstawiajgc w ostatnim twierdzeniu przestrzen H zamiast zbioru V otrzymujemy

Wniosek 2.27 Niech H,K bedg rzeczywistymi przestrzeniami Hilberta, gdzie dim// =
n”™ 2iniecha G (0,]) \{|}. Zatézmy, ze odwzorowanie f : H —* K spetnia nastepujgcy
warunek: dla wszystkich punktéw u,x,w G H, jesli Z.u,x,w =a , to f(u) ~ f(x) » f{w)
oraz Zf(u), f(x), f(w) = a. Wowczas f jest podobienstwem afinicznym?7.

W pracy [11] znajduje sie twierdzenie wraz z dowodem, ktére orzeka, ze odwzorowanie
liniowe zachowujgce ortogonalno$¢ jest podobienstwem. Analogiczny wynik otrzymamy
dla operatorow zachowujacych e-ortogonalnos¢.

Twierdzenie 2.28 Niech X ,Y bedg przestrzeniami unitarnymi nad tym samym ciatem
K izatézmy, zec G{t GK : |fj < 1} oraze G [0,1- [c]). Wtedy dla niezerowego operatora
f : X —Y nastepujace warunki sg réwnowazne:

7Zgodnie z twierdzeniem Mazura-Ulama, / jako podobienstwo jest takze odwzorowaniem afinicznym.
Istotnie, twierdzenie Mazura-Ulama orzeka, ze jesli izometrig surjektywna odwzorowuje przestrzei unor-
mowang U na przestrzen unormowang W (lub zamiast surjektywnosci zatozymy, ze W jest przestrzeniag
Scisle wypukta), to izometrig, o ktérej tu mowa musi byé przeksztatceniem afinicznym. tatwo wiec wi-
da¢, ze twierdzenie Mazura-Ulama mozna wypowiedzie¢ takze w takiej wersji gdzie stowo ,,izometrig”
zamienimy na ,,podobienstwo”, gdyz kazde podobienstwo jest izometrig pomnozong przez liczbe.



(1) 37>0vxex : \\fx\\ =71klI;

(i) 37>0MIidex : (fx\fy) =j 2(x\y);

(iif) / zachowuje e-ortogonalno$¢  (tzn. Vx,yex « xlly => fxMfy);

(iv) / zachowuje ortogonalnosc;

(v) / zachowuje kat Zc fizn. VAlex : = fxZcfy);

(vi) / zachowuje zachowuje relacje Ze  (tzn. VIJ/IGx : xZ.ey = fxZ.£fy).

Dowod: W pracy [11] znajdujg sie dowody réwnowaznosci (i)<-(ii)<s=>(iv). Latwo widac, ze
implikacja (ii)=>(iii) jest prawdziwa. Aby udowodnié (iii)=>(i), wystarczy teraz w twier-
dzeniu 2.21 podstawic¢ c := 0 oraz 6 := e. Woweczas ||/|| = [/], wiec / jest podobienstwem.
Implikacje (v)="(i) uzyskujemy przez podstawienie w twierdzeniu 2.21 8 = e = 0. Wresz-
cie implikacje (vi)="(i) otrzymamy podstawiajac 6 :=e. Implikacje (ii)=>(v), (ii)=>(vi) s3
fatwe do sprawdzenia. |

Uwaga 2.29 W przypadku przestrzeni Hilberta nad R, implikacje (v)="(i) mozemy udo-
wodni¢ stosujac twierdzenie 2.26 lub wniosek 2.27, ale tylko dla katow ostrych oprécz
kata 60°. Ponadto implikacji (iv)=>(i) nie mozna wyprowadzi¢ ani z twierdzenia 2.26 ani
z wniosku 2.27.

Wniosek 2.30 Niech X bedzie przestrzenig unitarng nad K, a liczbyc € {t € K : |§ < 1}
oraz e € [0,1 —|c|) beda ustalone. Zatdézmy, ze (-1-~, (-]-)2: X x X —»K sg iloczynami
skalarnymi okre$lonymi w tej przestrzeni. Woéwczas nastepujgce warunki sa rownowaznes:

(1) 3y>0Vxex m "\42: 7|k|||/

(2) 37>0vIX2ex @ (x\y)2 = 72{x\v)i!

(3) A C Jf2; (3’ J5X= J5a;

4 Cx2 @)l =112

(®) ZdD C Zc)/  (5) ZoD) = Zd);

(6) 4(1) C 4 (2); (67Z*(@1) = Z2*(2).

Dowod: Rozwazmy odwzorowanie liniowe /: (X, —* (X, (-|-)2) okreS$lone wzorem
fx:=x. Rownowaznosci (1)"(2)-"(3)"(4)"(5)"(6) wynikajag wtedy bezposrednio z
rownowaznosci (i)<~(if)</\(iii)<$4>(iv)}-5=>(\)<4-(vi) w twierdzeniu 2.28.

Implikacja (3")=>(3) jest oczywista, a rownowazno$¢ (3)<=>2) uzasadniliSmy przed
chwilg. Zaktadajgc teraz (2) mozna bez trudu otrzymac (3’). Zatem rownowaznos$¢ (2)"(3”)
jest wykazana. Podobnie wyprowadzamy (2-5>{¢), (2-=>(5") oraz (2)-"(6J. u

Korcowa cze$¢ podrozdziatu przeznaczymy na poréwnanie wyniku z pracy [30] z wyni-
kiem uzyskanym przez autora tej rozprawy. Ponizsze twierdzenia charakteryzujg operatory
(5, e)-zachowujace ortogonalnos¢.

Twierdzenie 2.31 [30, str.12] Niech H,K bedg przestrzeniami Hilberta, 5,e G [0,1) i
niech T : H —K bedzie operatorem, ktory (5, e) -zachowuje ortogonalno$¢. Wtedy istnieje
stata XO€ {z € C:~ ™ |z| M 2+ <& taka, ze

yxeH: /iITIHKKITarlKIITH-W, (2.22)
gdziefi=vy j > 0.

8symbole Lfe A, ZcfoP"o(fc) oznaczaja odpowiednio relacje _L,J5,Z¢,ZJ zdefiniowane przez odpo-
wiedni iloczyn skalarny (-|-)fd gdzie k = 1,2.



Twierdzenie 2.32 Niech X, Y bedg przestrzeniami unitarnymi, af : X —»Y bedzie nie-
zerowym odwzorowaniem liniowym, (5, e)-zachowujgcym ortogonalno$é, tzn. spetniajgcym

Vxyex mxly =» [x-15/?/

Woéweczas f jest ciagle, injektywne, 6 e oraz f speknia:

V«jt: T < 1/* 1 <12/11-11*11. (2-23)

gdzie -,= my/g.

Dowod: Nalezy w twierdzeniu 2.21 podstawi¢ ¢ = 0. Wtedy mwn~ [/]> astad
dla kazdego x e X otrzymujemy y A fy A f||/]| WL < [/]e||x|| < |[[/X]] < |[/I[M|x]]. =

Stata ograniczajgca operator od dotu w twierdzeniu 2.31, otrzymana przez autorow
w pracy [30], wynosi /z = > 0, gdzie A G {zcC:~ " \2\ <2+ 5}

Jednakze nie mozna jednoznacznie stwierdzi¢, ktora ze statych, /z z (2.22) czy 7 z (2.23),
jest lepsza (przez lepsza, rozumiemy tutaj taka, ktora jest blizsza 1; oczywiscie zawsze
jest/z” 1,7 ~ 1) dlatego, ze doktadna warto$é liczby Ac jest nieznana. Autorzy wykazali
w [30], ze liczba AQ istnieje w zbiorze {z c C :» < \A\ " 2+ £}

Uzasadnimy tutaj, ze stata 7 z twierdzenia 2.32 zawiera wiecej informacji niz /z Naj-
pierw zauwazymy, ze nie istnieje odwzorowanie liniowe (5, €)-zachowujace ortogonalnosé
w sytuacji kiedy S > e. Zatem dzieki postaci statej 7 wiemy9juz, ze zawsze 6 ~ e, czego
nie mozna wyprowadzi¢ ze statej /z Nastepnie mozemy rozwazac¢ operatory zachowujace
e-ortogonalnos¢, tzn. takie, kiedy jest réwnos¢ 6 = e (por. twierdzenie 2.28). Wowczas
twierdzenie 2.32 dostarcza 7 = 1, wiec taki operator jest podobieAstwem (zauwazmy,
ze ponownie udowodnilismy (iii)=>(i) z twierdzenia 2.28). Natomiast twierdzenie 2.31
oznajmia tylko tyle, ze operator / zachowujacy e-ortogonalno$¢ spetnia jedynie warunek

yA8JE fpipl|/||-1k Il < ||/x|| < I/HH|X||, z czego nic szczegblnego nie mozna
wywnioskowa¢ na temat operatora /.

2.4 Stabilno$¢ wiasnosci zachowywania relacji Zc

Przejdziemy do zapowiadanego juz wczesniej zagadnienia stabilnosci. W twierdzeniu
2.18 operator h doktadnie zachowujacy ortogonalno$¢ (operator h byt podobiefnstwem)
aproksymowalismy operatorem /, ktory (&e)-zachowywat kat Zc, gdzie 5,e zalezaly od
odlegtosci 11/ —h\\. Natomiast teraz wykazemy, ze zachodzi réwniez sytuacja odwrotna
(czyli to co jest dla nas bardziej istotne w rozwazaniach nad stabilnoscia), tzn.: wyka-
zemy, ze operator (8,e)-zachowujacy kat Zc moze by¢ aproksymowany przez taki, ktory
doktadnie zachowuje kat Zc.

9W dowodzie twierdzenia 2.21 (czyli wyniku ogoélniejszego niz twierdzenie 2.32), uzasadniono, ze $< e.
Stosowano przy tym postac statej i). Natomiast w twierdzeniu 2.32, stata 7 jest ,,szczeg6lnym przypad-
kiem” statej 7. Dlatego piszac tutaj ,,... dzieki postaci statej 7 wiemy . . mamy na mysli to rozumowanie,
ktore przeprowadzono w dowodzie twierdzenia 2.21, gdzie wiasnie stosowano postac statej 1.



Twierdzenie 2.33 Niech X, Y bedg przestrzeniami unitarnymi nad ciatem K. Zatdézmy,
zedimX =n, |c| < 1oraz5,e € [0,1—]c|). Wbowczas dla kazdego niezerowego odwzorowa-
nia liniowego f : X —*Y spelniajgcego Vx,yEX m X" 8/ => fxZ.efy, istnieje odwzorowanie
liniowe h: X —>Y speiniajagce warunek : x/.cy => hxl/.chy, takie, ze

i - ni < n/oli) w
Ponadto, ||/ —h\ = ~ (||/|| —[/]) oraz h jest podobienstwem takim, ze ||/i|| = &([/] + ||/||)-

Dowod: Zatézmy, ze / (S, e)-zachowuje kat Zc. Wowczas operator / jest injektywny (zob.
lemat 2.20), zatem z twierdzenia 1.37 otrzymujemy podobienstwo liniowe h: X Y
takie, ze ||/ —h\ = JA/H—[/7) oraz W\ = |([/] + |1/]]). Operator h zachowuje ustalony
kat (por. tw. 2.28). Nastepnie z twierdzenia 2.21 mamy nieréwnos$¢ 7||/|| ~ [/] gdzie

71 = t](c,5,£) = "N 1-(B+%awiec 11/- = 2(11/11 “ [/D < 5 (1 — »7)11/11- =

Podstawiajgc w powyzszym twierdzeniu ¢ = 0 lub jednocze$nie c = 0, 5 = 0, dostaje-
my odpowiednio dwa ponizsze wyniki.

Twierdzenie 2.34 Niech X, Y bedg przestrzeniami unitarnymi nad ciatem K *zatézmy,
ze dimX = n. Jesli niezerowy operator f : X —mY (S, e)-zachowuje ortogonalno$é, to
wolwczas istnieje operator h: X —*Y doktadnie zachowujacy ortogonalno$¢ i taki, ze

u - < 224>
Ponadto, |[/—H| = | (JI/|| —[/]) oraz h jest podobienstwem takim, ze |[/i|| = [([/] + 1//||)-

Twierdzenie 2.35 Niech X, Y bedg przestrzeniami unitarnymi nad ciatem K i zatézmy,
ze dimX = n. Jesli niezerowy operator /: X —*Y e-prawie zachowuje ortogonalno$¢, to
wowczas istnieje operator h: X —Y" dokfadnie zachowujgcy ortogonalno$¢ i taki, ze

W- *«5 (I- ] 1A (2-25)

Ponadto, \\f —/i|| = ~ (||/|]| —[/]) oraz h jest podobieAstwem takim, ze ||/i|| = ~([/] + 1|/||).

Aby uzyskac powyzsze rezultaty, ale bez zatozenia o skoriczonym wymiarze (lecz tylko
dla przestrzeni zespolonych), musimy powota¢ sie na twierdzenia 1.38 i 1.39.

Twierdzenie 2.36 Niech H bedzie zespolong przestrzenig Hilberta, Y zespolong prze-
strzenig unitarng. Zatézmy, ze |c| < 1 oraz 5,6 € [0,1 —|c|). Je$li niezerowy operator
f:HAMY (6,e)-zachowuje kat Zc, to wowczas istnieje operator h: H —»Y doktadnie
zachowujacy kat Zc i taki, ze

Ponadto, ||/ —/ill = | (|I/1l — [/]) oraz h jest podobienstwem takim, ze |//i]| = '([/] + 1|/]]).



Dowod: Z twierdzenia 2.21 mozna otrzymac nierownosc N i_([cpfHIN < UI-
Powotujac sie na twierdzenie 1.39 dostajemy liniowe podobieristwo h: H — Y, ktére
doktadnie zachowuje ustalony kat (zob. tw. 2.28) oraz ||/ —h\ = |[(||/|| —[/]), a takze

W = H[/]+1I/1D- Nastepnie [|/-k || = 2(I1/IH/]) « J (I - M
a wiec (2.26) zostato udowodnione. |

Przyjmujac w powyzszym twierdzeniu ¢ = 0 dostaniemy nastepujgcy wynik.

Twierdzenie 2.37 Niech H bedzie zespolona przestrzenig Hilberta, Y przestrzenig uni-
tarng. Jesli niezerowy operator f : H —=*Y (5, e)-zachowuje ortogonalno$¢, to woéwczas
istnieje operator h: H —Y doktadnie zachowujgcy ortogonalno$¢ i taki, ze

i/ - fii<]| (1- T fff -V r21) n*lt 27>

Ponadto, ||/ —i|| = ~(J|/|| —I[/]) oraz h jest podobieristwem takim, ze ||/i|| = ~([/] + 1//|]).

Porownamy teraz uzyskane przez autora rozprawy twierdzenia 2.34 oraz 2.37, z wynikami
pochodzacymi ze wspomnianej juz pracy. Mianowicie, w [30, str.12, nieréwos¢ (6)] uzyska-
no bardzo podobne twierdzenie do powyzszego, lecz zamiast (2.27), jest tam nieréwnos¢

11/-4L<(1-/0 1N, 28)

gdzie n = " (g+iji+e(gtlF >  dla PewneJ liezby ADe { z: "~ |z | < 2 + tf}. Zauwazmy,
ze szacowanie w (2.24) oraz w (2.27) przynosi wiecej informacji niz, to z [30, str.12].
Istotnie, im blizsze zeru sa 5 oraz e (badz im mniejsza jest rdéznica miedzy $a €), tym
blizej operatora / znajduje sie operator h, co fatwo widaé z (2.24) oraz z (2.27). Natomiast
tego samego efektu nie mozna zauwazy¢ (co nie oznacza, ze go nie ma) w (2.28).

Nizej prezentujemy rezultat pochodzacy z pracy [47], ktéry pozwala aproksymowac
operatory e-prawie zachowujace ortogonalnos$¢ przez operatory zachowujace prostopadtos¢
doktadnie. Nastepnie wykazemy podobne twierdzenie uzyskane przez autora rozprawy
oraz oméwimy roznice miedzy tymi wynikami.

Twierdzenie 2.38 [47, Theorem 2.3] Niech H,K beda przestrzeniami Hilberta nad cia-
tem K i niech f : H —K bedzie niezerowym operatorem, e-prawie zachowujacym ortogo-
nalnos¢. Wtedy istnieje operator hy: H —K doktadnie zachowujacy ortogonalnosc¢ i taki,

7e HMI= WHoraz
il - M « (1- vArrf)HIE (229

Twierdzenie 2.39 Niech H bedzie zespolong przestrzenig Hilberta, Y zespolong prze-
strzenig unitarng i niech f : H —Y bedzie niezerowym operatorem, e-prawie zachowujg-
cym ortogonalno$¢. Wtedy istnieje operator h2: H —»Y doktadnie zachowujgcy ortogo-
nalno$c¢ i taki, ze ||M = §([/] + ||/|]) oraz

11/ -M «i(l-1j~fW 1]. (2-30)

Ponadto, ||/ - W\ =\ (/]| - [/]).



Dowod: Podstawiajac w twierdzeniu 2.36 ¢ = 0, 5= 0 otrzymujemy teze. ]

Zauwazmy najpierw, ze w twierdzeniu 2.38 rozwazane sg przestrzenie Hilberta dowol-
nego wymiaru nad dowolnym ciatem liczbowym, natomiast w twierdzeniu 2.35 przestrze-
nie sg nad dowolnym ciatem, ale dziedzina operatorow ma skonczony wymiar. Z kolei
w twierdzeniu 2.39 przestrzenie sg zespolone i majg dowolny wymiar. Jednakze nalezy
tutaj zwrdci¢ uwage na jakos¢ sposobu przyblizania operatorow. Ze wzgledu na statg
doktadniejsze aproksymowanie jest w (2.25) oraz w (2.30) niz w (2.29). Co wiecej, okazuje
sie, ze jesli operator f : H ~ Y okre$lony jest na zespolonej przestrzeni Hilberta, badz
na skoriczenie wymiarowej przestrzeni unitarnej, i e-prawie zachowuje ortogonalnos¢ (ale
nie zachowuje prostopadtosci doktadnie), to ||/ —h2\ < 11/ —"i||- Istotnie, nierownos¢ ta
jest konsekwencjg twierdzen 1.40, 2.38 oraz 2.39, poniewaz dla /3 := |([/] + ||/|]]) mamy
|[/i21 = 3 oraz ||/ii|]| » (3 Zatem z punktu (b) z twierdzenia 1.40 mamy

1/-M = HINI-[/])< 11/-M-

Oczywiscie rownos¢ jest tylko w trywialnym przypadku, kiedy / doktadnie zachowuje
prostopadto$é. Wowczas / = hi —h2, wiec ||/ —h2\ — ||/ —hi\\ = 0.

Powyzsze rozwazania sugeruja, ze prezentowana aproksymacja w (2.25) oraz w (2.30)
jest istotnie doktadniejsza niz ta z twierdzenia 2.38. Ponadto, aproksymacje te nie moga
byé poprawione ze wzgledu na wynik zawarty w twierdzeniu 1.40. Mianowicie, nie ma
juz operatora zachowujgcego ortogonalnos¢, ktéry znajdowatby sie blizej operatora / niz
operator h2.

Nalezy jednak wspomnie¢ tutaj o tym, ze w pracy [47] wykazano, ze statej 1 —-"/"f
szacujacej w (2.29) nie mozna polepszy¢ (czyli pomniejszy¢), co mogtoby sie wydawaé
sprzeczne z tym, co napisaliSmy przed chwilg o aproksymacjach w (2.25) oraz (2.30).
Zatem konieczne jest natychmiastowe wyjasnienie tej pozornej niescistosci.

W twierdzeniu 2.38 dokonuje sie aproksymacji operatorem zachowujgcym ortogonal-
no$¢, ktéry dodatkowo ma norme réwng normie wyjsciowego operatoral0. Jesli rozwazymy
standardowy iloczyn skalarny w Rn, to wtedy wg [47, Example 2.4, Claim 1], operator
T GB(Rn) dany wzorem

T (xi, X2,X3, ..., %on) - A jLoX21£3, ..., Xnno,

e-prawie zachowuje ortogonalno$¢. Zauwazmy, ze \T\\ = 1, a wiec ||T|| = ||£/|| dla kazdego
unitarnego operatora U efi(Mn).
Nastepnie w [47, Claim 2] wykazano réwnos¢

min{||T —U]| : U(zB{R") jest unitarny} = 1 — NB. (2-31)

Skoro ||T|| = 1, to z powyzszej rownosci i z twierdzenia 2.38 wyprowadzamy

/ JA— (2.31) (2.29) | JA—

)
(1- 7" ) < iT-*iii« O-\Z&) ipi-

dla pewnego operatora hi £ B(R"), ktdry jest unitarny, bo zachowuje ortogonalnos¢, jest
surjekcjg oraz ||/ii|| = 1.

1opor. rownos¢ ||/|| = ||/ii]|] w twierdzeniu 2.38



Podsumujmy nasze ostatnie rozwazania: w sytuacji aproksymowania operatorem za-
chowujacym ortogonalnosé, ktéry ponadto ma norme réwnag normie wyjsciowego opera-

tora, to statej 1— rzeczywiscie nie mozna pomniejszyc.

Natomiast w twierdzeniach 2.35 oraz 2.30 chodzi o to, aby znalez¢ najblizszy ope-
rator zachowujgcy ortogonalno$¢ (bez dodatkowych wymagan odnosnie normy opera-
toréw). W kontekscie aproksymaciji, tej rozwazanej w rozprawie, wnioskujemy na mo-
cy twierdzenia 2.35, ze istnieje operator h 6 B{Rn) zachowujacy ortogonalno$é, taki, ze

NH] | — « Stad takze NN\ \NHN\dla kazdego unitarnego operatora U.

Rozwazania ostatniej czesci podrozdzialu beda obejmowaly zagadnienie surjektywnej
stabilnosci wlasnosci zachowywania ortogonalnosci. Mianowicie, sprawdzimy kiedy jest
mozliwe aby operator e-prawie zachowujacy ortogonalnos¢, aproksymowac z takg samg
dokfadnoscig jak w (2.30), operatorem dokfadnie zachowujgcym ortogonalnos¢, ktory jest
takze odwracalny (surjektywny11).

Twierdzenie 2.40 Niech H bedzie przestrzenig Hilberta nad ciatem C. Zal6zmy, ze ope-
rator f € B(H) jest odwracalny oraz E-prawie zachowuje ortogonalnos¢, gdzie e < |.
Witedy istnieje odwracalny operator h G B(H) zachowujacy doktadnie ortogonalnos¢ oraz

spetniajacy nieréwnosé |/ - MN\< | (I - N

Dowdd: Dla operatora / zachodzi nieréwnos¢ y"§| /]| ~ [/] (zob. twierdzenie 2.22).

Korzystajgc z twierdzenia 2.39 wiemy, ze istnieje dokladnie zachowujacy ortogonalnosc
operator h € B(H), dla ktérego zachodzi

W -ANN\= | (W - /] oraz V- M< \(I -

Poniewaz mamy [/] oraz e < |, wiec |IVll < [/]- Zatem dzieki twierdzeniu
1.42 mozemy stwierdzié, ze h jest odwracalny. -

Ostatnie twierdzenie podrozdzialu ukazuje, ze nieodwracalnego operatora e-prawie
zachowujgcego ortogonalnos$¢ nie mozna aproksymowac, z taka dokiadnoscig jak przed
chwila, odwracalnym operatorem zachowujagcym ortogonalno$¢. Mamy bowiem:

Twierdzenie 2.41 Niech f,h £ B(H), gdzie f e-prawie zachowuje ortogonalnos¢ oraz
operator h doktadnie zachowuje ortogonalnosé. Jezeli f jest nieodwracalny i zachodzi osza-

cowanie |V —A|l » 1M — 111}, to h nie moze by¢ odwracalny.

Dowdd: Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze h jest odwracalny i przyjmijmy dla krétszego
zapisu a := Z oszacowania w zatozeniach wnosimy N [14117 | (L—=al /1]

(skoro h jest odwracalny, a / nie jest, to / ~ h, wiec a < 1), a stad po odpowiednim
przeksztatceniu dostajemy nieréwnosé

i (L+a) WU~ 11% (2.32)

11 Kazdy niezerowy operator zachowujacy ortogonalnos¢ jest liniowym podobienstwem, w szczegoélnosci
injekcjg. Zatem ten operator jest bijekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy jest surjekcja.



Operator h jest podobieristwem, wiec T mi jest odwracalng izometrig. Stad T 1tez jest

izometria, a nastepnie z oszacowania w zatozeniach wnosimy J.___t.
Podstawiajgc T do ostatniej nieréwnosci oraz korzystajagc z (2.32) otrzymujemy nierow-

nosci

"~iwi°ril = |JwoT 1-1 = 1(A -"or-1< -rlllir- 1< i

Na mocy twierdzenia 1.6, stwierdzamy, ze jjfiffor 1=/ —~/ — ~ € U(B(H)), co
oznacza, ze / jest odwracalny. Sprzecznos¢ z zatozeniem o / koriczy dowadd.

2.5 Struktura zbioru operatorow prawie zachowujacych

ortogonalnosc¢
UdowodniliSmy wczesniej, ze operatory liniowe e-prawie zachowujace ortogonalnosc,
okreslone pomiedzy przestrzeniami unitarnymi X, Y sg ograniczone z dotu i z géry (zob.
tw. 2.22). Rezultat ten zostat juz wczesniej wykazany innymi metodami w pracach [11]
oraz [47]. W tym podrozdziale pokazemy twierdzenie odwrotne: tzn. kazdy operator ogra-
niczony z dotu i z géry musi e-prawie zachowywa¢ ortogonalno$é¢ dla pewnego e € P, 1)

zaleznego tylko od /. Ponownie bedziemy potrzebowali twierdzenia o bazie wzgledem
operatora. Dowdd ponizszego rezultatu powstat na podstawie przykiadu 4 z pracy [11].

Twierdzenie 2.42 Jezeli f € L(X\Y) oraz O< [/] < Wl < +o0, to f spetnia warunek
ViayEx mxAy =» fxASffy,
gdzied = 1 -

Dowdd: Operator / jest injektywny poniewaz O < [/]. Ustalmy wektory X,y € X \{0}
takie, ze xt.y. Pokazemy, ze fx1? fy. Z twierdzenia 1.24 wiemy, ze istniejg wektory a, b €
S(X) DLin{x, y} takie, ze a] 6, fal.fb oraz spetnione sg réwnosci

/2]l 1=nf{H/HI :w £ s (X )nLin{x,y}}, [Bll=sup{ll/w]] :w e S(X) n Lin{:z, y}}.
Dla pewnych a, (3,7,8 € K mamy x = aa + (30, y = ja + Sh, a skoro x Ly, to
&7 = -138. (2.33)

Ponadto fx = afa+(3fb, fy = jfa+Sfb. Jezeli = 0, to fatwo wida¢, ze (IX\fy) = 0,
a wiec w szczegolnosci fxAJfy. Zatézmy teraz a(348 ~ 0O i oznaczmy d = "



Korzystajac z powyzszych réwnosci i warunkéw otrzymujemy

L(Fx\fy) | = I Q7]||/al|2+ ffill/6[]|2 (2j3)
1 VW - VWENDNN2+MN\fb% VW UWtw u w
C\N\M2 -\ O\ M2\ \

V' M 2l/«l12+ 11J)21l/fc||2¢V M 211/4 2 +17M*11/611°
.iLfell! i  Ust
1 1w = 1~ w

+ M2 + A ve® 5+i*"Vii/t +7

1-9 Wal2 ,,, 112

11/611 I'm

zatem fXAff fy. -
Dla e 6 [0,1) definiujemy nastepujace podzbiory zbioru operatoréow L(X-,Y).

PE{X"Y) = {/ €L{X\Y) : / 0, WyeX xLy => fxMfy),
P£(X) :=Pe(X-X).

Od razu mozemy zauwazy¢, ze P°(X-,Y) jest zbiorem wszystkich liniowych podobieristw,
natomiast ISOM (X;Y) := P°(X"Y) fi S(B(X]Y)) jest zbiorem wszystkich liniowych
izometrii. Ponadto, z twierdzeh 2.22 oraz 2.42 wynika, ze zbiér operatoréw cigghych i
ograniczonych od dotu mozna przedstawi¢ w postaci sumy (JF£(X; V).

eG[0,1)

Znane jest twierdzenie (zob. [15, str.160]) orzekajgce, ze zbiér cigglych operatoréw
odwracalnych, odwzorowujgcych przestrzehh Banacha V w siebie jest otwarty w B(V)
(w topologii zadanej przez norme). Pokazemy tutaj rezultat nawigzujacy do tego faktu.
Zauwazmy, ze zbior P£(X]Y) jest domkniety w B(X]Y). Istotnie, przyjmijmy, ze fn G
Pe(X,Y) dlan e Noraz lim fn = /. Ustalmy x,y € X takie, ze xX\y. Wtedy dla

n—+00
wszystkich n e N otrzymujemy J(fnxXN\ny) | < e]lfx]] « NN Stad i z ciggtosci iloczynu
skalarnego dostajemy J(ExX\fy) | * ellXl] « 1IVIl- Pokazemy teraz, ze zbidér wszystkich
operatoréw prawie zachowujgcych ortogonalnos¢ jest otwarty.

Twierdzenie 2.43 Jezeli X,Y saprzestrzeniami unitarnymi, to \JPS(X;Y) jest zbiorem
eel0,])
otwartym w przestrzeni unormowanej B (X]Y).

Dowdd: Ustalmy / 6 (JP£(X;Y). Woéwczas dla pewnego e0 € P, 1) odwzorowanie /
ee[0,1)
spetnia warunek VIiJ/Gx xxy => fxJf°fy. Zatem z twierdzenia 2.22 dostajemy cig-
glos¢ operatora / (czyli wiasnie inkluzja (jP e(X;Y) C B (X;Y) zostata wykazana) oraz
ee[0,1)
yAMI/TH k1T < \RN\dla x &X. Stad 0< [/], bo y /* oONN< [/]*
Ustalmy liczbe r € (O, [/]). Wykazemy, ze K(f,r)c U N i e ¢ h g€K(f,r).
£6[0,1)
Stad | —<1< r, zatem dla kazdego x e S(X) dostajemy



a wiec
O< [M-r< MRN-r< U< |IMl+r < Wl +r.

Stad w szczegdlnosci 0 < [fl— ~ [doraz Ml < |l/l]+r. Zatem z twierdzenia 2.42 wynika,
zedlakg:=1— operator g spetnia Wyex xl.y => fxAfafy, stad g € P£g(X',Y). m

Twierdzenie 2.44 Jesli X, Y, Z sgprzestrzeniami unitarnymi oraz operatory f: X —Y,
g: Y —Z prawie zachowujg ortogonalno$¢, odpowiednio ZEN\,ei € [0,1), to go f e-prawie
zachowuje ortogonalnos¢ ze = 1—

Dowdd: Stosujac twierdzenie 2.22 dostajemy y~| |/]| ~ [/] oraz -~/j*Hgll ~ [ Stad

yINyI~Igofll <A ATW H I/11 < [gHAA12[s°/]-

Teraz dostajemy 1—jf jjr ~ 1—[1M)(1+4) « N twierdzenia 2.42 wynika, Zze odwzorowanie
9 0/ eSo/-prawie zachowuje ortogonalnos¢ ~gdzie eg¥ := 1— Jl]E" >a wiec w szczegdl-

nosci z liczbg e := 1 — rowniez. [

Twierdzenie 2.45 Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Dla dowolnego odwracalnego
f GB(H) zachodzi f, f~1 € PHH), gdziee= 1—j* .

Dowdd: Operator / -1 jest ciggly (twierdzenie o operatorze odwrotnym). Z punktu (@) z
lematu 1.2 dostajemy 0 < [/] = BT i A \g\ff_ll ——
/ e Pe(H), /-1e P*'(H) dlae=1- K , £l = 1- ﬁ/‘fgl tatwo widaé, ze e = E\

Twierdzenie 2.46 Niech X, H bedg odpowiednio przestrzenig unitarng i przestrzenig
Hilberta. Wbéwczas
(@ Zbior 1jP e(A") z dziataniem skiadania jest potgrupa z jednoscia;
e€[0,l)
(b) U(B(H)) jest podpdigrupg potgrupy (JPEH), ozn.: U(B(H)) < \JPHH);
ee[0,l) =G[0.1)
() ISOM(X) < P°(X) < UMEW -

eel[0,l)

Dowdd: Podstawienie przestrzeni X w miejsce Y oraz Z w twierdzeniu 2.44, dostarcza
jako wniosek punkt (a). Niech teraz / € U(B(H)). Wtedy z twierdzenia o operatorze
odwrotnym / -1 réwniez jest ciagly (czyli 0 < ||/ 1< +o00), wiec z lematu 1.2 dostajemy

0< hﬂ—H = [/] » 1 < +oo0. Stad i z twierdzenia 242 jest / € ?J_)P£(H). WykazaliSmy
ecfoi
(b). Latwo widac, ze (c) jest rowniez prawdziwe. ]

Ograniczajac sie do operatoréw okreslonych na skonczenie wymiarowej przestrzeni uni-
tarnej okazuje sie, ze operator jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy prawie zachowuje
ortogonalnos¢. Istotnie, zachodzi ponizszy rezultat.

12zob. lemat 1.1



Twierdzenie 2.47 Jezeli dimX < +00, to wtedy U(B(X)) = (JPe(X).

e€[0,1)

Dowdd: Przestrzen X jest zupetna. Stosujac (b) z twierdzenia 2.46 dostajemy "c".
Na odwrot, jesli / prawie zachowuje ortogonalnosé, to z twierdzenia 2.22 wynika, ze
/ jest injekcja, a wiec takze surjekcja. Oczywiscie /,/ 1 s ciagte. ]

Do kolejnych rozwazan tego podrozdziatu potrzebne jest zdefiniowanie funkcji
T: L(X;Y) —[01], ktérg okreslamy wzorem

T =sup{lI1™]1] :xzxy, X,y £ ker/}

dla / 7 0 oraz T(0) := 1. Wprost z definicji funkcji T widzimy, ze jesli 17(/) = eie< 1,
to /, e—prawie zachowuje ortogonalnosé, tzn. / € Pe(X;Y).

Nizej prezentujemy twierdzenie, ktore jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym
jednoczesnej ograniczonosci operatora z gory i z dolu. W dalszej czesci podrozdziatu
podamy wiasnosci funkcji T dotyczace wymiaru przestrzeni i petnociggtosci operatoréw.

Twierdzenie 2.48 Jezeli operator f £ L(X;Y) jest niezerowy, to wéwczas

o< [« W< +0° «e T(f) <1l

Dowdd: Implikacja "=>" wynika bezposrednio z twierdzenia 2.42. Zatézmy teraz prawag
strone powyzszej rownowaznosci. Wtedy / musi e-prawie zachowywac ortogonalnosc z
e := T(/) < 1 Nastepnie z twierdzenia 2.22 otrzymujemy lewg strone rownowaznosci. m

Whniosek 2.49 Jeslif € L(X]Y) oraz T(f) < 1, to wtedy ker/ = {0} oraz f jest ciggte.

Twierdzenie 2.50 Funkcja T ma nastepujace wtasnosci:
(@) Vae[K\{ggv* W ) r(al) =r(/);
() vHffeiw r(/) < 1l,r{g)<1 ~ F(fcg) <i;
(c) VieL(xy) r(/)<i = fePr™x-Y);

Dowdéd: Wiasnosé (a) tatwo widaé. Whasnos¢ (b) wynika z twierdzenia 2.48 i lematu 1.1.
Wiasnos¢ (c) wynika bezposrednio z definicji funkcji T. ]

Whniosek 2.51 Niech (-]-)i, {-¥2 beda dwoma iloczynami skalarnymil3 okreslonymi na
przestrzeni X. Wodwczas nastepujgce warunki sg réwnowazne:

@) normy |HE|-||2 sa réwnowazne;

W sup{IkStl :xtIV' x*» e X \{°>} <

® sup{m Sr aax2y ,ex \ {0}} <1

Dowdd: Woystarczy rozwazy¢ odwzorowanie /: (X, (-1 —* (X, (]2 zadane wzorem
fx :=Xx i zastosowac twierdzenie 2.48. -

Nastepne dwa wyniki charakteryzujg odpowiednio liniowe odwzorowania réznowarto-
Sciowe okreslone na skoriczenie wymiarowej przestrzeni unitarnej oraz przestrzenie skon-
czenie wymiarowe.

130d ktérych pochodzg odpowiednio normy Je |]i, |+ H oraz relacje +1, +2



Whniosek 2.52 Jesli f: X —Y jest liniowe oraz X jest przestrzenig skonczenie wymia-
rowa, to f jest injekcjg wtedy i tylko, wtedy, gdy T(f) < 1

Dowod: Jesli zatlozymy, ze r(/) < 1, to z twierdzenia 248 mamy O < [/], a stad ker/ =
{0}. Odwrotnie, zaktadajgc injektywnos¢, dostajemy ze zwartosci sfery jednostkowej w
X i cigglosci / (zwartos¢ sfery i ciagtos¢ / wynika z zalozenia dim X < 00) nieréwnosé
O0< [/]. Skoro O < [/] < 1M1 < +00, to teraz mozna zastosowac twierdzenie 2.48. -

Twierdzenie 2.53 Dla kazdego réznowartosciowego operatora f € L(X) zachodzi nie-
rownosé T (/) < 1, wtedy i tylko wtedy, gdy X jest skonczenie wymiarowa.

Dowdd: Jezeli X jest skoriczenie wymiarowa, to z wniosku 2.52 okazuje sie, ze nieréwnosc
T(/) < 1 musi zachodzi¢ dla wszystkich injektywnych / G L(X).

Zatbézmy teraz na odwrdt, tzn. niech T(f) < 1jest prawdziwe dla kazdego réznowarto-
sciowego / e L(X). Dla dowodu nie wprost przyjmijmy, ze X jest nieskohczenie wymia-
rowa. Ustalmy dowolny ukiad ortonormalny {ek : k = 1,2,...}, a nastepnie uzupetnijmy
go zbiorem A tak, aby B := {ek:fc = I|,2,...}U .A stanowito baze Hamela. Odwzorowanie
liniowe / € L(X) zdefiniowane na bazie B wzorem fek := kekoraz fa := a dlaa € A jest
réznowartosciowe, ale nie jest ciagte. Stad i z twierdzenia 2.48 otrzymujemy T(f) = 1
Oznacza to jednak sprzecznos¢ z wczesniejszym zatozeniem. [

Twierdzenie 2.54 Niech H, K beda przestrzeniami Hilberta. Zal6zmy ponadto, ze ope-
rator f G B(H,K) jest réznowartosciowy. Wowczas T(f) < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy f
ma domkniety obraz.

Dowod: Najpierw zakladamy, ze T{f) < 1 Wtedy z twierdzenia 248 mamy 0 < [/].
Nastepnie twierdzenie 1.4 pozwala stwierdzi¢, ze f(H) jest przestrzenig zupeing, a wiec
f(H) jest takze podprzestrzenig domknietg w K.

Dla dowodu w druga strone zalézmy, ze f(H) jest domkniety. Wéwczas z twierdzenia
0 operatorze odwrotnym, / -1: f(H) —H musi by¢ ciagte. Stad ||/~1] < +o00, zatem z
lematu 1.2 dostajemy O < jj=g = [/]. Skoro 0 < [/] < Il < +00, to z twierdzenia 2.48
otrzymujemy T (/) < 1. [

Zauwazmy, ze z nieréwnosci T (/) < 1 wynika ciggtos¢ i roznowartosciowos¢ operatora
/. Mozna wiec zada¢ pytanie, czy prawdziwa jest implikacja odwrotna. Mianowicie, czy
ciagtosé i roznowartosciowos$é operatora / implikuje nieréwno$é T (/) < 1. Odpowiedz
negatywna podaje ponizszy przykiad.

Przyktad 2.55 OkresSimy / € B(12) wzorem
f(x1,X2,x3,...):= Qxi, *x2~ 3,.. 1. (2.34)

tatwo widaé ciagtos¢ i roznowartosciowosé powyzszego operatora. Jednak 0 = [/], bo dla
wektorow e\:= (1,0,0,...), e2:= (0,1,0,..)), ..., ktére sg ze sfery jednostkowej, dosta-
jemy O< [/]1 < |lEE]]l =  Zatem z twierdzenia 2.48 jest rownos¢ T(f) = 1



Powyzszy przykiad pokazuje takze, ze nieréwnos¢ O < [/] nie jest warunkiem réwno-
waznyml4 injektywnosci operatora / nawet przy zatozeniu jego ciagtosci. Podrozdziat
zakonczymy krotkim omowieniem operatoréw petnociggtych.

Twierdzenie 2.56 Niech X, Y bedg przestrzeniami unitarnymi. Zat6zmy ponadto, ze X
jest nieskonczenie wymiarowa. Jezeli f € B(X]Y) jest réznowartosciowy i petnociagty,
to wowczas T(/) = 1.

Dowdd: Zatézmy, ze T(f) < 1 Wtedy z poprzednich rezultatow stwierdzamy, ze 0 < [/].
Rozwazmy teraz odwzorowanie / jako operator /: X —»f(X). Na mocy lematu 1.3 do-
stajemy ciggtos¢ operatora / -1: f(X) —X. Stad f : X —f(X) jest homeomorfizmem.

Z zalozenia o petnociggtosci wiemy, ze zbior / (K (X)) jest zwarty, a skoro /: X —f(X)

jest homeomorfizmem, to zachodzi réwnos¢ / (K (X)) =15/ [K(X)),awiec/ (K (X)) tez
jest zwarty. Obraz zbioru zwartego / (K (X)), przez odwzorowanie ciagte / _1:/(X)—

jest réwniez zwarty, stad K (X) jest takze zbiorem zwartym. Oznacza to jednak sprzecz-
nos¢, z tym, ze w unormowanej przestrzeni nieskoriczenie wymiarowej, domknieta kula nie
jest zbiorem zwartym. [ ]

Wniosek 2.57 Os$rodkowa przestrzeh Hilberta H jest nieskoncznie wymiarowa wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje réznowartosciowy operator petnociagty f EB (H) taki, ze T(f) = 1

Dowaod: Zatézmy, ze H jest rzeczywista i nieskoniczenie wymiarowa. Bez straty ogolnosci
mozemy zatozy¢, ze H —12. Operator (2.34) jest réznowartosciowy i spetnia T(f) = 1
Aby uzasadni¢ petnociggtos¢, musimy zauwazyc, ze

Zestawiajac powyzszg inkluzje i twierdzenie Tichonowa, przekonujemy sie, ze obraz do-
mknietej kuli jednostkowej zawiera sie w zbiorze zwartym. Zatem peinociggtos¢ jest wy-
kazana.

Odwrotna implikacja wynika z twierdzenia 2.53. Dowdd w przypadku przestrzeni ze-
spolonej przebiega w ten sam sposoéb. Jedynie nalezy rozwazy¢ w powyzszym iloczynie
kartezjanskim domkniete kota {z e C : X\* zamiast przedziatow [—£; £] i rOéwniez
zastosowac twierdzenie Tichonowa. ]

14V przykitadzie 2.55 pokazaliSmy, ze nieréwnos¢ 0 < [/] nie jest warunkiem koniecznym. Oczywiscie
nieréwnos¢ ta jest warunkiem wystarczajgcym injektywnosci operatora.

15)esli tp: Ai —» A2 jest homeomorfizmem miedzy przestrzeniami topologicznymi AN\,A2, to dla kazdego
M ¢ A\ mamy <p(M) —ip (M).






Rozdziat 3

Relacje ortogonalnosci w przestrzeni
unormowanej

3.1 Dokiadna ortogonalnosé

W unitarnej przestrzeni (X, (-]9) relacje ortogonalnosci _L definiujemy za pomocsg ilo-
czynu skalarnego, tzn. x Ly <> (X\y) = 0. W tym rozdziale oméwimy niektére sposoby
definiowania ortogonalnosci w przestrzeni unormowanej. Prace [1], [8], [25], [26] prezentu-
ja wiele réznych mozliwosci przeniesienia pojecia ortogonalnosci z przestrzeni unitarnych
do unormowanych. Natomiast w pracy [43] podano ponizszg, aksjomatyczng definicje or-
togonalnosci w przestrzeni wektorowej. Rzeczywistg przestrzen wektorowg V z relacja
-L nazywamy przestrzenig z ortogonalnoscia, i oznaczamy (V, J), jesli ta relacja speinia
ponizsze aksjomaty:

(1) £-10, O _Lr dla dowolnego i £ X ;

(2) jesli x,yeX\ {0} oraz xt.y, to X, y sg liniowo niezalezne;

(3) jeslia, Be M, x,y € X oraz xt.y, to axt(3y,

(4) dla kazdej dwuwymiarowej podprzestrzeni P przestrzeni V i dla dowolnych x € P,

A€ [0, 00), istnieje y G P takie, ze xty oraz X +y LXx —y.
Latwe jest sprawdzenie, ze rzeczywista przestrzeh unitarna z ortogonalnoscig wprowadzo-
ng przez iloczyn skalarny jest przestrzenig z ortogonalnoscig w powyzszym sensie.

Niech (X, |HD bedzie przestrzenig unormowang nad ciatem K € {M, C}. Zdefiniuje-
my (por. [8], [25], [26]) ortogonalno$¢ Birkhoffa (B-ortogonalnos¢) oraz dla przestrzeni
rzeczywistej ortogonalnos¢ Jamesal (J-ortogonalnosc):

x£By <> VAk M " |+ AI; xtjy <& [+ M)l = k-l

W pracy [2] zebrano wiele wynikéw dotyczacych podobienistw, roznic i zaleznosci miedzy
relacjami 1B,J j. Jezeli X jest rzeczywistg przestrzenig unormowang, to (X, LB) jest prze-
strzenia z ortogonalnoscia (zob. [43], [45], [46]). Inny sposdb definiowania ortogonalnosci
wymaga uzycia semi-iloczynu skalarnego. Przypomnijmy, ze funkcjonat FH : X x X —=K
nazywamy semi-iloczynem skalarnym, jesli spetnia nastepujace warunki:

(sisl)  Vxyzex VQ/3eK  [ax + 13N = a PONN\+ @ Iylz;

(sis2) Wxyex VgbK PNyl = a XN

JW literaturze ortogonalno$¢ Jamesa oznacza sie zwykle symbolami =j lub (od isosceles-
orthogonality).



(sis3) Viex PN = MR

(sis4) IR IMHME
G. Lummer [3] oraz J. R. Gilles [23] wykazali, ze w kazdej przestrzeni unormowanej
istnieje semi-iloczyn skalarny. Wiadomo, ze w przestrzeni unormowanej X moze byc¢ nie-
skonczenie wiele semi-iloczynéw skalarnych. Natomiast, w przestrzeni unormowanej X ist-
nieje doktadnie jeden semi-iloczyn skalarny wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia
gtadka2. Jesli teraz [FH jest ustalonym semi-iloczynem skalarnym, to semi-ortogonalnosc
(w skrécie s-ortogonalnos¢) definiujemy wzorem:

X lay M\ = 0.

W tej samej przestrzeni X, relacje LB-LSmogg by¢ rézne. Jednakze jesli norma pocho-
dzi od iloczynu skalarnego, to oba pojecia ortogonalnosci zbiegaja sie ze ,,standardowg”
ortogonalnoscig, tzn.: J_ = J B= U

Zatdézmy, ze przestrzen (X, |HDjest rzeczywista. Wtedy funkcjonaly p+p' : X X X —R,
znane z literatury matematycznej jako norm derivatives, definiujemy wzorami:

Ny ) o= dta 1F+ MI2H M 2= B0 um ifr+ frn - H
at 21 11 t

Przypomnimy teraz wiasnosci funkcjonatéw p= (dowody mozna znalez¢ w [3] oraz [22)):
(px") VXyex VaeR PZx(x, ax +y)= a\W\2 + px(X,y);
(P£2) Vxyex VQo p=(ax,y) = ap'=(x,y) = pH(X, ay);
(=43) Vxyex VX0 pzx{ax,y) = ap”™{x,y) = pHX, ay);
(p+4) MeX pH(x,x) = |IME
(px5) VDJeX  NaHXY)NA - [IXHIVIIL
Ponadto, funkcjonaly p+p'_ sg ciggle ze wzgledu na drugg zmienna, ale niekoniecznie
ze wzgledu na pierwsza. Zatozmy, ze FH jest ustalonym semi-iloczynem skalarnym w
rzeczywistej przestrzeni unormowanej X. Wtedy

Vxjex  P-(x,y)< N7 p'+(xy) 3.1
oraz

Vix,yex P{x y) = Iim [+ ty].
Ponadto,

vxyex PH(Xx y) = {im/4(* +ty,y). 3.2

Znany jest fakt, ze przestrzen X jest gtadka wtedy i tylko wtedy, gdy px(x,y) = pWN\dla
wszystkich x,y e X i dla dowolnego semi-iloczynu skalarnego [HH (zob. [22]).
Nastepujace odwzorowanie p': X X X —R wprowadzono w pracy [3]:

P{Xy) = 1 (PHX,y) +p'_(X,y)). (3-3)

Powyzszy funkcjonat p' nazywamy M-semi-iloczynem skalarnym3. Stosujgc wspomniane
wiasnosci funkcjonatéw p+ p' , otrzymujemy nastepujace warunki:

2Pojecie gladkosci przestrzeni w punkcie omoéwimy w dalszej czesci rozdziatu.
3W niektorych pracach odwzorowanie to oznacza sie symbolem {-]99, tzn. (Y\Xg = p’(X,y).



W 1) VoeR p'(x,ax +y) = a|Ix|2 + p\x, y);
(pf2) Vif,.ex VaeR p'(ax,y) = ap'(x,y) = p{x, ay);
(p'3) M6x p'(xx) = IME

(P;4) Viagx exy\ < [|rr|-iy]l-

Z wiasnosci (3.2) dostajemy
Vxjex yi(Ty) = +ty,y). (3.4)

Z réwnosci (3.3) wynika, ze funkcjonat p', podobnie jak dwa wczesniejsze p+,p'_, rowniez
jest ciagty ze wzgledu na drugg zmienna.

Funkcjonat p' nie musi by¢ addytywny ze wzgledu na drugg zmienng. Przestrzen unor-
mowang X, w ktorej p'{x, ¢ jest addytywne (a w konsekwencji p'(Xx, ¢) G X*) dla kazdego
X € X \{0}, nazywamy semi-gtadka. Oczywiscie kazda przestrzen gtadka jest rowniez
semi-gladka. Natomiast przestrzen |1 jestd semi-gtadka, ale gtadka juz nie jest.

Teraz mozemy rozwazac kolejne trzy rézne relacje ortogonalnosci. Podobnie jak wcze-
$niej, definiujemy odpowiednio p+-ortogonalnos¢ i p_—ortogonalnosé:

XEpHy pHXY) = Q XLlpy p_{xy) =0,
oraz p-ortogonalnos¢
Xx,y «a p\xYy) = 0.

Mozna sprawdzi¢, ze w przypadku, gdy norma pochodzi od iloczynu skalarnego, (a wtedy
przestrzen jest gtadka, wiec istnieje doktadnie jeden semi-iloczyn skalarny -, to Y\ =
VIXI= p+(¢, y) =p'_(X,y) =p'{X,y), a stad takze 4= 1S=+ += +P =-LP= _|B Natomiast
w dowolnej, rzeczywistej przestrzeni unormowanej zawsze zachodzi +s,4p+ P ,| pC 1B

(zob. [10], [34], [17], [19], [22]).

3.2 Przyblizona ortogonalnosc

W pracy [11] wprowadzono w przestrzeni unitarnej (X, (-]9) pojecie przyblizonej pro-
stopadiosci. Niech e € [0,1) bedzie ustalong liczbg. Mdéwimy, ze wektory x,y € X sg
£-ortogonalne jesli |X]y) | * elMdl * IMI Réwniez w przestrzeni unormowanej {X, | |ID
mozemy rozwazac przyblizong prostopadiosé. W pracach [10], [14] zdefiniowano pojecia
odpowiednio E-B-ortogonalnosci, oraz £-s-ortogonalnosci:

XMBy VAEK [1xIR < [Ix+ A2+ 2] pq] - 1IMI; (35)
XAV 16N 1< eldI-IML;

Pojecie e-J-ortogonalnosci wprowadzono w pracy [16] na dwa - nieréwnowazne - sposoby:

XAV W+ yW\W2- W -y \\2\ Me||x|M]y|l;

xerjy = | X+ - Ix- Al 1< e(x+ Ml + lix- yID. (3.6)
Kolejne definicje odpowiednio e—p+-ortogonalnosci, e—p_-ortogonalnosci oraz E-p-ortogo-
nalnosci pochodzg z pracy [17]:

+«C
AN [22, str51] jest wzér p'(x,y) = |[i|lj £ sgn(xBjffe dla x= {xu x2, m-)g/= (91,32, *+0 A1, z kidrego
k=1

fatwo widaé, ze p'(X, ¢) jest addytywne dla x 6 ZL



XA +y Ip+(*.v)l < elM

x Ly = N (xYN\ < e[l IMI
XAy I ™ EHMI

tatwo widac, ze dla normy pochodzacej od iloczynu skalarnego zachodzi Jf = JfB= Ifg
a w przypadku rzeczywistej przestrzeni unitarnej if = JfB= 1f8= Jfa= Jf = 15 = 15.
Natomiast w rzeczywistej przestrzeni unormowanej B-ortogonalno$¢ moze by¢ opisana
funkcjonatami p'_, p+wg ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 3.1 [3], [2Z] Niech X bedzie rzeczywistg przestrzenig unormowang. Wtedy
dla dowolnych x,y € X zachodzi

x1.By 4n pL(x,y) "0 5ip+(xy).

Podamy teraz twierdzenie, ktére w podobny sposob wigze relacje JfB z funkcjonatami p+
W dowodzie tego twierdznia bedzie potrzebny lemat dotyczacy funkcji wypuktych. Oznacz-
my literami |, J dowolne przedziaty w R (ograniczone badz nieograniczone).

Lemat 3.2 Niech f N —*R bedzie funkcjg wypukla, g: J —R funkcjg wypukig i niema-
lejaca. Jezeli /(/) C J, to ztozenie gof: | —»R jest réwniez funkcjg wypukia.

Dowod: Niech x,y € / oraz ustalmy a, 3 0 takie, ze a + 6 = 1 Wowczas stosujac
odpowiednio wypuktos¢ /, g oraz monotonicznos¢ funkcji g dostajemy (gof)(ax + (3y) =

g{f(ax +0y)) < g{af(x) +0f(y)) < ag(f(x)) +0g{f(y)) = a{gof)(x) +3{g°f)(y). =

Twierdzenie 3.3 [19, Theorem 3.1] Niech X bedzie rzeczywistg przestrzenig unormowa-
ng i niech e € [0,1). Wtedy dla dowolnych x,y € X zachodzi

XDV ** P-(Xiy) —elTIHMI < 0~ p+(x,Y) + e|Ml «|MI- 3.7
Dowdd: Najpierw wykazemy Zalozmy, ze xifBy. Wéwczas zachodzi (3.5), a stad
Va>o -] [xIMIy]l < —nanz. Gdy A -» 0+ to €] IHMI < p+{x y). Podobng metoda

dla A< 0 otrzymamy p'_(x,y) ™ e|MIHMI
Uzasadnimy teraz 1<&=' Jesli x = 0 lub y = 0, to implikacja jest prawdziwa, wiec
zalozmy teraz, ze x * 0" y. Z nieréwnosci p'_(x,y) * e]Xl|* IMI dostajemy

2 +»r - M .
t—=0- 2t

Jesli teraz ustalimy dowolne 7 € (0,1), to dostaniemy nierowno$é

i Aty — 1112

< 2(.e +7)"X-
=0 t

Wtedy istnieje stata <G < 0O taka, ze



Powyzszy warunek jest rownowazny warunkowi

] W NN\ + tyw2 A
w40 —— — ————-< 2(e +7)Ifll

a stad otrzymujemy

viefdo b f < Ik + «y||]2+ 2 + 7)N M N Ii (3-8
Z nieréwnosci —]pdHMI * p+(Xx,y) otrzymujemy

t—ot+ 21

Z powyzszej nieréwnosci wynika, ze dla tej liczby 7 ustalonej wczesniej, zachodzi réwniez
2E+DIHIW <(@im I£x "W |

zatem istnieje stata 62 > 0 taka, ze

a po przeksztatceniu dostajemy

Viggs] |k f < |Ix+£y|[2+ 2@ + I IxIHIvI] (3.9)

Zdefiniujmy funkcje ip: R —R wzorem <p(t) := X+ ty\2 + 2(e + 7) IMI* lI2/d]. Funkcja <
jest wypukia. Istotnie, aby to uzasadni¢, rozwazmy funkcje / : R —»E okreslong wzorem
f(t) := |lx+w]] oraz g: [0, +00) —E okreslong jako g(t) := t2. Ponadto niech h: E —»R
bedzie zdefiniowana przez h(t) := 2(e /) |[MI-Ity || Kazda z tych funkcji jest wypukla, a
dodatkowo /, g spekniajg zatozenia lematu 3.2, zatem g o f jest wypukia. Jak wiadomo,
suma funkcji wypuktych jest funkcja wypukia. Ponadto, <p(t) = (gof)(t) +h(t) dlat €R,
zatem ip réwniez jest funkcjg wypukia.

Zauwazmy, ze warunki (3.8) oraz (3.9) dostarczajg <4(0) = min{(/j(i) : t € [EL 2]}
Skoro w zerze jest minimum funkcji pna przedziale [6l,£2] oraz funkcja ta jest wypukia
na zbiorze R, to wowczas <p(0) =min{<p(t):t€R}. Stad otrzymaliSmy nastepujacy warunek

VieR W2 NXNX+ ty\2 + 2(£ + DN\ (3.10)
Ustalmy dowolnie A"~ 0. Z (3.10) otrzymujemy
IM2 < IIx+ Ay|[2 + 2(e + THlIXIHIAVIL (3.11)

Skoro liczba 7 byta dowolnie ustalona w przedziale (0,1), to przechodzac w nieréwnos$ci
(3.11) do granicy gdy / —sD+, dostaniemy

X2~ I+ Ay[|2 + 2l IV (3.12)
Oczywiscie nieréwnos¢ (3.12) zachodzi takze w przypadku A = 0O, a zatem pokazaliSmy
ostatecznie, ze vask [Ix|R < X+ Ay|2 + 2e]Ix]I* [IMVI], wiec xJ5By. -

Przyjmujac e = 0 dostajemy z powyzszego twierdzenia jako wniosek twierdzenie 3.1.



3.3 Charakteryzacja gtadkosci normy przy pomocy re-
lacji ortogonalnosci

Przedstawimy teraz zaleznosci pomiedzy zdefiniowanymi relacjami przyblizonej orto-
gonalnosci. Pézniej oméwimy warunki rownowazne gtadkosci w przestrzeni unormowane.

Definicja 3.4 Mowimy, ze przestrzen unormowana (X, |HD jest gtadka w punkcie xa €
X N\{0} jesli istnieje dokiadnie jeden funkcjonat x* € X* taki, ze x*(x0) = |pOJ oraz
Il = 1. Ponadto, zbiér wszystkich punktéw gltadkosci oznaczamy przez

Dam(X) := {x € X : X jest gladka w x} U {0}.
Mowimy, ze X jest gltadka, jesli jest gladka w kazdym punkcie X E X, tzn. gdy Dsm(X)=X.

Nastepnie podajemy warunki rownowazne gladkosci przestrzeni w punkcie (zob. [3], [22]).

Twierdzenie 3.5 Przypusémy, ze (X, |« |D jest rzeczywistg przestrzenig unormowang
oraz X0 € X \{0} jest ustalonym punktem. Wowczas nastepujace warunki sg rownowazne:

(1) przestrzen X jest gtadka w punkcie x0;

(2) norma ] ]jest rozniczkowalna w sensie Gateauj? w punkcie xQ

(3 Wex p_(x0,y) = pHx0,y);

(4) funkcjonat p+H(x0, *) jest liniowy;

(5) funkcjonat p' {x0, ) jest liniowy;

(6) przestrzen X jest gtadka w punkcie ax0 dla wszystkich a € R \{0}.

Omowimy, jeszcze ksztatt zbioru Dsm(X).
Definicja 3.6 Zbior S C X nazywamy gwiazdzistym6, gdy VIgsVQe]j : ax € S.

Aby uzasadnié¢, ze zbior Dsm(X) jest zazwyczaj bardzo duzy, musimy wczesniej przypo-
mnie¢ nastepujace twierdzenie Mazura.

Twierdzenie 3.7 [34], [41, str.12] Niech (X, JH) bedzie osrodkowg przestrzenig Banacha,
af:U —R bedzie ciggla i wypuklg funkcjg okreslong na wypukltym, otwartym zbiorze
U C X. Wtedy f jest rdézniczkowalna w sensie Gateaux na pewnym gestym zbiorze D C U

typu Gs.

Ponadto, zachodzi jeszcze nastepujacy rezultat, ktéry podobnie jak powyzszy, réwniez
pomoze opisa¢ rozmiary zbioru D3m(X).

5Funkcje f : X —Y odwzorowujgca przestrzen unormowang X w przestrzer unormowang Y nazywamy
rozniczkowalng w sensie Gateaux w punkcie x0 € X, jezeli istnieje liniowy i ciagly operator A: X —Y
taki, ze dla kazdego w € X zachodzi réwnos¢ Aw = {i_r%Af+ﬂ'i)~/.(z."l

6Warto w tym miejscu przypomnie¢, ze w literaturze matematycznej przyjeto nastepujaca definicje:
podzbidr A przestrzeni wektorowej V nazywamy gwiazdzistym wzgledem punktu a £ A, gdy dla dowolnego
X 6 A oraz t € [01] zachodzi (1 —t)a +tx S A. Pojecia, gwiazdzistos¢ wg definicji 3.6 i gwiazdzistos¢
wzgledem punktu, nie sg rownowazne. Jesli zbidr jest gwiazdzisty, to jest gwiazdzisty wzgledem wektora
zerowego. Natomiast zbiér A := {0} x [0,1] U [0,1] x {0} C M jest gwiazdzisty wzgledem punktu (0,0),
ale nie jest gwiazdzisty wg definicji 3.6. Dla wygody w redagowaniu, przyjeto w rozprawie definicje 3.6.



Twierdzenie 3.8 [3 str.24], [4], [23] Niech X bedzie skoriczenie wymiarowag przestrzenia
unormowang. Wtedy istnieje zbior F C X, ktéry ma miare Lebesgue’a réwng zero (wtedy
X \F jest gesty) oraz dlax £ X \F, y e X zachodzi rownos¢ p+Hx, y) = p' (X, Y).

Oczywiscie norma ||l X —R jest funkcjg wypukla, wiec z twierdzenia Mazura oraz z
twierdzen 3.5, 3.7 oraz 3.8 dostajemy ponizszy wynik:

Twierdzenie 3.9 Jezeli (X, |JHD jest osrodkowa przestrzenig Banacha, to wowczas zbior
Dsm(X) jest gesty i gwiazdzisty. Nadto, jesli X jest skoriczenie wymiarowg przestrzenia,
to wowczas X \Dsm(X) jest zbiorem miary zero.

tatwo otrzymujemy z twierdzenia 3.1 oraz z nieréwnosci7p'_ ~ p-+nastepujace inkluzje
J,+C -la - L C -u Podobny rezultat jest prawdziwy dla przyblizonych ortogonalnosci.

Twierdzenie 3.10 [19, Theorem 32] Niech e G [0,1). Wtedy w dowolnej, rzeczywistej
przestrzeni unormowanej zachodza inkluzje

C 4B, J5P_ C JfB, Jf, C =V

Dowod: Zatézmy, ze xJfpty. Z nierdwnosci —e|pdl« IMI ©* P+(x.y) ~ €l IMI oraz z
nieréwnosci8 p'_ A p+mamy p'_(x,y) < e|pdIHiI oraz —ejiXl-IMI * P+(x.y). Nastepnie
z twierdzenia 3.3 otrzymujemy xJfBy. Podobnie dowodzi sie Jf C JfB.

Uzasadnimy jeszcze ostatnig inkluzje (por. [17, Theorem 3], gdzie jest inny dowdd).
Niech xJfpy. Wtedy otrzymujemy —|IXl|l ¢ IMI* \(p'_(X,y)+p'+{x,y)) " elMl M| Stad
i z nierbwnosci p'_ ~ p+ dostajemy | (p' (X, y¥) +p (X, V) * el mWMI jak rowniez
—e|MHIMI » \P'HX,y) +p+H(X,y)). Stosujagc rownowaznos¢ (3.7) mamy xJfBy. -

Inkluzje odwrotne sg prawdziwe w przestrzeniach gtadkich. Ponadto, okazuje sig, ze kazda
z inkluzji odwrotnych jest réwnowazna gladkosci przestrzeni.

Twierdzenie 3.11 Zalézmy, ze X jest rzeczywistg, unormowang przestrzenia. Niech e G
[0,1) oraz niech FH : X x X —»R bedzie ustalonym semi-iloczynem skalarnym. Woéwczas
nastepujagce warunki sg réwnowazne:

(@ BWc JJ,_ (b) D 1% (c) JBwW = Jf,_
(d) Jf,, C 1° (e) 1*t b Jf, ) = X*
(g) Jf,_ ¢ Jf, (h) Jf,_ D Jf, (i) JI,_ = Jf,
() £t C1* (k) 1*+D Jf. @ = &'
(m) Jf,_ C Jf. (n) Jf,,. Dif. (o) Jf,. = 4

(P) pt+ = (r) = [«M (s) /.(-,») = H-]
(t) X jest gtadka.

Dowod: W pracy [19] wykazano (a) <=p..<<=> (i) 6> (p) ¢5 (t). Podamy tutaj inne dowody
tych réwnowaznosci. Rownowaznos¢ (p) -$=(t) wynika z warunku (3) w twierdzeniu 3.5.
Implikacje (r) = () = (j) sa oczywiste. Teraz udowodnimy (j) => (r). Niech x,y G S(X).
Rozwazmy najpierw przypadek, gdy p+(x,y) = —e. Wowczas xJ5pty, a z zakladanego
punktu (j) mamy tez xJf8, czyli |[yYIX] |* e. Stad oraz z warunku (3.1) wyprowadzamy

7zob. wiasnos¢ (3.1)
szob. wiasnosé (3.1)



-e N N tpiHXy) = -e,
czyli p+HXx,y) = ¥\ Teraz rozpatrzmy przjrpadek, gdy wektory x,y G S(X) sg liniowo
niezalezne i speiniajg nierébwnos¢ pHx,y) < —e. Zdefiniujmy nastepnie dwie funkcje:
7:[01] -»S(X), 7() := oraz [01] = IR, i?(t) = pP+(x,7(«)). Zauwazmy,
ze tf(0) < —e, ?(I) = 1 Funkcja #?, jako ciggta9, ma wilasnos¢ Darboux, zatem istnieje
to € (0,1) takie, ze $(£,) = —e. Definiujac

toX+ (I-to)y = y

dostajemy z = ax+0y, 0 > Ooraz p+(X, Z) = —£, wiec xA5p+z. Z zatozonego (j) dostajemy
X152, a zatem —e < PX\" e. Skoro p+HX, z) = —e oraz

(3.13)

to takze [PNN\= —e, czyli pHX,z) = [2W\ Stad mamy wiec

PHX,Y)=p~ X ,- X+ - = I XNX\NN+Hp'+[ XAz (=2)- M INI2+ "+ (M) =
(3.14)

Gill 1IQ 1 r 1 1¢sisn a 1 .
= P\\NX\+pizX] = 0 X H—O N = [yMe (3-15)
W przypadku p-+Hx,y) > —e okreslamy nastepujace funkcje: 7 : [01] —S(X) przez
7(0 = |JtIXtGI%] ] oraz  [0,1] —M wzorem ti(t) := p+(1,7(t)). Woéwczas tf(0) > -e,
i?() = —L Ponownie z wilasnosci Darboux otrzymujemy pewne t0 € (0,1), dla ktérego

ti(tQ) = —e. Dalej dowdd przebiega podobnie.
ZatozyliSmy, ze wektory X, y wybrane ze sfery jednostkowej sg liniowo niezalezne. Gdy-
by byly zalezne, to wtedy X = xy. Stad pHX,y) = pH=zxy,y) = NN = MxVY] = P\
Pokazali$my dopiero rownosé funkcjonatéw 0+(-0), [0 na wektorach ze sfery jed-
nostkowej. Jezeli teraz a,b E X \{0}, to z whasnosci (g+2), (sisl) oraz (sis2) dostajemy

= [4lal, (3.16)

zatem (j)=>(r) jest juz wykazane.

Implikacja (t) = (r) wynika, z wlasnosci (3.1) i warunku (3) z twierdzenia 3.5. Aby
wykaza¢ (r) = (t) zalézmy p+H-,0) = [0} Wtedy z wihasnosci (sisl) wynika, ze dla
kazdego x € X \{0} funkcjonat g%, 0) jest liniowy. Zatem z warunku (4) ponownie z
twierdzenia 3.5 dostajemy gtadkos¢ w x, czyli X jest gladka w kazdym punkcie.

W ten spos6b mamy juz wykazane rownowaznosci (j) DO (p) = (t). Bardzo
podobnie wykazujemy (k) (D) & () =) =>(t), (M) <>(©) <m(p) =m(s) (t) oraz
(M) () (@) o () s=().

Postepujac podobnie jak w dowodzie implikacji (j) =m(r), mozemy otrzymac (a) == (p),
(d) == (p), (@) == (p) oraz (b) == (p), (€) = (p), (h) == (p). Nalezy wtedy zamiast (3.13)
zastosowa¢ odpowiednio jedng z nieréwnosci p_ ~ p' < g+ a zamiast wlasnosci (sisl),

9Funkcja 1? jest ciggta, bo 7 jest ciggta oraz funkcja p+jest ciggta ze wzgledu na druga zmienng (zob.
wihasnoséci funkcjonatéw p'_,p'+ w podrozdziale 3.1).



(/41), (px2) w (3.14) oraz (3.15), trzeba w odpowiedniej kolejnosci zastosowaé (p+1),
0°+2)> (p' 1) lub (p'2). Ponadto, zamiast wiasnosci (p'+2), (sisl), (sis2) w (3.16) nalezy we
wiasciwy sposob zastosowaé (P+2) lub (p'2).

Implikacje (p) => (c) = (a), (p) = (c) => (b),a takze (p) => (f) == (d), (p) =m(f) == (e)
oraz (p) = (i) = (g), (p) = (i) >m (h) sg oczywiste, zatem dowdd twierdzenia jest
zakonczony. -

W pracy [19] znajduje sie réwniez twierdzenie charakteryzujgce semi-gladkosc.

Twierdzenie 3.12 [19, Theorem 35] Zat6zmy, ze X jest rzeczywistg, przestrzenig unor-
mowang. Niech e £ [0,1) oraz niech FH: X x X —» R bedzie ustalonym semi-iloczynem
skalarnym. Wowczas nastepujace warunki sg réwnowazne:

(@) g, C 155
(b) +e,D 4B
(©) =A;

d) p'®m)= [0l
Ponadto kazdy z powyzszych warunkow implikuje semi-gtadkosc.

Dowdd: Wpierw wykazemy (a)=>(d). Ustalmy liniowo niezalezne wektory x,y £ X tak aby
Ikl = I/l = 1 Podobnymi metodami jak w dowodzie implikacji (j)=>(r) z twierdzenia
3.11 otrzymamy wektor z £ Lin{x,y} taki, ze |l = 1i p'(x,z) = —£ (stad x oraz z
musza by¢ liniowo niezalezne). Zdefiniujmy funkcje //,7 : [0,1] —#R wzorami:

11 ~tz+tx \ [ (1-1tz+1tx
"(0 =R [Xena - Oz XD I(t) := J(I-1t)2+fa]

Kazda z nich jest ciagta. Zauwazmy, ze pt(0) = —eoraz /i(l) = 1, wiec z wkasnosci Darboux
wynika, ze dla pewnego ti £ (0,1) mamy p(t\) = e. Skoro xJfpz oraz £-@]j(Tr)f§j]> to
z inkluzji p C 4* otrzymujemy xAfa jak rowniez xJA Yy W konsekwencji

HO) < 7(0) oraz p,td ~ 7(").

Lemat 1.19 dostarcza rownos¢ fi(t0) = 7 (t0) dla pewnego ta £ [0, <i]. Zatem dla wektora
w = || +ti]] dostajemy p'(x,w) = [u]X]. Latwo mozna zauwazy¢, ze w £ Lin{ar, y}
oraz |lull = 1. Ponadto, x, w sg liniowo niezaleznel0, zatem dla pewnych a, /3 £ R mozemy
zapisaC y = ax + (3w. Stosujac rownosc¢ p'(x,w) = [iu[X], mozemy wyprowadzi¢

P'(X,y) = p'(X, ax + j3w) ap'(x, x) +p'(x, Bw) B ap'(x,x) +f3p'(x,w) =

a PN +/3 N = [ax + g = [N\

Wykazalismy rownos¢ funkcjonaléw p' oraz FH dla liniowo niezaleznych wektoréw z S (X).
Zalozmy teraz, ze X,y sg liniowo zalezne (niekoniecznie ze sfery jednostkowej). Gdy y =
ax, to p'(x,y) = a]la||]2 = I Teraz z kolei niech x,y sa dowolnymi wektorami liniowo
niezaleznymi. Wtedy z (p'2) oraz (sisl), (sis2) mamy

p'(x,y) = IMHM|p'(u”, iidi) = [HHMI Liftlpf] = [vXP

10Gdyby X,W byty liniowo zalezne, to X, Z tez bytyby liniowo zalezne, a nie sa.



wiec p' = [H] Podobnie dowodzimy (b)=>(d). Pozostate implikacje sg oczywiste.

Do zakoriczenie dowodu wystarczy jeszcze wykazac, ze np. warunek (d) implikuje semi-
gtadkosé. Z uwagi na (sisl), dla kazdego x € X funkcjonat [o]€] jest liniowy. Zatem jesli
zachodzi rownos¢ p'(e,<>) = [o] to réwniez funkcjonat p'(x,0) musi by¢ liniowy. -

Mozna teraz zada¢ pytanie, czy cztery warunki z powyzszego twierdzenia nie sg row-
nowazne warunkom z twierdzenia 3.11. Okazuje sig, ze nie. Przykiadem jest wspomniana
juz przestrzen |1 Wtedy funkcjonat [o}-b := p'(-, 0) jest semi-iloczynem skalarnym. Wa-
runki (@), (b), (c), (d) sa spetnione, jednakze przestrzen /1 nie jest gltadka. Warto wiec
w tym miejscu zwroci¢ uwage na to, dlaczego nie mozna warunkéw (a), (b), (c), (d) do-
faczy¢ do tych w twierdzeniu 3.11. Powodem jest poréwnywalnos¢ funkcjonatéw p4, [H
mianowicie, p' (-,0) * [oH " p+(-,0), natomiast p'(-, 0), [o]4] nie sa poréwnywalne (jezeli
p'(-, 0), [o]*] sa poréwnywalne, to sa réwnell).

Kolejne narzucajgce sie pytanie brzmi: czy prawdziwy jest odwrotny rezultat do twier-
dzenia 3.12, tzn. czy semi-gltadkos¢ implikuje ktérys z tych czterech (a zatem wszystkie)
warunkéw? Odpowiedz jest réwniez negatywna. Stosownym przykladem jest ponownie
przestrzen il, ktéra jest semi-gltadka. Poniewaz nie jest gladka, wiec mozna znalez¢ dwa
rozne semi-iloczyny skalarne, z ktérych przynajmniej jeden jest rézny od funkcjonatu p'.
Stad warunek (d) z twierdzenia 3.12 nie zachodzi, a w konsekwencji wszystkie pozostate
takze nie.

Udowodniono w pracy [10, Proposition 3.1], ze zawsze L5C JfB, a w przypadku prze-
strzeni gtadkiej jest rowniez JfB C 15 (zob. [10, Proposition 3.2]). Podano tam réwniez
przykiad przestrzeni niegladkiej (zob. [10, Example 3.1]), w ktorej JfB * Les Pokazemy
za chwile, ze inkluzja JfB C If9powoduje gladkos¢ przestrzeni. Dowdd dla e = 0 mozna
znalez¢ w [22, str.155,157].

Twierdzenie 3.13 Niech X bedzie rzeczywistg przestrzenig unormowang. Woéwczas kaz-
dy z ponizszych warunkow

(@ Jf, c 17; (b) Jf,,cif,,_; (c) Jf,, C x*; (d) J5, c J.*%
implikuje gtadko$¢ przestrzeni X.

Dowdd: Wykazemy, ze z inkluzji (d) wynika gtadkos¢. Zatézmy, ze JfBC I8 Z twierdzenia
3.10 mamy Llet+ C IfB, zatem J5 C LB Stosujgc teraz warunek (j) z twierdzenia 3.11
otrzymujemy teze.

Uzasadnienie dla (a), (b), (c) przebiega podobnie. Nalezy zastosowaé najpierw twier-
dzenie 3.10, a pdézniej odpowiedni warunek z twierdzenia 3.11. ]

11 Jesli np. p'(-,0) [0} to dla kazdego x,y jest p'{x,y) * [/|i] oraz p'(—x,y) » M —i], astad i z
wilasnosci (sis2), (p'2) mamy p'{x,y) > pNN\czyli p’(x,y) = /1l



Rozdziat 4

Operatory zachowujace ortogonalnosc
W przestrzeniach unormowanych

Badania dotyczace operatoréw zachowujacych, lub prawie zachowujacych B-ortogonal-
nos¢, byty prowadzone odpowiednio w pracach [28], [9] oraz [14], [38]. Wyniki badan w
kontekscie zachowywania lub prawie zachowywania J-ortogonalnosci zostaly zawarte w
pracy [16]. Wiele rezultatéw, w zakresie tematyki stabilnosci wlasnosci zachowywania or-
togonalnosci przez operatory, znajduje sie w przegladowej pracy [18].

W tym rozdziale skoncentrujemy naszg uwage ha operatorach prawie zachowujacych
p=%, p—ortogonalnos¢ oraz na zagadnieniu stabilnosci. W ten sposob niektére rozwazania
prowadzone w drugim rozdziale ,,przeniesiemy” na przypadek rzeczywistych przestrzeni
unormowanych. Bedziemy rozwazali odwzorowania liniowe prawie zachowujgce te relacje
ortogonalnosci, ktére zdefiniowaliSmy w rozdziale trzecim. Ponizszy rozdziat kontynuuje
tematy z prac [17] oraz [19].

4.1 Operatory zachowujace ortogonalnosc

Drugi rozdziat poswiecony byt operatorom zachowujacym ortogonalnos$¢ w przestrze-
niach unitarnych. Mozemy réwniez okresli¢ operatory zachowujgce ortogonalnos¢ w prze-
strzeniach unormowanych, jesli wczesniej zdefiniujemy ortogonalnosc jednym ze sposobdéw,
podanych w poprzednim rozdziale. Niech X, Y beda rzeczywistymi przestrzeniami unor-
mowanymi. Podamy definicje operatora zachowujgcego jedng z ortogonalnosci.

Definicja 4.1 MOowimy, ze operator f : X —+Y zachowuje p+-ortogonalnosc, jesli speinia
warunek

Vzjlex . xxpty => fxLpiHy.

Podobnie definiujemy operatory zachowujgce p~-ortogonalnosé (albo p-ortogonalnos¢ al-
bo B-ortogonalnosc).

Twierdzenie, ktére teraz zaprezentujemy, opisuje operatory zachowujace p+,p-,p-ortogo-
nalnos¢. Orzeka ono miedzy innymi, ze takie odwzorowania muszg by¢ podobienstwami.



Twierdzenie 4.2 [17, Theorem 5], [48, Theorem 4.2] Zatézmy, ze X,Y sg rzeczywistymi
przestrzeniami unormowanymi, a f : X —Y jest niezerowym liniowym odwzorowaniem.
Wobwczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

(@ / zachowuje p-+-ortogonalnosc;

(b) / zachowuje p--ortogonalnosc;

(c) / zachowuje p-ortogonalnosc;

(d) S N8I = I/H-M;

€ D P'MXIY) = NR-gHXY);

() Miex : p'-(fxjy) = NR-p’_(x,y);

(@ WxeX: p'{fx,fy) = \NR-p'(X,y).

W pracy [17] udowodniono réwnowaznosci (a)"(b)<~(d)*(e)*4>(f)*(g). Natomiast, w
pracy [48] wykazano, ze warunek (c) jest réwnowazny kazdemu z pozostatych.

Dowdd: Réwnowaznos¢ (<) fatwo dowodzimy z wiasnosci (p'+3). Z réwnowazno-
sci (e)-"(f) wnosimy jednoczesnie (e)=>(g) oraz (f)=>(g). Oczywiscie (e)=>(a), (=>(b),
(9)=>(c) oraz kazdy z warunkow (e), (f), (g) implikuje warunek (d). Dowoddéw implikac;ji
(@=>(d), (b)=>(d) oraz (c)=>(d), ktére znajdujg sie odpowiednio w [17], [48], nie bedzie-
my tu przytaczac. Implikacje te uzyskamy jako wniosek z twierdzenia 4.12 z nastepnego
podrozdziatu. Zatem do zakonczenia dowodu wystarczy uzasadni¢ implikacje (d)=>(e).
Zalozmy, ze dla x € X zachodzi rownos¢ |lall = VI Stad oraz z definicji p+ jest
M*,Tv) = |I/x]]. Hm IMMLLILM = piapnxn-Um /| JIE£abM = [|/||V +(*,)). =

W pracy [28] wykazano, ze operatory (okreslone pomiedzy rzeczywistymi przestrze-
niami unormowanymi) zachowujgce fi-ortogonalnos¢ musza by¢ podobieAstwami. Wynik
obejmujacy zaréwno przypadek rzeczywisty jak i zespolony uzyskano p6zniej w [9]

Twierdzenie 4.3 [9], [2B] Niech X,Y bedg przestrzeniami unormowanymi, i zatézmy, ze
f:X - ~Y jest niezerowym, operatorem liniowym. Woéwczas f zachowuje B-ortogonalnosé

wtedy i tylko wtedy, gdy Viex : |[/x]| = [[/]] *|Ix]I-

4.2 Operatory prawie zachowujgce ortogonalnosc

W poprzednim podrozdziale przypomnieliSmy, ze operatory zachowujgce p+-ortogonal—-
nos¢ w przestrzeniach unormowanych sag podobienstwami. W tym podrozdziale podamy
podobne twierdzenie, opisujgce operatory e-prawie zachowujgce p+-ortogonalnos¢. Mia-
nowicie wykazemy, ze jesli operator e-prawie zachowuje p-+-ortogonalnosé, to musi byc¢
prawie podobienstwem. Ustalmy liczbe e G [0,1).

Definicja 4.4 Méwimy, ze operator /: X — Y e-prawie zachowuje p-+-ortogonalnos¢
jesli spetnia warunek

Vxjlex : Xxpty = fXAJy

Podobnie definiujemy operatory e-prawie zachowujgce p”*-ortogonalnosc (albo p-ortogonal-
nos¢ albo B-ortogonalnosé)

Oczywiscie te definicje sg szczegdlnym przypadkiem definicji 2.6.



Definicja 4.5 Niech 77 G [0,1). Jesli operator /: X —»Y spetnia warunek
VI6* . (1-7?) H/IMKII < 1M < IVIMIKLLL
to powiemy, ze / jest rj-prawie podobienstwem (lub w skrdcie r)-podobienstwem).

Przyktad 4.6 Operator (gdzie H jest przestrzenia Hilberta), e-prawie zacho-
wujacy ortogonalnosé jest /-podobieristwem, gdzie 7/= 1— (Por-twierdzenie 2.22).

Niech X ,Y bedg dowolnymi przestrzeniami unormowanymi oraz zatlézmy, ze operator
f: X —Y jest ograniczony z gory i z dotu. Zdefiniujmy liczbe 7:= 1— Wowczas

(i-iJi/n-mi = (1- (1-ft)) WAL= 1/2-W  « II/*ll < 11/M-21+1L
zatem kazdy ograniczony z gory i z dotu operator / jest T-podobienstwem 2 77 := 1—

Nastepujgce twierdzenie z pracy [38] orzeka, ze operator e-prawie zachowujacy B-
ortogonalnosc jest rowniez 8e-prawie podobienstwem.

Twierdzenie 4.7 [38, Theorem 35] Niech X, Y beda rzeczywistymi przestrzeniami unor-
mowanymi i niech eG [O, |). Jesli f EL(X]Y) e-prawie zachowuje B-ortogonalnos¢, to

(1-SeJll/II-NKII/XIKH/IMIXII.

Jesli przestrzenie X, Y sg zespolone, to w powyzszej nieréwnosci musi by¢ 16e zamiast 8e
oraz w zatozeniach e G [0, yg) (por. [38, Remark 3.1],).

Zauwazmy, ze w powyzszym twierdzeniu nie zakladano ciagtosci /. Dla relacji p+,p—,
/~-ortogonalnosci uzyskamy podobny wynik, rowniez nie zaktadajgc ciagtosci. Uogolnimy
w ten sposob twierdzenie 4.2. Zatézmy, ze X jest rzeczywistg przestrzenig unormowana.

Definicja 4.8 Dla ustalonego, niezerowego funkcjonatu x* G X* oraz liczby a G M, zbior
M = {x G X :x*(x) = a} bedziemy nazywali hiperptaszczyzna.

Lemat 4.9 Niech D Cc X bedzie gestym, gwiazdzistym podzbiorem przestrzeni unormo-
wanej X i niech M bedzie hiperptaszczyzng takg, ze 0 ¢. M. Wéwczas M = M fi D.

Dowéd: Skoro 0 ¢. M, to M = {X G X :x*(X) = a} dla pewnych x* G X* \{0} oraz
a G R\ {0}. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze o > 0. Zbiér M jest domkniety, wiec
M D M fi D. Pozostaje do udowodnienia M C M fi D.

Ustalmy xa G M i zdefiniujmy zbiér Mi := {xX G X : x*(X) > a}. Rozwazmy dowolny
malejacy ciagg liczb dodatnich (an)n=1*2w* taki, aby lim an= 0 (tzn.: an \ 0).

71—>+00

Nastepnie ustalmy n G N. Skoro x* ((1 +an)x0) = (1 +an)x* (x0) = (1 +an)a > a,
to (1 +an)x0 G Mi. Zbiér Mi jest otwarty, zatem istnieje liczba en taka, ze 0 < en < an
i K ((1 +an)x0;en) C M\ Poniewaz zbior D jest gesty, wiec istnieje pewien element
dne K (1 +an)xQ; en) DD. Stad

0" a ] * |k QO+ + U1 +&nnxo dnf<
A Onll-oll + All-"oll +



Zatem otrzymujemy cigg (dn)n=12 spetniajagcy lim dn=xQoraz dnGMifiD dlanGN.
’ n—-+00

Nastepnie ustalmy m € N i zdefiniujmy funkcje h: R —R, h(t) := x*(tdm). Zauwazmy,
ze h(0) = Ooraz /i(l) = x*(dm) > a. Oczywiscie h jest ciggta, wiec z wlasnosci Darboux
dostajemy réwnos$¢ h(tm) = a dla pewnego tmaG (0,1). Stad x*(tmdm) = a, wiec tmdmG M.
Skoro D jest gwiazdzisty, to tmdm G D, a zatem takze tmdm G M fiD dla m G N.
Poniewaz tm G [0,1] i zbiér [0,]] jest zwarty, to dla pewnej liczby ¢ G [0,1] i pewnego
podciagu (tmk)k=12 ciggu {tm)m= zachodzi lim tnk = ¢, a stad fl:in:ootrrkdnk = cxQ

«—»+00
Z domknietosci zbioru M otrzymujemy cx0 G M. Stad x*(cxQ = a, cx*(xa) = a, ca = a,
wiec c = 1 Zatem f[I:ir*rgo tmkdnk = X0, co oznacza X0 G M fi D. -

Lemat 4.10 Zatdézmy, ze T: Rn—Rn jest liniowg bijekcja. Niech fi bedzie miarg Lebes-
gue’a okreslong w przestrzeni R" i niech A C Rn bedzie zbiorem mierzalnym takim, ze
fi(A) < +o00 oraz fi (T (A)) < +00. Wowczas fi(A) = Owtedy i tylko wtedy, gdy fi (T (i4)) = 0.

Dowdd: Rozwazmy w R™ norme wprowadzong przez standardowy iloczyn skalarny. Dla
dowolnej funkcji catkowalnej /: £ ? —R okreslonej na mierzalnym zbiorze fl c I ni dla
dowolnego dyfeomorfizmu <> R" —Rn klasy C1 zachodzi znany wzérl

ffdfi= j (F<p)- Met $\fi, 4.1)

w ktérym ip' oznacza jakobian dyfeomorfizmu <, a wiec |det </] bedzie oznacza¢ modut
wyznacznika tego jakobianu. Oczywiscie T jest dyfeomorfizmem, a ponadto T'(x) — T
dla kazdego x G Rn. Stad |detT;(Q] = |detT] > 0. Jesli teraz podstawimy do wzoru (4.1)
T w miejsce 3 zbiér A zamiast zbior T(A) w miejsce B oraz stalg funkcje / := 1,
to wtedy otrzymamy

fi (T(A)) = J Id» = J 1-IdetT'l dfi = |detT|-J1d fi = [detT\~fi(A).

T(A) A A
Z ostatnich réwnosci wynika, ze fi{A) = Owtedy i tylko wtedy, gdy fi (T(A)) = 0. -

W wypowiedzi lematu 4.10 nie zakladamy, ze w R" jest zdefiniowana norma (norma
».pojawia sie” dopiero w dowodzie). Dowolna, h-wymiarowg przestrzen unormowang X jest
izometrycznie izomorficzna z (Rn, JHEK), gdzie norma |pJE: Rn — [0,+00) jest stosownie
dobrana. Ponadto, w przestrzeni skorczenie wymiarowej wszystkie normy sa rownowazne.
Oznacza to, ze jesli @ R" —» R" jest dyfeomorfizmem (przy normie euklidesowej), to ip
bedzie takze dyfeomorfizmem przy kazdych innych normach (nawet jesli w dziedzinie i
przeciwdziedzinie odwzorowania < bedg rézne normy). Miara Lebesgue’a ,,nie zalezy od
normy”, tzn.: definiujgc tg miare nie uzywamy pojecia normy. Zatem po tych niezbednych
komentarzach, mozemy wreszcie lemat 4.10 wypowiedzie¢ w nastepujacej formie.

Lemat 4.11 Zalézmy, ze X,Y sg przestrzeniami unormowanymi i dimX = dimY =n
oraz T: X —Y jest liniowa bijekcja. Niech ri, v 0znaczajg miare Lebesgue’a odpowiednio
w X oraz Y. Zatbzmy, ze A C X jest zbiorem mierzalnym takim, ze fi(A) < +00 oraz
u (T(A)) < +00. Wbweczas fi(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy u (T (A)) = 0.

1zob. [29, str.349,350].



Twierdzenie 4.12 Niech X ,Y bedg rzeczywistymi przestrzeniami unormowanymi i niech
ee [O]). zalozmy, ze f: X —Y jest niezerowym odwzorowaniem liniowym. Wowczas
nastepujace warunki sg réwnowazne:

(@ operator f £-prawie zachowuje p-+-ortogonalnosg;

(b) operator f e-prawie zachowuje p_ -ortogonalnosc;

(c) operator f e-prawie zachowuje p-ortogonalnos¢;

(d) operator f e-prawie zachowuje B-ortogonalnos¢.
Ponadto, kazdy z powyzszy warunkow implikuje warunek

(€) operator f spetniaVIEX : 1 - 8|V IMI~ Al $

Dowdd: (d)=>(e). (zob. twierdzenie 4.7).

(a)=7(b). Zat6zmy, ze xJ-py. Wtedy pHx, —y) '3 _p' (x,y) = 0, zatem xJ_pH—y).

Skoro zakfadamy (a), to YWHX, /(=N elIX] * [ I/&E)]]- Z wiasnosci (p+3) oraz z
liniowosci / otrzymujemy

Np'={XW) = 1-p_(/x./y)| = WHEX, F(=N\N elIXI-11A91 = elIX -1

czyli fxAbp fy. Podobnie dowodzi sie (b)=>(a), wiec wykazaliSmy réwnowaznos¢ (Q)<s=>(b).

(a)=>(d). Aby skroci¢ redagowanie dowodu tej implikacji, bedziemy od tego momentu,
az do nieréwnosci (4.2), stosowac oznaczenia p, J ptJf . W tym etapie dowodu nalezy
to rozumie¢, jako przeprowadzenie rozumowania najpierw w przypadku p=, J pHJf , a
nastepnie podobnego rozumowania dla przypadku p'_, J p ,Jf .Zatem w (4.2) znajdziemy
dwie nieréwnosci: jedng dotyczaca funkcjonatu p+ oraz druga dotyczacg funkcjonatu p' .

Ustalmy X,y € X \{0} i zauwazmy, ze xJ.p=  p] " x +y” . Istotnie, powyzsza pro-
stopadtos¢ wektorow wynika natychmiast z wlasnosci (p=l). Skoro zatozyliSmy warunek

(a), to jednoczesnie zachodzi tez (b), a zatem fxASpt jiprfx +fyj, wiec

FCr Pi(X>2—/-T+ fy - b

V*'"|B Wy TN
NHXY)\
Xy) W41+ NN\ =

= ENNGONNNEANHETY \oey)\

Przeksztalcajgc lewg strone powyzszej nieréwnosci przy uzyciu (p=xl), otrzymujemy

1/x"2

Px(fx, fy) - N0 \pH(x y) mN\pHxy) - (4.2)
Stad dostajemy dalej
“’; mp‘—i{x,y)—e—“’@p'ﬂx,y)\— £ RN\ < p+H{fx,fy) (4.3)

jak réwniez

P-(fxJy) < e NN+ £N\;(\p'_(x,y)\ + -p'_(X,y), (4.4)



dla wszystkich wektorow x,y £ X \{0}.
Ustalmy teraz wektory u, w G X\ {0} takie, aby uxBw. Z twierdzenia 3.1 otrzymujemy
p' (u,w) * 0< p+(u, w) zatem

N {uw\=-p' (u,w) oraz WHuw)\ = pg+(u,w).
Stad i z nieréwnosci (4.3) mamy
SNINNNNN< (1= e )/ Huw)-ellul]-11/w]] $p *+(fu,fw),
a z nierébwnosci (4.4) dostajemy
P-(fulw) < ell/wIMI/HI + (1 < e] |l /«IHI/HI-
Wreszcie, otrzymujemy nieréwnosci
P-(fu, fw) - el|Jull * 1ol p+(fu, fw) ENNLNNSNN\

Stosujac teraz twierdzenie 3.3, dostajemy fuA?Bfw. W ten sposob wykazaliSmy, ze ope-
rator / e-prawie zachowuje B-ortogonalnosc.

(c)="(a). Zatézmy najpierw, ze dimX = 1, i ustalmy x,, € X \{0}. Wéwczas dla
kazdego niezerowego odwzorowania liniowego g: X —»Y istnieje w G Y \{0} takie, ze
odwzorowanie g jest postaci g(txa) = tw, dla wszystkich te R. Stad kazde niezerowe,
liniowe odwzorowanie jest podobienstwem, wiec w szczegolnosci spetnia (a), (b), (c), (d).

Rozwazmy przypadek, gdy dimX = 2 Niech x,y € X, x " 0. Stosujgc (p11) dosta-

niemy x=+p + y~. Skoro zakladamy (c), to fx1?p(~ z2~fx +/y), a stad
N (/a:;,-* fx +/y)] <e —e fx +fy R\

Stosujgc ponownie (p' 1) otrzymujemy warunek

Hex\{Ovyex pP'(fx, fy) - no l-p{xy) P (\);’\y)—fx +fy SN\ (4.5)

Pokazemy teraz, ze / jest injekcjg. Ustalmy k € ker/ oraz x e X\ ker/. Podstawiajgc
te wektory do (4.5) dostajemy

PU(Fx,FK)="Afp'{x,k) <e -B-fx +fk R\

awiec M-p'{x, k) <e M-p'(x, K) , zatem p'(x, k) = 0. Pokazalismy w ten sposob, ze
x~ker/ X Lpfc,

Skoro -p C -a (por. twierdzenie 3.10), to wowczas otrzymujemy nastepujacy warunek
xtker/ X Lgfc. 4-6)

Poniewaz dim X = 2 oraz dimker/ ~ 1, to zbior X \ker/ musi by¢ gesty. W ten sposob
mozemy znaleZé cigg (xn)n=iv,.. taki, ze xn ¢ ker/ oraz lim xn = k. Z wiasnoSci (4.6)



dostajemy wtedy xnxBk dla n G N. Ciggto$¢ normy zapewnia a zatem k = 0.
WykazaliSmy, ze / jest injekcjg. Stad dimX < dimK.

Rozpatrzmy teraz przypadek gdy dimX = dimY = 2. Stad i z injektywnosci / wnosi-
my, ze / musi by¢ takze surjekcja. Zdefiniujmy zbiér S := Dsm(X)D /-1 (Dsm(Y)). Z linio-
wosci i bijektywnosci odwzorowania / fatwo wynika, ze zbior S jest gwiazdzisty, poniewaz
Dam(X), Dsm(Y) sg gwiaZdziste (twierdzenie 3.9). Niech //, v oznaczajg dwuwymiarowsg
miare Lebesgue’a odpowiednio w X i Y. Twierdzenie 3.9 orzeka, ze p, (X \Dsm(X)) = 0O
oraz u (y N\Dsm(Y)) = 0. Liniowa bijekcjg odwzorowuje zbiory miary zero na zbiory miary
zero (por. lematy 4.10, 4.11). Skoro / -1 jest liniowg bijekcjg, to na mocy wspomnianych
lematéw dostajemy réwnosci

p(X\r 1(Dm (Y))) = M{/“1(Y \Dam(Y))) = o. 4.7
Okazuje sie, ze p (X \S) = 0. Istotnie,
0Mp (XN 8)=p(X\ {Dam{X) n /-1(Dam(Y)))) =
= p((XN\. Dm (X)) U (X \r 1(Dsm(r)))) "
A n (X NDam(X)) +p{X\ r 1(Dsm(Y))) &7)0+ 0.

Zatem S musi by¢ gesty (bo jego dopetnienie ma miare zero). Ostatecznie stwierdzamy,
ze zbiér S jest gesty i gwiazdzisty.

Niech a,b € X beda liniowo niezaleznymi wektorami. Zdefiniujmy teraz x* G X*
przez x*(aa +/36) := a. Wowczas M = {z GX :x*(@2) =1} = {a+th : t GM} jest
hiperptaszczyzna oraz 0 ¢. M. Stosujac lemat 4.9 dostajemy

MDS= M. (4.8)

Zauwazmy, ze aGM. Korzystajgc z rownosci (4.8) otrzymujemy cigg elementéw a+tnbGS,
dla ktérych zachodzi lim (a+tnb) = a (stad lim tn = 0). Powolujac sie teraz na
n—+00 n—+00

warunek (4.5) stwierdzamy, ze

p' (f(a +tnb)Jb) - H$£0 ~"p'(a +tnb,b) ~

~PNetINE (2 +*6) +  'll/(a + N11-

Skoro a+tnbeS =D3m(X)nf~1(Dsm(Y)), to a+tnbeDam(X) oraz f(a +tnb)eDam(Y).
Stad p'(a +tnb, ¢) = p+Ha+tnb, ¢) oraz p'(f(a +tnb), ¢) = p+H(f(a +tnb), ¢), wiec z ostatniej
nieréwnosci otrzymujemy

P+ (f(a + tnb), fb) - M jAr-p'Ha +tnb b) <

“ Aa+mfPYCO + tnb) + fb -] /@@ + te)] .

Funkcja p+(- ) nie jest ciggta ze wzgledu na pierwszg zmienng, natomiast mozemy zasto-
sowac (3.2). Korzystajgc z tej wiasnosci otrzymujemy nastepujaca nierownosé

P'+M)r , .t
/1+(/0,/6) - nnsrA+ M) P aith (4.9)



Wektory a, b byty liniowo niezalezne. Zauwazmy, ze ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa
rowniez dla wektoréw liniowo zaleznych (aby to sprawdzi¢ wystarczy podstawié¢ np. za
wektor bwektor b= Aa). Zatem wykazaliSmy, ze / spetnia (4.9) dla dowolnych wektorow,
a to jak fatwo mozna zauwazy¢, implikuje warunek (a).

Nalezy jeszcze udowodni¢ implikacje w pozostatym przypadku. Zatézmy teraz, ze
dimX ~ 2, dimy ~ 2 Ustalmy dowolne dwa wektory X,y G X \ takie, ze x LpN/.
Oczywiscie X, y sg liniowo niezalezne. Zdefiniujmy odwzorowanie / : Lin{z, y} —=W wzo-
rem / := /|Lin{ij/}i gdzie W C Y jest dowolnie ustalong dwuwymiarowg podprzestrzenia
taka, ze / (Lin{Xx,y}) C W. Z pierwszej czesci dowodu tej implikacji wynika, ze / e-prawie
zachowuje p-+ortogonalnos¢. Stad /x L5 /y i ostatecznie fxI1?pHy.

(d)=>(c). Skoro zakladamy warunek (d), to dostajemy warunek (e) (poniewaz im-
plikacja (d)=>(e) byla juz uzasadniona). Stad wiemy juz, ze / musi by¢ injekcjg, wiec
dimX ~ dim V. Rozwazmy najpierw dim X = dimK = 2 (przypadek dim X = 1 uzasad-
niamy tak samo jak na poczatku dowodu implikacji (c)=»(a)).

Zdefiniujmy zbiér S := Dsm(X) D/ -1(Dsm(Y)). Podobnie jak w dowodzie wcze-
$niejszej implikacji uzasadniamy, ze S jest gestym i gwiaZdzistym zbiorem. Ustalmy do-
wolnie X € S, y € X, X 0. Stosujac (p'1) mamy Xtp " a nan-

ze xJ-b +vyij, bo Jp C -b. Poniewaz zaktadamy warunek (d), to wéwczas

fxJB  plfx + fy j. Twierdzenie 3.3 dostarcza nieréwnosci

fi p-ix +1y) -£N\ I

P ,
+( / * .t X fiy +eMx = ii{xn’oy){:x++y

Skoro X £ S, to fx € Dsm(Y), a wtedy p'_{fx, ¢) = p'(fx, ¢) = pf(fx, ¢). Mozemy teraz w
ostatnich nieréwnosciach wstawi¢ p' w miejsce p'_ oraz p+. PokazaliSmy w ten sposéb, ze
/ spetnia nastepujgcy warunek:

HES\N{O}Vy€X '(" _ fi’) I” ") pL()(i?%/)fX+1'IS7 NN\ (4.10)

Ustalmy dowolnie dwa liniowo niezalezne wektor a, b € X i zdefiniujmy funkcjonat x*
oraz hiperplaszczyzne M tak samo jak w trakcie dowodu (c)=>(a). Z lematu 4.9 otrzymuje-
my podobnie rownos¢ M fi S = M, dzieki ktérej dostajemy cigg elementéw a+tnb € S ta-

kich, ze lim (a +tnb) = a (wiec lim tn —0). Jesli podstawimy do warunku (4.10) wek-
n—y-+00 n—*+00

tor a+tnbw miejsce x,b w miejsce y, a hastepnie zastosujemy (3.4), to okaze sie, ze nierow-
nos¢ z (4.10) zachodzi dla dowolnych wektordw liniowo niezaleznyci. tatwo widacé, ze dla
liniowo zaleznych takze. Ostatecznie m ~fa +fb |||

dla wszystkich a,b € X, coimplikuje c).Przypadek dla wyzszych wymiaréw uzasadniamy
podobnie jak wczesniej.

Warunek (e) w twierdzeniu 4.12 nie musi by¢ jednak réwnowazny pozostatym. Uza-
sadnimy to przyktadem 4.15 z podrozdziatu 4.4.



4.3 Stabilnosc¢ liniowych izometrii

Rozwdj teorii stabilnosci liniowych izometrii trwa od lat 60-tych XX wieku. Zagad-
nieniem, czy kazda liniowg prawie izometrie mozna aproksymowac liniowg izometrig, zaj-
mowano sie na przykitad w pracy [35]. Warto tez wspomnie¢ o pracach z lat 80-tych [5],
[6l [7], [20), [Z27], w ktérych kontynuowano badania w tej tematyce. Niedawno ukazata sie
rowniez praca [42]. W dalszej czeSci rozprawy chodzi miedzy innymi o spostrzezenie, ze
stabilnos¢ liniowych izometrii jest zagadnieniem bardzo bliskim (a w wielu przypadkach
rownowaznym) stabilnosci wilasnosci zachowywania ortogonalnosci przez operatory.

Niech X ,Y bedg przestrzeniami unormowanymi.

Definicja 4.13 Operator liniowy nazywamy liniowg e-izometrig2, gdy spetnia warunek
VieX @ (IFe)lIxI < AL < (1 +9olixII- (4.11)

Zauwazmy, ze jesli operator h: X —>Y jest fl-prawie podobieristwem3, to ~ jest liniowa
T-izometria. Odwrotnie, jesli g: X —*Y jest liniowa e-izometrig oraz |l = 1 to g jest
takze e-prawie podobienstwem. PokazaliSmy wiasnie, ze istnieje zwigzek miedzy liniowy-
mi prawie podobienstwami, a liniowymi e-izometriami. Z drugiej strony operatory prawie
zachowujace jakg$ ortogonalos¢ sg liniowymi prawie podobienstwami. Rozwazania te su-
gerujg zatem istnienie pewnej zaleznosci miedzy liniowymi e-izometriami, a operatorami
prawie zachowujacymi rézne relacje ortogonalnosci.

Definicja 4.14 Powiemy, ze zachodzi (jest) stabilnos¢ liniowych izometrii4, jezeli istnieje

funkcja 5: [0,eQ —IR (uniwersalna dla danej pary przestrzeni X, Y) taka, ze Elim 5(e) =0,
—0+

oraz majgca nastepujgca wlasnosc: dla kazdej liniowej e-izometrii f : X —*Y istnieje

izometrig liniowa h: X —Y taka, ze

IF-h\"\.$6(€).

Przez (X ,Y) £ (SL1) oznaczamy, ze zachodzi (jest) stabilnos¢ liniowych izometrii dla pary
przestrzeni (X,Y). Symbol (X,Y) ¢ (SLI) oznacza, ze nie zachodzi (nie ma) stabilnos¢.

Rozsadne jest rozwazanie zagadnienia stabilnosci izometrii liniowych tylko gdy ist-
nieje przynajmniej jedna liniowa izometrig miedzy przestrzeniami X, Y, wiec tylko takie
przypadki bedziemy rozpatrywac.

W pracach [X] oraz [42] mozna znalez¢ niektore wyniki dotyczace zagadnienia oma-
wianego w tym podrozdziale. Praca [2] zawiera nastepujace rezultaty. Jesli H oznacza
przestrzen Hilberta, to (H,H) £ (SLI). Jesli X ,Y sg skoriczenie wymiarowymi przestrze-
niami unormowanymi, to wowczas (X, Y) £ (SLI). W pracy [20] wykazano réwniez, ze

(c,c),(co,c0),(I°°,1°°)e(SLI). 4.12)

Natomiast praca [42] zawiera przyklad nieskonczenie wymiarowej przestrzeni unormowa-
nej (oznaczanej tam symbolem Ha), dla ktérej mamy (Ha,Ha) ¢ (SLI).

2 W zagadnieniach dotyczacych stabilno$ci izometrii w sensie Hyersa-Ulama rozwazato sie odwzorowac
nia spetniajace | \NR—H)\\—Hi —yN\]  dla wszystkich x,ye X -bez zakladania liniowosci f.

3zob. definicje 4.5.

4Zwroémy uwage, ze zagadnienie, o ktérym moéwimy, r6zni sie od podobnego zagadnienia stabilnosci
izometrii w sensie Hyersa-Ulama - rozpatrywanego na przykiad w pracach [24], [39].



W dalszej czesci pracy pokazemy, ze stabilnos¢ liniowych izometrii jest zwigzana ze
stabilnoscig wiasnosci zachowywania réznych relacji ortogonalnosci, a w przypadku nie-
ktorych Klas przestrzeni, zagadnienia te sg réwnowazne.

4.4 Stabilnos¢ wiasnosci zachowywania ortogonalnosci

WykazaliSmy wczesniej (zob. twierdzenia 2.16, 2.18), ze ciagte operatory f : X —Y
(gdzie X, Y sa przestrzeniami unitarnymi) znajdujace sie w matej odlegtosci od podo-
bienstw (lub izometrii) liniowych h: X —Y, a wiec operatoréw zachowujgcych ortogo-
nalnosé¢, musza e-prawie zachowywac ortogonalnos¢. Oczywiscie e zalezy od tej odlegtosci:
im mniejsza jest odlegtos¢ |J/—H\\tym mniejsza jest liczba e, wiec operator / doktadniej
zachowuje ortogonalnosc.

Ponizszy przykiad ukazuje, ze takiego efektu nie ma w ogélniejszym przypadku, gdy
iloczyn skalarny zastgpimy funkcjonatem p' .

Przykiad 4.15 Ustalmy dowolnie a G (O, |] i zdefiniujmy operator fa: ™ —  wzo-
rem fa(xi,x2) := X\cosa —x2sina, X\sina +x2cosa). tatwo widac¢, ze }a jest liniowe.

Zgodnie z [3, str. 18], dla dowolnych (£1,22» (21,22) £ "2 mamy

Xiyi, gdy Jai] > &\
X2y2, gdy ] < W&\
xxmin{yi,y2}, gdy xx= x2* 0,
xi max{yi,y2}, gdy =x2<0,
xi min{yi, -y2}, gdy xx= -x2> 0,
k Xi max{yi, -y2}, gdy xx= -x2< 0.

p'_((x1,22), AL22)) = (4.13)

Teraz pokazemy, ze fa nie spetnia warunku:
Vxyex mxx+py =» faxA fay

z zadnym e € [0,1). Wybierzmy dwa wektory x = (1,1), y = (0,1) € 1. Ze wzoru (4.13)
wynika, ze X-Lp y. Obliczamy nastepnie

fax = fa(1,1) = (coso. —sina, sina + cosa),
fay = /a(0,1) = (-sina, cosa).

Ponownie stosujgc wzér (4.13) dostajemy

p'_(fax, fay) = pL ((cosa —sina, sina +cosa), (—sina, cosa)) =

(sina + cosa) cosa.
Przeprowadzajac kolejne rachunki otrzymujemy jeszcze:

Il/a™Hoo = max{] cosa —sina], |sina + cosa|} = sina + cosa,
11°Qyl1oo = max{] —sina], Jcosa]} = cosa.
Uwzgledniajac wszystkie powyzsze réwnosci otrzymujemy
\p'M*x,fay\ =

I1/a~lloo * 1] /a2]]oc



co oznacza, ze wektory fx,fy nie sa e-p'_-ortogonalne dla zadnego e € P, 1).

Pokazemy, ze odwzorowania postaci fa moga znajdowac sie dowolnie blisko operatora
zachowujacego p”-ortogonalno$é. Niech /1:/3 ~ 7% bedzie okreslone wzorem h(x) := X
(h jest izometrig, a wiec zachowuje p_-ortogonalnos¢). Latwo mozna sprawdzic¢, ze dla
kazdej liczby t £ [O, |] prawdziwe sg nieréwnosci sint ~ t oraz 1 —cost ~ t. Dalej
dostajemy

Ffax —hxW” = max{|xi cosa —x2sina —xi|, |xisina + x2cosa —x2[} =

max{](cosa —I)xi —x2sina], |x!sina + (cosa —)x2[} *
max{ |l —cosa]-|xi] + p2Hsina], Pl sina] + |1 —cosa]-|x2[} *
< maxdl-cosal-IlIxlloo+Hxlloo-I sina], HxH*-I sina] + |I-cosa]*|¥]]od} =

>

(J1 - cosa] + |sinal) 1Ixlleo = ((1 - cosa) +sina) HxHoo ~ 2017 Ih,

zatem |JQ—f|| < 2a, a pamietamy, ze liczbe a € (O, |] ustaliliSmy na poczatku dowolnie.

Tak jak wczedniej zapowiadaliSmy, uzasadnimy teraz, ze w twierdzeniu 4.12 implikacje
(e)=>(a), (e)=>(b), (e)=>(c) oraz (e)=>(d) nie sg prawdziwe. Wystarczy dowies¢, ze tylko
implikacja (e)=>(b) nie jest prawdziwa. W prezentowanym przykiadzie 4.15 pokazalismy,
ze operator fa nie spetniat warunku (b) z twierdzenia 4.12 z zadnym e € [0,1). Zde-
finiujmy operator ga := Najpierw chcemy pokaza¢, ze operator ga jest prawie
podobienstwem. Skoro [JQ—MN\" 2a, to dla x € /f° mamy

2o - Mo l= | \eND- HMoo| ~ j1ox - K|joo < [IQ - AJH@ Joo 5 20-~1100-
Wtedy (1 - 2a)]|x|[00~ Jlax]loo < (1 + 20)Ix 10, a zatem

ITSIklloo < Halloo < IkHoo-
Stad |l |~ 1, wiec dla kazdego x € | zachodzi

(1~ 1+8) lI"IMklloo = < fesIMloo ™ IlI*lloo ™ ||SalHM]|oc
PokazaliSmy wiec, ze operator ga jest 7-prawie podobieristwem (z liczbab 77 := -] e
nakze, operator ga nie spetnia warunku (b) z twierdzenia 4.12 z zadnym e € [0,1), gdyz
ga = Y+¥fa- Zatem implikacja (e)=>(b) nie jest prawdziwa.

Powrdémy teraz do zagadnienia stabilnosci. Pokazemy, ze w przypadku niektorych
par przestrzeni unormowanych jest mozliwe, aby operatory prawie zachowujgce pewng
ortogonalno$¢ przybliza¢ operatorami, ktére zachowujg jg dokfadnie.

Twierdzenie 4.16 Niech X,Y bedg przestrzeniami unormowanymi, dla ktérych zachodzi
stabilnos¢ liniowych izometrii (tzn. (X,Y) € (SLI1)). Niech 8: [Qe0) —M bedzie stosowng
funkcja dotyczaca stabilnosci liniowych izometrii. Wowczas istnieje funkcja 8: [O |e0 —R
spetniajgca warunek £E_r%\ﬁ(e) = O taka, ze zachodzi nastepujgca wlasnos¢: dla kazdego
operatora f \ X —*Y e-prawie zachowujacego p-ortogonalno$& istnieje operator h : X Y
zachowujacy dokladnie p-ortogonalnossS taki, ze

X~ M< 8@\
BMozna fatwo sprawdzi¢, ze 77 < 1, poniewaz a < j.

6 e—prawie zachowujgcego p-+ortogonalnos¢ (lub ~--ortogonalnos¢) - zob. twierdzenie 4.12.
7doktadnie zachowujacy p-+ortogonalnos¢ (lub p_-ortogonalnos¢) —zob. twierdzenie 4.2.



Dowod: Jesli/ = 0, to h := f. zalézmy, ze f ~ 0. Ustalmy e € [0, |]eQ. Niech f : X —Y
bedzie operatorem, ktory e—prawie zachowuje p-ortogonalnos¢. Z twierdzenia 4.12 dosta-
jemy dla wszystkich x € X nieréwnos¢

Stad

zatem przeksztalcenie jest 8e-izometrig. Skoro (X, Y) e (SLI), to istnieje liniowa
izometrig g: X —>Y talia, ze

Definiujgc podobienstwo h := |Wl g oraz funkcje & [0, |) —R, 5(e) := 5(8e) otrzymuje-
my [V —"110(e)l
W szczegolnosci, powyzszy wynik dostarcza pozytywnego rozwigzania zagadnienia sta-

bilnosci wilasnosci zachowywania p, px-ortogonalnosi w znanych przestrzeniach c,co,l°°
oraz dla rzeczywistej przestrzeni Hilberta8.

8Przypadek przestrzeni Hilberta byl juz osobno rozwazany w podrozdziale 2.4, a otrzymana tam
funkcja S: p,1) =R wyrazona byta wzorem 6(e) = » 7% )



Rozdziat 5

Operatory prawie zachowujgce
S-ortogonalnosc, J-ortogonalnosc¢

Niektore sposoby definiowania ortogonalnosci w przestrzeniach unormowanych zostaty
przedstawione w trzecim rozdziale. Bedziemy sie teraz zajmowac przyblizonym zachowy-
waniem, przez operatory, relacji ortogonalnosci wg Birkhoffa oraz wg Jamesa. Rozwazymy
dwa rézne sposoby definiowania przyblizonej B-ortogonalnosci. W trzecim rozdziale zde-
finiowaliSmy B-ortogonalno$¢ warunkiem

Xia’ VA6K X N \"' AyII
Dla e G [0,1) zdefiniowaliSmy przyblizong B-ortogonalnos¢ (por. (3.5))

xJ5.8y VAgK : IR IIx+ AvlI2+ el I

Relacja ta zostata zdefiniowana przez J. Chmielinskiego (zob. [10], [14]). Inna definicja
zostala podana przez S. S. Dragomira we wczeshiejszej pracy [21]:

X&By <= VAK: (1 - 9Kl < Xx+ Al

W dalszym ciggu bedziemy rozwaza¢ operatory e-zachowujace B-ortogonalnos¢. Pojawity
sie tutaj dwie rozne relacje, zatem aby unikng¢ niescistosci, podajemy ponizej definicje.
Niech X ,Y beda rzeczywistymi przestrzeniami unormowanymi i zalozmy, ze /: X —=*Y
jest liniowe. Ponadto ustalmy e £ [0,1).

Definicja 5.1 Powiemy, ze f, e-zachowujel B-ortogonalnos¢, jesli spetia
VWaex mx+By => fx£:Bfy. 5.1
Przypomnijmy, ze relacje elj zdefiniowano w (3.6) wzorem
.y == [ Ix+Ml- 1=yl 1< e(llz+yll + 1= ylID.
Definicja 5.2 Powiemy, ze f, e-zachowuje J-ortogonalnos¢, jesli spetia

Wxyex m y = fx£ejfy. 5.2

1Por. definicje 4.4 w kontekscie relacji JfB.



Latwo widaé, ze oba warunki (5.1), (5.2) sg szczegolnymi przypadkami definicji 2.6.

Wyniki dotyczace operatoréw spetniajacych warunek (5.1) sa omoéwione w pracach [14]
oraz [3]. W tej ostatniej wykazano, ze te operatory muszg by¢ prawie podobienstwami,
o ile przeciwdziedzina jest przestrzenig jednostajnie gtadka (zob. [38, Proposition 3.10]).
W dalszej czesci rozdzialu pokazemy podobny wynik, ale przy innych zatozeniach i tylko
0 dziedzinie operatora.

Najpierw bedziemy zajmowali sie operatorami spetniajacymi (5.2). Ponizszy rezultat
uzyskano w [16, Theorem 3.2, Corollary 34].

Twierdzenie 5.3 Niech X,Y beda rzeczywistymi przestrzeniami unormowanymi, f: X —
Y bedzie operatorem. Woéwczas f spetnia (5.2) wtedy i tylko wtedy, gdy M~ /1

Dowdd: Zalozmy najpierw, ze / speinia (5.2) oraz ustalmy wektory X,y E X takie, ze
IMI = IMI Stad a wtedy z warunku (5.2) i liniowosci odwzorowania / mamy
2 ffv fx—fu;yiec |Ibxb_ ¥y 11" eJIXI] + IVl Zatem operator / speinia warunek

W IND = Iyl = 2] - YDA e(HIF] + W, (5.3)

Ustalmy dowolnie X,y G S(X). Z warunku (5.3) mamy X < IMI- Prawa strona
tej nieréwnosci nie zalezy do X, lewa nie zalezy od y, zatem przechodzac do supremum i
infimum po sferze jednostkowej w odpowiedni sposéb, dostajemy M~ 11

Zatozmy teraz, ze / spetnia y¥]l/|l » [/], a nastepnie ustalmy u,w € X takie, ze
uxjW, tzn. Jju+HI = ||it—HI- Bez straty ogolnosci mozna zatozy¢ u » w (w przeciwnym
wypadku u = w = 0, wiec warunek (5.2) zachodzi). Zdefiniujmy

70:= | | /(jSf) I € [[/L,11/11].
Zaktadana nieréwnos¢ dostarcza, ze dla kazdego x € X zachodzi
tt?7oN A irfll/IHM T A [/l 20~ /X1 < [H/IHMI < NN T ol
a stad Aol < 1Kl ~ y*8/olMI dla x E X, co jest rownowazne warunkowi
Vxex @ [|IIX]] - 7o]|¥|] I < e(]]/*Il + ToW)-
Podstawmy u +w za X w powyzszej nieréwnosci. Wéwczas
[/(«+ HII -70[Ju+ HI I < £0\f(u + )\ + 70||u+ HD- 54

Stosujac kolejno liniowos¢ operatora /, definicje liczby 70, rownosé Ju+HI = \N—HI>
nieréwnos¢ (5.4), oraz znowu definicje liczby 70, mozemy wykazaé, ze
H/u+ /HT - |[Jfu-/TH] | = H/(«+w)ll-70lju-H]|| =
= I/ (u + u)l-7o]fu + wij| *
~oe(|l/(u+ w)l[+7o]lu + tilf]) =
= E(|[/(u+ HIl +70lu-H|) =
= eO\Nu HWNN\ + \N\fu-fW\N).
Stad fu & jfw, co konczy dowdd. -

Podstawiajac w powyzszym twierdzeniu e = 0 otrzymamy nastepujacy



Whniosek 5.4 Operator f:X —Y zachowuje J-ortogonalnos¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
jest liniowym podobienstwem.

Oméwimy teraz zagadnienie stabilnosci, ktérym sie bedziemy zajmowali w tym roz-
dziale w kontekscie operatoréw e-zachowujacych B-ortogonalnos¢ lub J-ortogonalnosé.
Niech X, Y beda rzeczywistymi przestrzeniami unormowanymi.

Definicja 5.5 Mowimy, ze dla pary przestrzeni (X ,y) jest stabilnos¢ operatoréw zacho-
wujacych B-ortogonalnos¢ (J-ortogonalnosc ), jesli istnieje funkcja 5: [0, ec) —mR taka,
ze £Iim 6(e) = 0 oraz spetniajgca nastepujacy warunek: dla kazdego operatora f : X —Y
e-zachowujgcego B-ortogonalno$¢ (e-zachowujgcego J-ortogonalnosg), istnieje operator
h: X —Y zachowujgcy B-ortogonalnos¢ (zachowujgcy J-ortogonalnosg), taki ze

Il -*K*(e)llil].

Symbol (X,Y) G (SOBP) bedzie oznaczal, ze para przestrzeni unormowanych (X, Y)
ma stabilno$¢ operatorow zachowujgcych B-ortogonalnosé; natomiast (X,Y ) ¢. (SOBP)
bedzie oznaczac¢ brak tej stabilnosci. W przypadku J-ortogonalnosci stosujemy podobnie
oznaczenia (X, Y) G (SOJP), oraz (X,Y) £ (SOJP).

Twierdzenie 5.6 Jezeli f : X —Y jest e-izometrig, to f, e-zachowuje J-ortogonalnosc.

Dowod: Niech f \X —*Y bedzie e-izometrig. Wtedy dla x G X jest (1 —ellXl < I
oraz |IX| ~ @ +elIXll zatem (1 —e) * [/], a takze JY]| < (1 + e). Laczac te dwie
nierownosci otrzymujemy 8|1/l * [/], zatem z twierdzenia 5.3 / speinia (5.2). ]

Twierdzenie 5.7 (X,Y) G (SOJP) & (X,Y) G (SLI).

Dowéd: "=>" Zaldzmy, ze para przestrzeni (X, Y) ma stabilnos¢ operatoréw zachowu-
jacych J-ortogonalnos¢ i niech 5: [0,e0) — R bedzie stosowng funkcja zwigzanag z tg
stabilnoscia. Ustalmy teraz dowolng e-izometrie f : X —Y. Z twierdzenia 5.6 wiemy, ze
operator /, e-zachowuje J-ortogonalnos¢. Zatem istnieje operator h \X —*Y, zachowu-
jacy J-ortogonalnosé, ktéry realizuje nieréwnosé

NN\ <J(e) I1- (5.5)
Skoro / jest liniowg e-izometrig, to z nieréwnosci (4.11) otrzymujemy
l-e ™ ||I/K 1+e. (5.6)

Odwzorowanie g = rowniez zachowuje J-ortogonalnos¢, zatem wobec wniosku 5.4,
g musi by¢ takze izometrig liniowa. A wiec teraz do wykazania stabilnosci liniowych
izometrii wystarczy pokazac, ze odleglos¢ |l —dl] jest niewielka. Stosujac (5.5) oraz (5.6)
otrzymujemy oszacowanie Wl < SEIVII + IWl » £ +e) + 1+ e, a stad takze
N1 " 5(e)(l +e) +e. Ponownie stosujgc te same dwa warunki dostajemy oszacowanie
NXN\< 5@ - 1/l < £(e)(1 +€) - (1-¢e), awiec 1- NN <5(e)(I +e) +e. Wreszcie
uzasadniliSmy nieréwnos¢

INR- 117 5(3)(1 +e) +e. (5.7)



Nieréwnosci (5.5), (5.6) oraz (5.7) dostarczajg nastepujace oszacowanie

h
/- h- + -0itr

N (e)(1 + ) + [ —L1n <BE) + €) + <IE)( + €) de —AE)

tatwo wida¢, ze lim 8(e) = 0O, zatem (X, Y) G (SLI).
£0+

"e&=" Zaldzmy teraz, ze zachodzi stabilnos¢ liniowych izometrii i niech 8: [0,e0) —*fa-
bedzie odpowiednig funkcjg dotyczacg tej stabilnosci. Zdefiniujmy nastepnie funkcje
8: [0,1) —R okreslong wzorem

7(c\._ / min 3) gdy £ e [>£°)i
3 gdyee[eOl).

Wida¢ od razu, ze £Iim 8(e) = 0. Niech f : X —*Y bedzie operatorem "-zachowujgcym
J-ortogonalno$¢. Na mocy twierdzenia 5.3 wnosimy, ze INI =4 [/] Stad
(I-(1-%)) INI = ~MIMI<JEIrlIx] ] < i- Ml @+ (1- i+ I

wiec operator © jest e-izometrig dla e := 1—y”. Wowczas istnieje liniowa izometrig

h: X —Y realizujgca nieréwnos¢2 yN\\~h » 6(I — ) =: 8(e). Ostatecznie

/- XK *0011/11,

gdzie £Iim 8(e) = 0. Ponadto |J/]lfjest podobienstwem, wiec zachowuje J-ortogonalnosé
(zob. wniosek 5.4), zatem (X,Y) G (SOJP). [

Twierdzenie 5.8 Jezelif: X —Y jest e-izometrig, to f, e-zachowuje B-ortogonalnos¢,
gdziee= 1-

Dowod: Ustalmy X,y G X takie, ze xJ By i wybierzmy dowolnie AG R. Wtedy

AL ™ (el ™ (+e)lIx +Avll ~ gf] 1/(x + A,
astad (I - (1 - *=£)) A < 11X+ g\ wiec fx 1t Bfy. -
Twierdzenie 5.9 (X,Y) G (SOBP) => (X,Y) G (SLI).

Dowdd: Zalézmy, ze para przestrzeni (X,Y) ma stabilnos¢ w sensie (X,Y) G (SOBP)
z funkcjg 8: [0,e0) —R. Pokazemy, ze zachodzi stabilnos¢ liniowych izometrii z pewng
funkcja 8 : [0 ei) —R, gdzie e\.:= Ustalmy teraz dowolng e-izometrie /: X —»Y,

Z e < e\ Z twierdzenia 5.8 operator /, e-zachowuje B-ortogonalnos¢, gdzie e = 1—y+f.

2Teraz bedzie widoczne, dlaczego funkcje 5 musieliSmy zamieni¢ na 5. Zauwazmy, ze dla dowolnej
izometriig: X -*Y zachodzi | | - dl| » |W]I[]+IMI ~+7)+1 " 3-Jezelie < e0,to ||UIf “ 9]] < <>

agdy £0” e, towtedy | - pl| » 6(e)-



tatwo mozna sprawdzi¢, ze ? < ea. Dzieki zalozeniu mozemy stwierdzi¢, ze istnieje ope-
rator h: X —*Y, ktory zachowuje B-ortogonalnos¢ oraz

11/-'mil 57 (1) (5.8)
Poniewaz / jest liniowa e-izometrig, wiec z nieréwnosci (4.11) mamy
l-e ~1IMMO +e (5.9

tatwo wida¢, ze operator g takze zachowuje B-ortogonalnosé, wiec z twierdznia
4.3 wiemy, ze g jest izometrig hniowag. Do zakonczenia dowodu pozostaje odpowiednio
oszacowac odlegtos¢ |l —dall. Z warunkéw (5.8) oraz (5.9) mamy < £©)| /11 + I *
5)(l +e) +1+e¢ adalej |Ul—1" <Ke)(l +£)+£+ Z tych samych dwdch warunkéw
otrzymujemy-1]/i]] < 6@\ 11| * ¢(e)(I+e)-(I-e), astad INNNX\N\" S(e)(I+e)+e.
W rezultacie

[IWI ~ 117 +e) + £ (5.10)

Z (5.8), (5.9) oraz (5.10) dostajemy

h h
WA TR A/ -+ h- NE)LL/11 + (NI - 1)

>

5(e)(l +e) + [HIl —117 J(e)(l +e) +<5@E)l +€) +e =

26(e)(1 +e) +e= 2571 - (1 +e) +e=: S(e).

tatwo wida¢, ze lim 6(e) = 0, zatem (X,Y) € (SLI).
50+
Pojawia sie teraz naturalne pytanie, czy odwrotna implikacja, tzn.:
(X,Y) e (SLI) = (X,Y) e (SOBP) (5.11)

rowniez jest prawdziwa. Odpowiedz jest twierdzaca przy zatozeniu, ze przestrzen Y jest
jednostajnie gtadka. Dowdd tego faktu mozna znalezé w [38, Theorem 4.3]. W dalszej
czesci rozdziatlu uzasadnimy przy innym zatozeniu, tym razem tylko o przestrzeni X, ze
implikacja (5.11) jest rowniez prawdziwa.

5.1 Operatory okres$lone na sumie prostej przestrzeni

Pokazemy za chwile, ze kazde prawie podobienstwo prawie zachowuje B-ortogonalnosc
w sensie definicji 5.1. Odwrotny rezultat udato sie otrzymac niestety tylko dla pew-
nych klas przestrzeni. Mianowicie, wykazemy, ze kazdy operator prawie zachowujacy
5-ortogonalnos¢ (nadal w sensie tej samej definicji) musi by¢ prawie podobienstwem o ile
dziedzina jest np. sumg prosta przestrzeni unormowanych. W dalszej czesci podrozdziatu
zajmiemy sie stabilnoscig operatoréw zachowujacych B-ortogonalnosc.

Twierdzenie 5.10 Niech f\X—*Y bedzie e-podobienstwem okreslonym pomiedzy rzeczy-
wistymi unormowanymi przestrzeniami X ,Y . Wowczas f, e-zachowuje B-ortogonalnos¢.

Dowdd: Ustalmy X,y G X takie, ze xLBy. Ustalmy dowolnie A € R. Wtedy



1< 1 I-M < WAL + Ayl < WA (-e)nn (" + = (i~ T+ Al
a to oznacza, ze /X £ B/y. |
Lemat 5.11 Niech V bedzie skonczenie wymiarowg rzeczywistg przestrzenia wektorows i

zatézmy, ze funkcja tp:conv{ui,..., un}—  okreslona na sympleksie conv{ui,..., un}cC
V, jest wypukia. Wtedy max<p (conv{t/i,... ,un}) = max{y? (ui),..., Pun)}.

Dowod: Ustalmy dowolnie x = n_ "k"k € convdiii,..., un}. Oczywiscie " k= 1loraz
Ai,..., An G [01]. Dalej otrzymuj(;ny ks
\ n n
AfcUfcl < 5AAKkV(uK) < 57 Afanax{v3(iii),...,yj(un)} =
= ) o=] f=i
n
= max {9 (i*i) (un)} . At = max {p(«i) (un)} .

Przechodzac z x do supremum po sympleksie, dostajemy nieréwnos¢

sup” (conv{«i,..., u,,}) < max{v?(ui),...,(/?(xn)},
a stad takze maxtp (conv{ui,..., un}) » max &? U\ ,<P (un)}. Nieréwnos¢ w przeciw-
na strone jest oczywista, bo conv{ui,..., un} D {ui,..., un} ]

Twierdzenie 5.12 Niech Y bedzie dowolng rzeczywista przestrzeniag unormowang. Za-
tézmy, ze e G [0,1) oraz f : Uf —* Y jest liniowe i e-zachowuje B-ortogonalnosé. Wtedy
operator f spetnia kazdy z nastepujacych warunkow:

(@) ViiyeS@n) @ (-e)ll/sl] < 1ML

(b) (I-O1lI/KI/L

(c) VI€io; o)ll/IHIxIloo < 11X < II/IHMIoo, tzn. f jest e-prawie podobienstwem.

Dowdod: Dane sg wektory e\= (1,0), .2 = (0,1) € If. Sferajednostkowa w tej przestrzeni
skfada sie z czterech odcinkow S\= [ei +€2, —\+¢e7], 52 = [-Ee\+ e2 —ei —e7],
S3 = [ei - e2ei - €e7], S4= [ei - e2ei +€7], tzn.: Sty™) = Si US2US3U54.

Ustalmy dowolnie x,y € S\ tak aby i"ei+e2"j/ ™ 2 oraz x » —e\+e2 " vy.
Wtedy istnieje liczba ta e (0,1) taka, ze dla kazdego t € (—0,t0) jest x 4-t(y —X) (Z S\
Stad X+ tly —X)]Joo = 1oraz |qdloo= 1 Funkcja (p: M —E okreslona wzorem

<p(t) := |+ i(y-x)] Joo

jest wypukia oraz (p(t) = 1dlat € (—0,t0), zatem <0 = min<p(R). Stad dla kazdego
tGMmamy UzH* < g+ tly - z) ", czyli X By - X).

Z zalozenia, o odwzorowaniu /, dostajemy fx 4 B(fy —fx), a wiec dla kazdego A G M
otrzymujemy (1 —elIXIl < |IX + A(fy —H\N\ W szczegdlnosci, dla A := 1 mamy
nieréwnos¢ (1—e)11/x11 < |WII. Z ciagtosci odwzorowania / i normy wynika, ze ta ostatnia
nieréwnos¢ jest takze prawdziwa, dla wszystkich X,y z odcinka S\ a takze w przypadku
gdy x = y. Rozumowanie analogiczne do powyzszego, ale dla pozostatych ,,odcinkow”
sfery, pozwala uzyska¢ dla kazdego k = 1,2,3,4 warunek

(I-e)ll/x | | «Il/s<Il- (5.12)



Funkcja —>R, zadana wzorem X)) = |IX|I, jest wypukia. Skoro Kilf) jest
sympleksem, to z lematu 5.11 wynika, ze maksimum tej funkcji realizuje sie w pewnym
wierzchotku we{ex+e2, —ex+e2, -ei - e2, ex- e2}. Zatem |l = Wll = [1/-u)l].

Ustalmy teraz dowolnie u G S(l]°). Wektor u nalezy do Skdla pewnego k € {1, 2,3,4}.
Do tego samego odcinka nalezy réwniez albo w albo —w. Bez straty ogolnosci zatozmy,
ze u,w € - Stad i z warunku (5.12) otrzymujemy (1 —e)]Ju]] < [Jull.- W konsekwengiji

VUeS(/f) (1 -e) 1w~ |l

Przechodzac z u do infimum po sferze jednostkowej otrzymujemy

(1-N11/11 ~ [- (5-13)

Stad i z lematu 1.5 dostajemy

Vles(i2) (1-e)l 1/x1K 1IMI.

Z (5.13) mamy tez (I-&)] I/ 1+ lBl®< [/I* 1IX1]oo* NN\ [VJHIXlIco dla kazdego ie /2. m

Twierdzenie 5.13 Niech Y bedzie dowolng rzeczywista przestrzenig unormowana. Za-
t6zmy, ze e € [0,1) oraz f : \N—*Y jest liniowe i £-zachowuje B-ortogonalnos¢. Wtedy
operator f spetnia kazdy z nastepujgcych warunkow:

(a) Vzyes(*i) : (I-~11/z K wfyl

(b) (I-e)lI/K[/1f
(© wxoli : - ellIHIXI 5 Il < 1VIHIX]IL tzn. f jest e-prawie podobieristwem.

Dowod: Przestrzenie I™ oraz N\sg izometrycznie izomorficzne. Niech g =I™ 12 bedzie
liniowg izometria. Wéwczas / og: If —Y takze e-zachowuje 5-ortogonalnos¢, zatem
poprzednie twierdzenie orzeka, ze "Xy&s{if) Wm(1 - £)\NOX)N\"  11/("3)11- Skoro g jest
izometrig oraz surjekcja, to u := gx,w := gy G S (I12) i powyzszy warunek zapisujemy w
postaci VUILES® : (1 - e]l/Wwll < 11/W)]]. Pozostate warunki (b), (c) wyprowadzamy
wprost z lematu 1.5. -

Niech Xi, X 2 bedg dowolnymi przestrzeniami unormowanymi. Przestrzen produktowg
X = X\ x X2z normg ||(xiXDljo = majc{]Jari]ll1la:2]]|"}, bedziemy nazywali suma
prosta przestrzeni X i,X 2 i oznaczali przez X\ X 2. Tg samg przestrzeh produktows,
wyposazong w norme |[cd, m)|li = [lIx + |F21V bedziemy réwniez nazywali suma
prostg przestrzeni Xi, X2 i zapisywali jako X\ ©i X 2.

Uwaga 5.14 Mozna wykazaé, ze znane przestrzenie Z°°, Z/1[0, 1],c, c0,11 sg sumami pro-
stymi pewnych przestrzeni3. Rozwazmy najpierw trzy przykiadowe odwzorowania:
fas@® PR ©oo@, fa(xl x1ix3ieemes (XI, (x2,X3,X4,...)),
fb:l°e —=>1°° @0 i00, fb(xi,x2,x3>...):=( (Xi, X3,X5,...), (X2,%4,X6,...));
fcm  *3o11) /&x1,X2,X3,..) . ((x*X2,X3), (X4,X5,Xq,...)).
tatwo mozna zauwazy¢, ze fa, b, fcsg liniowymi, surjektywnymi izometriami. Stad wno-
simy, ze €0 = R ©oo c0, I°° = I°° @oo 100 oraz 11 = /3 ©! ZL. Wzorujac sie na tych trzech

3tzn. sg izometrycznie izomorficzne z sumami prostymi pewnych przestrzeni.



przykiadach, tatwo mozna wskaza¢ wilasciwe izometrie dla pozostatych przestrzeni. Pre-
zentowane tutaj rozklady przestrzeni na sume prostg nie sg jednoznaczne. Istotnie, nie
trudno mozna dobra¢ stosowne izometrie, aby uzasadni¢ réwnosci ca = ©00 co oraz
[°° = j°° ©”" i00, a takze 11 = N©i 11

Twierdzenie 5.15 Niech Xi,X2Y bedg dowolnymi rzeczywistymi przestrzeniami unor-
mowanymi. Zatézmy, ze f: Xi ©” X2 —*Y jest liniowe i e-zachowuje B-ortogonalnosg.
Witedy operator f spetnia kazdy z ponizszych warunkow:
(@ V)VebXIRIX2 : (1 - li(e))H/zIl ~ IVII, gdzie Tje) = 1 - (1 - €)3,
(b) (A-»7(0)11/11 < I\
(c) Vxex1000x2 : (1 - Tl(e)) ll/IHMIoc < [lxIl ~ l/l-1klloo, ZNef jest T](e)-prawie
podobienstwem.

Dowdd: Ustalmy dowolnie X,y G S (X 000" 2)- Wtedy istniejg wektory XN€ X\, x2 € X 2
takie, ze x — (xi, x2). Skoro norma tego wektorajest réwna jeden, to 11"M1% ~ IixilI*l = 1
lub HArillat ~ 1IIX2IU2 = 1- Zatdzmy, bez straty ogolnosci, ze |p2IPp2 ~ 1kilUi = 1- Stad
x = (~1,0202) dla pewnych4 a2 G S(X2) oraz a2 G [0,1].

Podobnie istnieja yxG Xu y2 G X2 ze N\ < HAIUl= 1lub \NiWwr < M g =1
gdzie y = (yi,y2). Postepujac podobnie jak przed chwila, mozemy wektor y zapisa¢ jako
V= {Pih, (®b2), dla pewnych 61 G S(X1), 2 G S(X2) oraz /7, & € [0,1].

Podprzestrzen Wi := Lin{(xi,0), (0, a2} jest izometrycznie izomorficzna z If, a po-
nadto (xi,az2a2), (xi,0) GS (H"). Mozemy zatem zastosowac twierdzenie 5.12 do odwzo-
rowania f\wi- Wéwczas uzyskujemy

(- e)||/(xi, aza2n ~ [|/(xi, O)]]. (5.14)

Podobnie podprzestrzert W2 := Lin {(xi, 0), (0,62)} mozemy utozsamia¢ z /£°. Ponadto
(xi, 0), (0,b2) G S (W2). Ponownie stosujgc twierdzenie 5.12 (tym razem do operatora
/|w2), otrzymujemy

(I-e)1 1/(xi,0)I 1< 11106211 (5.15)

Wreszcie podprzestrzen := Lin {(61,0), (0,62)} takze jest izometrycznie izomorficz-
na z /3 oraz (0,62),(/~1,/%%) € S (W3). Operator f\w8 spetnia zatozenia twierdzenia
5.12, stad otrzymujemy

Q-elV (0,1~ w03~ ,~ 262) |1 (5.16)
taczac wszystkie warunki (5.14), (5.15), (5.16) otrzymujemy ostatecznie
@-edlIMl = @ - e)d]l/(xi,a2a2|l < 1/(76i, /202N= N\
UdowodniliSmy warunek (a). Nastepnie lemat 1.5 dostarcza (b), a stad dostajemy (c). m

Twierdzenie 5.16 Niech X i,X 2,Y bedg dowolnymi rzeczywistymi przestrzeniami unor-
mowanymi. Zatozmy, ze f: X\ Ol X2 —Y jest liniowe i e-zachowuje B-ortogonalnosg.
Witedy operator f spetnia kazdy z ponizszych warunkdw:

4Jesli x2 0, to oczywiscie a2 = —, a2 = u~Ik2-Natomiast gdy x2 = 0, to wtedy wystarczy
dowolnie ustali¢ a2 € S(X2) i przyja¢ a2= 0.



(@ V7espriol**) : (1 - TIENNNN\ N A\ gdzie rje) = 1- (1 - e)3,

®) (L -rfe)Il/I~ 1

(© VieAXSIx2 : (-/EDI/1-1111 ~ NRN\s* Wl 1IK]i tzn. T jest r)(e)-prawie
podobienstwem.

Dowdd: Wybierzmy wektory x = (@*, X2), y = (31, y2 €5 (~101% ). Podobnie jak w po-
przednim dowodzie, mozemy teraz zauwazy¢, ze x = (aiOi, 02°2), V= (/?i&5"1"2) dla pew-
nych wektorow ak, bk G S(XKk), gdzie k = 1,2 oraz dla odpowiednich liczb ai, 21 Pufa £ ®
spetniajacych Jax] + N\ 1= Ji| + 2}

Podprzestrzen WN\:=Lin{(ai, 0), (0, a2} utozsamiamy z I\ Mozemy zatem uzy¢ twier-
dzenia 5.13 do operatora /Jwi aby wyprowadzi¢ dla wektoréw (aiai, 02/2), (ai, 0) €5 (W')
nierownoscé

(I-e)| /(aai,a2a2]| » [1/(x0)]I- (5.17)

Definiujac podprzestrzen W2 := Lin {(ai, 0), (0, 1@}, ktora takze jest izometrycznie izo-
morficzna z N\ oraz operator /|w2, a nastepnie stosujgc ponownie twierdzenie 5.13, do-
stajemy dla wektoréw (oi, 0), (0,62) € S (W2) nastepng nier6wnosé

(-e)11/@.0)11 ~ 11408621 (5.18)

Zdefiniujmy ostatnig juz podprzestrzen w tym dowodzie, W3 := Lin {(61,0), 0, &)} i
rozwazmy operator /lw,. Wzorujac sie na wczesniejszych rozumowaniach, otrzymujemy
dla (0, 6a), (/?i6i, fabt) e S (W3) warunek

(1-6)11/(0,62)117M11/(/3~"2)11- (5-19)
Z nieréwnosci (5.17), (5.18), (5.19) otrzymujemy w konhcu
(1 -e3BlKl= (1-6)2Y0:~,02021 < \\f(Pibu(Rb2N= NN

Warunek (a) zostat wiec wykazany. Z lematu 1.5 dostajemy (b) oraz (c). ]

Wykazemy teraz twierdzenia nawigzujgce do omawianego problemu stabilnosci. Poka-
zemy, ze wspomniana implikacja (5.11) jest prawdziwa dla niektérych przestrzeni.

Twierdzenie 5.17 Jezeli X\,X2,Y sg dowolnymi, rzeczywistymi przestrzeniami unor-
mowanymi, to wowczas prawdziwe sg nastepujgce rownowaznosci:

(@ (*'©oX2Y)e (SLI) (X1©oX2Y) € (SOBP);

(b) (Xx©!'X2Y) G(SLI) & (*! ©! X2Y) e (SOBP).

Dowdd: Obie rownowaznosci wykazuje sie w ten sam sposéb, wiec udowodnimy tylko (a).
Implikacja "<*=" wynika z twierdzenia 5.9, zatem pozostaje tylko uzasadni¢ Zatozmy,
ze (X1 ©@o0X2Y) e (SLI) iniech S: [0eQ — [0,+00) bedzie funkcja, o ktdrej jest mowa
w definicji stabilnosci, stosowng do pary przestrzeni X\ ©<» X 2,Y). Ustalmy operator
/: Xi ©oo X2 —m, ktory e-zachowuje 5-ortogonalnos¢, gdzie e < 1— - —e0. Zatem /
musi spetnia¢ warunek (c) z twierdzenia 5.15 z funkcja r)(e) = 1—(1 —e)3 < e0. Stad

@ -»?(e))Moo N Halloo < (1 + 77€@)| ] Joo



dla wszystkich x G XN\ G X 2, wiec operator XU jest 77(e)-izometriag. Wowczas istnieje

liniowa izometrig h: Xi ©«, X2 —Y realizujgca nierownos¢ A - h

-THTIM 1< * () WL,

gdzie 6 (e) := 6(r](e)). Oczywiscie lim 5(e) = 0oraz ||/l zachowuje B-ortogonalnosg.

Whniosek 5.18 (c, c), (cO,c0), (i00,1°°) G (SOBP).

Dowod: Kazda z przestrzeni c, cQI°° jest suma prostab, wiec wniosek otrzymujemy bez-
posrednio z powyzszego twierdzenia oraz z (4.12). -

5.2 Operatory okresSlone na przestrzeni C[0,]]

W poprzednim podrozdziale zaktadaliSmy w twierdzeniach, ze dziedzina operatoréw
jest sumag prosta (lub przynajmniej jest z nig izometrycznie izomorficzna). Tamte wyni-
ki bedg pomocne w uzyskaniu dalszych rezultatbw w biezacym podrozdziale. Oznaczmy
przez C[0,]] przestrzen wszystkich rzeczywistych funkcji ciggtych okreslonych na prze-
dziale [0,1], z normag supremum.

Lemat 5.19 Niech X,Y bedg przestrzeniami unormowanymi oraz Wi,W 2 bedg podprze-
strzeniami przestrzeni X takimi, ze W\ + W2 = X. Zat6zmy ponadto, ze

3*>0Vxejf 3ncew2 mwi+w2=x A |Mmil <Ol A IM2I< Pl (5.20)

Jezeli odwzorowanie liniowe f mX — Y ma ciaglte zaciesnienia f\wi- Wi — Y oraz
N w2 —Y, to wowczas f réwniez jest ciggte.

Dowod: Ustalmy x G S(X). Z warunku (5.20) dostajemy wektory W\ G w2 G W2
takie, ze x = wi +w2 oraz ||u]], [I2]" t?. Stad

NEN= \NW + fw 2\ HMIIT + [TMI] ITNW 11-IM + 1 fN\wii-1m <
A~ ONNNE 1+ \NAWwW2i1y»,

a wiec / jest ciggte, gdyz jest ograniczone na sferze. [

Twierdzenie 5.20 Niech Y bedzie dowolng rzeczywistg przestrzenia unormowang. Za-
tézmy, ze f: C[0,1] —Y jest liniowe i e-zachowuje B-ortogonalnos¢. Wtedy operator f
spetnia kazdy z ponizszych warunkow:
@ VXheS(clol]) : (1- MENNANN< NN\ gdzierje) = 1- (1 - ef,
(b) (-E)PII/Il < 1,
(©) WxecJoi] : (i-"H/INNoo < |lal < |I/IMK]oo, tzn. f jest r)(e)-prawie
podobienstwem.

Dowdd: Dla ustalonej liczby a G (0,1) rozwazmy przestrzen R ©<* C[a, 1] oraz zdefiniu-
jemy podprzestrzen Ca przestrzeni C[0,1] przez

sTen fakt wynika z uwagi 5.14.



:= {z e C[0,1] : x jest afiniczna na przedziale6 [0 a]}.

Przestrzenie R©oo C[a, 1] oraz Ca sg izometrycznie izomorficzne. Aby to uzasadni¢, defi-
niujemy izometrie U: Ca —R ©oo C[a, 1] zadang przez

Ux := (x(0), x][GQiD

dla wszystkich x € Ca. tatwo mozna sprawdzi¢, ze odwzorowanie U jest liniowe. Wy-
kazemy tylko, ze U jest surjektywng izometrig. Ustalmy x 6 Ca. Uzasadnimy najpierw
rownosé |G| oo = IMIoo (gdzie symbol [ Jlooznacza po lewej stronie norme produktowg
w przestrzeni R ©” C[a, 1], natomiast po prawej stronie norme supremum w podprze-
strzeni Ca przestrzeni C[0,1]). Skoro funkcja x(-) jest afiniczna na przedziale [0, a], to nie
jest trudne do pokazania, ze kres gorny funkcji =] musi by¢ realizowany w pewnym
punkcie (niekoniecznie jednym) zbioru {0} U [a, 1]. Stad dostajemy nastepujace rownosci

"Moo = [1(0), xIBI1)L = max{]a(0)].max{|x(O0] :t € [a 1]}} =

max{ [x()| :te {0} U [a O} = max{|xH] :t € [01]}= |-

Pozostaje do udowodnienia surjektywnos$¢. Niech (c,y) € R©ocC[a, 1]. Zdefiniujmy funk-
cie z: [0, 1] —R nastepujgco

— 1 gdy t€ (a, 11;
| +c gdy tE [0a].

Stad z £ Ca oraz Uz = (c,y), zatem U jest takze surjekcja. Teraz jest juz widoczne, ze
przestrzeh Ca mozna przedstawi¢ w postaci sumy prostej.

Niech /: C[0,I] =Y bedzie niezerowym, liniowym odwzorowaniem e-zachowujgcym
~-ortogonalnosé. Najpierw wykazemy, ze podzbior

E:=\jCa
ae(0,l)

jest gestg podprzestrzenig liniowa. Dla wszystkich liczb a, € (0,1) jest spetniony waru-
nek: a < (3 => Ca D Cp. Stad tatwo mozna sprawdzi¢, ze E jest podprzestrzenig. Aby
wykazaé gesto$é ustalmy x 6 C[0,1] oraz 7 > 0. Funkcja x: [0,1] —R jest ciagta, wiec
istnieje 5 € (0,1), ze dla kazdego t € [05] jest nierownos¢ [x(@) —x(0)] < Nastepnie
definiujemy funkcje y: [0,1] —R

i\ - | gdy i e (S1];
_ ( sfSjA +1(0) gdyi€ p.il.

Z powyzszego wzoru widaé, ze y € C$. Jesli t € [0 G} to
b@® - x®l = x* ~ +m0) - x@® ~ Ix©) - x(O)] +£ + x0) - x@®)] < J+1+

sFunkcje x£C[0,1]nazywamy afiniczng na p,a], gdy istniejg b, cGM takie, ze x(t) = bt+c dla t€ [0 a]



Ponadto, dla t ¢ (51] jest \yt) —x(E)] = 0. Zatem skoro dla kazdego t € [01] jest
V() —x®\ < z, to |ly—x]loo < 7. W ten sposob wykazali$my gestosé podprzestrzeni E
w C[0,1].

Ustalmy teraz a € (0,1). Odwzorowanie / e-zachowuje B-ortogonalnos¢ réwniez na
podprzestrzeni Ca. Stad operator f:Ca — Y spelnia zalozenia twierdzenia 5.15 (bo
przestrzen Ca jest izometrycznie izomorficzna z pewng suma prosta), zatem dla wszystkich
X,y € S (Ca) zachodzi nieréwnos¢ (1 —/@)11/x11 < 1M1, gdzie funkcja 7/ jest taka jak w
twierdzeniu 5.15. Liczba a byta wybrana dowolnie, stgd w fatwy sposéb wynika warunek

VK YESE) m (1 - VEE)VNNK & 1/2/1I- (5-21)

Aby wykazaé, ze nierébwnosé z (5.21) jest prawdziwa dla wektorow ze sfery S (C[0,1]),
wystarczy uzasadnic¢ ciggto$¢ operatora /, gdyz S (E) jest zbiorem gestym/ w S (C[0,1]).
Ustalmy liczby ti, t2 G (0,1) takie, ze t\< t2 i zdefiniujmy podprzestrzen

AR = {x e C[0,1] : X jest afiniczna na przedziale [t2, 1]}.

Rozumowanie podobne do przeprowadzonego wyzej pozwala stwierdzi¢, ze przestrzenie
AR oraz C[0,tAN\CN0 R sg izometrycznie izomofriczne jak réwniez, ze

v.«s(Ati) « (1= >20)I/*Il < WAAI- (5.22)

Stosujac jednoczesnie warunki (5.21), (5.22) oraz lemat 1.5 otrzymujemy ciggtos¢ od-
wzorowan f\Ctl oraz f\AL2.

Wykazemy teraz, ze podprzestrzenie Ctl, At2 speiniajg rownos¢ CtiI+At2=C[Q, 1] oraz
warunek (5.20). Ustalmy x e C[0,1] i zdefiniujmy dwie funkcje u, w. [0,1] —R,

0 gdy te [Qii); x(t) gdyie[0,ix;
(0 :=¢{ ~h) gdyte [ti,t2x w(t) := < X(t)-u(t) gdyt G [iytZk
x(t) gdy «2, 11 0 gdy t e (t2,1]

Zauwazmy, ze u € Ctl, w G AR oraz u+w = X, a zatem uzasadnilismy Ctl + A2 D C[0,1].
Inkluzja przeciwna réwniez zachodzi.
Jesli te @ii) U (211, to oczywiscie U] ~ [l Niech teraz Te [ii, 2} Wowczas

moi=|g8(<-*)|=wy11¥% «w«i < w.

zatem Ul * [Nl Podobnie, jesli te [0,ii) U (121], to wtedy Ju®] * || natomiast
gdy t€[m 2] to

NON= IXO - it@] < O+ NONN ML+ - < 1ML+ KL= 21

Pokazalismy w ten sposéb Ul < 2K oraz |l » 2] Mozemy teraz zastosowac
(z i?7 = 2) lemat 5.19, na mocy ktérego dostajemy ciggtos¢ operatora /. -

Na koniec tego rozdziatu podajemy, jako wniosek z powyzszego rezultatu, twierdzenie
nawiazujgce do zagadnienia stabilnosci.

7Z rownosci E = C[0,]] tatwo wynika réwnos¢ S (E) = S (C[0,1]).



Twierdzenie 5.21 Jezeli Y jest dowolng, rzeczywistg przestrzenig unormowang, to wow-
czas prawdziwa jest nastepujgca réwnowaznosc:

(C[0,1],Y) e {SLI) & (C[0,1],Y) e {SOBP).
Dowdd: Wykazanie powyzszego faktu przebiega podobnie jak dowdd twierdzenia 5.17. m

Oznaczmy, przez C(M) przestrzen wszystkich rzeczywistych funkcji ciggtych, okre-
Slonych na zwartej przestrzeni metrycznej M. Ponadto, dla przestrzeni C(M) rozwazmy
norme supremum |Hlo-

Twierdzenie 5.22 |6, Theorem 2] Niech K, S beda zwartymi przestrzeniami metrycznymi
i niech e € (0,1). Zal6zmy, ze odwzorowanie liniowe T : C(K) —C(S) spetnia

Vxec(JO : IlIx IlI°° ~ Halloo < (1 + e)Moo-
Woweczas istnieje liniowa izometrig W : C(K) —C(S) taka, ze ||[T—W]]"3e.

Z powyzszego twierdzenia mozna bardzo szybko uzasadni¢, ze (C(K),C(S)) € (SLI).
Ostatni rezultat tego podrozdziatu, ktory za chwile udowodnimy, wraz z twierdzeniem
5.21, stanowi rozwiazanie zagadnienia stabilnosci operatoréw zachowujgcych B-ortogonal-
nos¢, okreslonych na przestrzeni ¢7(0,1].

Twierdzenie 5.23 Niech S bedzie przestrzenig metryczng zwartg oraz e € ~0,1—

Zatozmy ponadto, ze f: C[0,1] —C(S) jest liniowe oraz e-zachowuje B-ortogonalno$é.
Woweczas istnieje odwzorowanie liniowe h: C[0,I] —&»C(S) zachowujace B-ortogonalnosg,
ktore spetnia nieréwnosé ]| <3 (1—1—e)3) M.

Dowdd: Z twierdzenia 5.20 wnosimy, ze operator / spetnia warunek

V*eClo,i] : (l-»7(e))IlI/IMklloo < [||/*]]Joo < I/l «N U ,

gdzie Ife) = 1 - (1 - )3 Stad WxeC[ai] : 1< (i-"))II/n ~ i=ferlIxIU> a zatem

AX€C[0,1] « [IX]loc < (1 + I 5) -W

Rozwazajac teraz twierdzenie 5.22 w kontekscie operatora (ir*yyjjTjf, mozemy otrzymac
li i trie g: — kto tnia niero S¢ < 0>
inowg izometrie g: C[0,I] —=C(S) ktdra spetnia nieréwnosc (-I@T 5

tatwo widaé, ze operator h: C[0,1] — C(S), okreslony wzorem h := (1 —rj(e)) XNy
zachowuje B-ortogonalno$é oraz realizuje nieréwnosé | —/11”~ 3Tle

5.3 Przykiad braku stabilnosci

Pokazemy w ostatnim podrozdziale przykiad takiej pary przestrzeni, ktéra nie ma efek-
tu stabilnosci operatoréw zachowujacych 5-ortogonalnosé, ani nie zachodzi stabilnos¢ li-
niowych izometrii. W pracy [47] jest podany przykiad nieskonczenie wymiarowej przestrze-
ni unormowanej, oznaczanej tam przez Ha, takiej, ze (Ha,Ha) ¢. (SLI). W [16] wykazano,
ze (Ha,Ha) £ (SOJP). Bezposrednio z twierdzenia 5.9 dostajemy (Ha,Ha) ¢. (SOBP).



Jesli dimX < oo, dimK < 00, to wtedy (X, V) € (SOBP) (zob. [38, Proposition 4.4]),
(X,Y) 6 (SLI) (zob. twierdzenie 5.9) oraz (X,Y) € (SOJP) (zob. twierdzenie 5.7).

Mozna teraz zadac naturalne pytanie: czy w sytuacji8gdy dimX < oo ale dim K = oo,
dla pary przestrzeni (X, V) jest stabilnos¢ operatoréw zachowujgcych S-ortogonalnosé lub
J-ortogonalnos¢ lub stabilnos¢ liniowych izometrii? Okazuje sie, ze nie musi tak by¢, co
pokazemy w dalszej czesci podrozdziatu.

Niech H oznacza przestrzen R2 ze standardowym iloczynem skalarnym. Do konca
rozdziatu przez |[Hli bedziemy oznacza¢ norme pochodzacg od tego iloczynu. Dla usta-
lonej liczby naturalnej n € {2,3,...} w kule (w koto) K((0,0); 1) mozemy wpisa¢ 2"-kat
foremny, ktory bedziemy dalej oznacza¢ Pn. Wielokat Pn jest zbiorem wypukitym, pochia-
niajagcym, zbalansowanym i ograniczonym9, dlatego funkcjonat Minkowskiego okreslony
przez ten zbidr jest norma, ktdrg bedziemy dalej oznaczac jako e |h. Stosujac znane wzory
na promienie kot, opisanego na wielokacie i wpisanego w wielokat, mozna wyprowadzic¢
zaleznos¢ finK ((0,0); 1) ¢ Pnc K((0,0); 1), gdzie (h = cos Stad w szczegolnosci

HIi « IHb< i-IHi -2
n

oraz ® \ 1lgdy n —+o00. Niech teraz X n oznacza przestrzen M2z normga J¢|l.,
Nastepnie zdefiniujmy przestrzen

P:= {v= (i>3233 —371,0,0,...) : ykER2, ft= 1,2,3,... ,n; ne N}
z normg zadang wzorem
IMIp = max{Ilyilli IB2IE, Wvah, me, NN dla y = (yi,y2 \3,m,yn,0,0,...) GV.
Oczywiscie dim// = 2, dimP = oo. Dalej definiujemy dla kazdego k £ N\ {1} operatory

K- H —V, k() := (0...., 0,%.0,0,..), (5.24)

gdzie x pojawia sie tylko na fc—tym miejscu. Przystgpimy obecnie do pokazania, ze kazdy
operator fkjest e*-izometrig, zek := 1 Zauwazmy, ze |Mo@)\N\ = |Mlcdla wszystkich
k A 2. Z nieréwnosci (5.23) dla dowolnego x € H mamy

Q- DI < IMli< IMIE< @ +eDllarlli
a skoro [|/X)llp = [MIG to
@ - elXli< 17> "~ @ +eBllalli

wiec istotnie fkjest ejt-izometria.

Ponizszy lemat pokazuje pewng charakteryzacje liniowych izometrii odwzorowujacych
przestrzen H w przestrzen V. Na pewno takie izometrie istniejg, np.: U(X) —(x, 0,0,...).
Zauwazmy, ze jesli hNNH —V jest liniowe, to dla pewnego p G N mamy

h(x) = (hi(x),h2(x),h3(x),....,hp(x),0,0,...),

8Wszystkie operatory, o ktoérych jest mowa w tym podrozdziale sg albo injektywne, albo zerowe.
Dlatego trywialnej sytuacji gdy dim X = oo oraz dimY < oo nie bedziemy rozwazac.

90graniczonos$¢ zbioru jest konieczna, aby funkcjonat Minkowskiego spetniat implikacje p(x) =0=>i=0
(por. warunek 5 w [15, Twierdzenie 1.20]).



gdzie kazde odwzorowanie h\\ H —»H, hm: H —=Xm (dlam = 2,3,..., p) jest liniowe.
Nalezy w tym miejscu zwrdci¢ uwage, ze liczba p jest uniwersalna dla danego operatora,
tzn. operator h ma skornczenie wiele nieznikajacych skfadowych. Aby to uzasadnié, niech
a,b € H bedzie dowolng bazg w H. Skoro h(a), h(b) G V, to h(a) = (j/i,..., vj, 0,0,...)
oraz h(b) = (zlt..., zs,0,0,...) dla pewnych (yu 0,0,..), (zi,...,2,,0,0,...)6 ~.
Wowczas dla dowolnego wektora x = aa + /36 G X mozemy wyliczyé

h(x) = ah(a) + (Gh(b) = a(yu ..., yt,0,0,...) +0(zu ..., z,, 0,0,...),

CO 0znacza, ze wektor h(x) ma co najwyzej m niezerowych sktadowych, gdzie m = max{Z, s}
nie zalezy od x.

Lemat 5.24 Jezeli h: H —THjest liniowg izometrig i h = (hi, fi2,/13,..., hp,0,0,...), to
l1Al]l = 1 lub istniejg wskazniki I,m G {2,3,... ,p} takie, zel » m oraz |M| = I¥mj= 1

Dowod: Niech h: H — V bedzie dowolng liniowg izometrig. Jesli \N\= 1, to teza
zachodzi. Zatézmy teraz, ze |M]] < 1 oraz zatézmy nie wprost, ze istniejel0 doktadnie
jeden wskaznik k € {2,3,... ,p} taki, ze \XRN\= 1 Wtedy istnieje liczba c € (0,1) taka,
ze dla kazdego | € {2,3,..., p} \{/c} i dla kazdego x G S(H) prawdziwe sg nierownoscill

HMX)Hi ~ HM < c< 1 oraz NN Will » ¢ < e
Woéweczas dla x G S(H) otrzymujemy

1= IMaOHp = max{| /i@ 1i, IROLI2, 1"arlla, ==, [1pO]Ip} =
max{max{| [/i/]It:1 G {2,3, o+ ,pF\{fc}}, 111l |[|*(*)IU } <
A max{c,c, XIS - max{c, ||A@|IG ~ max{c, K= max{c, 1} = 1.

Skoro ,,na poczatku” i ,,na koncu” pojawito sie jeden, to wszedzie musza by¢ réwnosci. Stad
max{c, |IM2| I = 1) zatem |IADIIA = 1(boc < 1) dla kazdego a G S(H). Pokazalismy
w ten sposob, ze hk: H — Xk jest izometrig liniowg. Skoro dimH = dimXk= 2, to hk
jest tez surjekcja. Stad przestrzenie H, X k sg izometrycznie izomorficzne. Przestrzeh H
jest Scisle wypukla, a wiec przestrzen X k takze. Z drugiej strony X k nie moze by¢ scisle
wypukia poniewaz sfera jednostkowa w X k zawiera odcinki (gdyz kula byla 2fc-katem
foremnym), a wiec sprzecznosc. -

Twierdzenie 5.25 (H,V) £ (SOBP), (H,V) ¢ (SOJP) oraz (H,V) i (SLI).

Dowdd: Z uwagi na twierdzenia 5.7, 5.9, wystarczy, ze pokazemy tylko (H, V) ¢ (SLI). Za-
t6zmy nie wprost, ze (H,V) G (SLI). Wéwczas istnieje funkcja 5: [0, e0) —»IR spetniajgca
rownos¢ £I% 6(e) = 0 i taka, ze dla kazdej liniowej e-izometrii (gdzie oczywiscie e < €0)

f: H —*V istnieje liniowa izometrig g: H —P realizujgca nieréwnos¢ |l —aN\" 5(e).
W szczegoblnosci dla kazdejl?2 liniowej efc-izometrii fk, zdefiniowanej wzorem (5.24), istnieje
pewna izometrig liniowa gk taka, ze

N\\Fk-9K\N\S(£K), (5.25)

10Na pewno istnieje przynajmniej jeden, gdyz |Ul| = :.

11Skoro Al IW(I < 1, to wystarczy c := max{]|/i]], NN\ | € {2,3,... ,p} \{A}}

12Skoro EK \ 0, to istnieje K, e N takie, ze ek 6 [0,€d) dla wszystkich k > kQ Dlatego ,,0d pewnego
momentu” wszystkie liczby €k nalezg do dziedziny funkcji 6, czyli wartos¢ S(€K) w nieréwnosci (5.25)
bedzie miata sens. Zatem piszac tutaj ,,dla kazdej liniowej et-izometrii mamy na mysli wszystkie te
tjfc-izometrie, dla ktérych ek < eO-



Ustalmy teraz k € N\{1}. Niech g= (hi, h2, — hp,0 , 0 H V bedzie dowolng linio-
wa izometrig. Z lematu 5.24 (oraz ze zwartosci S(H)) wiemy, ze istnieje xi € S(H) spel-
niajgce rownosc | |/i@d] i = [IAll = 1lub istniejg Zm € {2,3,... ,p} takie, ze Z* m oraz
istniejg xuxm G S(H) realizujgce rownosci |1AMIL = NN= 1, [mEm)lIm= N\« 1
Jezeli zachodzi rownos¢ |1/ied)] i = [IAl]l = 1 to wtedy

lifc - tfll > Il/fc(*I) - =
g@ . _ (Mi)
(0,...,0,4i,0,0,...) —{hi(xi), h2(x1) ,hp(xi), 0,0,...)
> HMALLD = e

Natomiast jesli zachodza rownosci ||A@A11i= [KWll= 1, NnxmN= |lin = 1, gdzie I*"m
oraz xi,xm € S(H), to wbwczas przynajmniej jeden z indeksow Zm jest rozny od k.
Oznaczmy go przez t. Dalej analogicznie uzasadniamy, ze

HA = sil > NG - ghON\ =

(fo) O] @) © ?
(0,..., 0,xu0,0,...) = (hi(xt), h2(xt),..., ht(xt),..., hp(xt), 0,0,...)

(fct#t)
Nl = 1
WykazalisSmy zatem, ze dla kazdej liniowej izometrii g: H — V zachodzi nieréwnos¢

lifc —9] ~ 1- Stad i z nierébwnosci (5.25) dostajemy 1~ ||k — N S(EK)- Jesli teraz
k —+00, to et \ 0, a zatem S(£k) \. 0. Stad 170, wiec otrzymaliémy sprzeczno$é. m
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