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Wstep

Rozprawa doktorska ,,O pewnych réwnaniach funkcyjnych ze ztozeniami funk-
cji niewiadomej” jest poswiecona czterem réwnaniom funkcyjnym i réwnaniom z
nimi stowarzyszonym. Praca jest podzielona na cztery rozdzialy. W rozdziale pierw-
szym omawiamy ogblne wlasnosci oraz rozwigzania regularne i nieregularne réwnania
Brillouét—Belluot. Rozdzial drugi poswiecamy (uogélnionemu) réwnaniu Brzdeka. W
rozdziale trzecim przedstawiamy wyniki dotyczace rownania Cuculiere i jego uogol-
nionych wersji. Czwarty rozdzial poswiecamy réwnaniu Borosa-Daréczyego i zwia-
zanym 7z nim réwnaniom.

Wspdlng cechg prawie wszystkich omawianych w pracy réwnan jest ich zwiazek
z funkcjami addytywnymi. W odpowiednich klasach funkcji rozwiazania czterech
tytutowych réwnan sa addytywne. Ponadto, réwnanie Brzdeka i symetryczne row-
nanie Cuculiere uogoélniaja rownanie Cauchy’ego. Przenosimy pewne wyniki doty-
czace funkcji addytywnych na ogoélniejsze réwnania, ewentualnie przy dodatkowych
zalozeniach. Przytaczamy takze przyktady pokazujace istotnosé zatozen w twierdze-
niach.

Podamy teraz definicje pewnych poje¢ uzytych w rozprawie.

Jesli G jest dowolnym zbiorem oraz +: G x G — G jest funkcja, to pare (G, +)
nazywamy grupoidem, a funkcje + nazywamy dziataniem w grupoidzie. Mowimy,
ze grupoid (G,+) jest prawostronnie [lewostronnie| skracalny, gdy dla wszystkich
elementow x,y, z € GG zachodzi implikacja

rt+z=yt+z=z=y [ztrx=z+y=1x=y|.

Jesli grupoid (G,+) zawiera zero, to definiujemy mnozenie dowolnego elementu
x € G przez liczbe zero wzorem Ox = 0. Jesli zbiér S jest niepusty i para (S,+)
jest grupoidem, oraz dziatanie + jest taczne, to grupoid (S,+) nazywamy pdtgrupg
(w tekscie struktury oznaczamy zazwyczaj tylko przez podanie zbioru, na ktérym
okreslone jest dziatanie). Niech (S,4) bedzie potgrupa. Dzieki zatozonej tacznosci
dzialania, mozna méwi¢ o sumie dowolnej skoniczonej liczby elementow zbioru S.
Korzystajac z tego, definiujemy mnozenie dowolnego elementu x potgrupy S przez
liczbe naturalna n wzorami lx = x oraz nx = (n — 1)z + z, gdy n > 2.

Jesli zbior (G,+) jest grupa, to okreslamy takze mnozenie elementéw zbioru G
przez ujemne liczby catkowite wzorem mxz = (—m)(—x) dla kazdego punktu x € G
i dla kazdej ujemnej liczby catkowitej m. Jesli (G,+) jest grupoidem, m jest liczba
catkowita i mnozenie przez m jest okreslone w grupoidzie G, to dla kazdego zbioru
A C G definiujemy zbior mA = {mx : x € A}.



Niech (S,+) bedzie polgrupa i niech A C S. Zbior A nazywamy pochianiajgcym,
gdy dla kazdego punktu x € S istnieje taka liczba n € N, ze x € nA.

Niech X bedzie zbiorem i niech f: X — X bedzie funkcja.

Symbolem Fix f oznaczamy zbior wszystkich punktow statych funkeji f. Ponadto,
dla kazdej liczby n € NU {0} symbolem f" bedziemy oznacza¢ n-ta iterate funkcji
f, to znaczy f® =idi f" = f* o f dla kazdego n € N.

Niech (X, || ||) bedzie przestrzenia unormowana. Funkcje f: X — X nazywamy
izometrig, gdy || f(z) — f(y)|| = ||x — y|| dla wszystkich elementow x,y € X.

Jesli X jest przestrzenia liniowa nad cialem K [grupa|, oraz f: X — X jest
funkcja, to dla kazdej liczby ¢ € K ¢ € Z] definiujemy zbior

As(c) ={r e X : f(x) = cz}.

Niech (G,+) bedzie grupoidem i niech f: G — G bedzie funkcja.
Moéwimy, ze funkcja f jest addytywna na swoim wykresie, jesli dla kazdego x € G
spetniona jest réwnosé

fla+ f(@) = fz) + f(2).

Funkcje f nazywamy afiniczng, jesli istnieje punkt z¢ € G i taka funkcja addy-
tywna a: G — G, ze f = a+ xg.
Jedli X jest zbiorem, to symbolem cardX oznaczamy moc zbioru X.



Rozdzial 1

Rownanie Brillouet-Belluot

W pierwszym rozdziale zajmiemy si¢ réwnaniem

(1.1) v+ fly+ f(x) =y+ flz+ f(y))

Problem istnienia ciaglych rozwiazan f: R — R réownania (1.1) zostal postawiony
przez N. Brillouét—Belluot [8] w zwiazku z zagadnieniem istnienia dodatnich ciagtych
rozwigzan f: R — R réwnania

(1.2) v+ [ (2) = f(z +a),

gdzie a > 0 jest ustalong liczba rzeczywista. Jesli funkcja f przeksztatca grupoid z
zerem w siebie i spelnia rownanie (1.1), to podstawiajac y = 0 w réwnosci (1.1) wi-
dzimy, ze f spelnia rownanie (1.2) z parametrem a = f(0). W pracy [18] J. Jarczyk
i W. Jarczyk wykazali, Ze rownanie (1.1) nie ma ciaglych rozwiazan f: R — R, a
jednoczesnie postawili problem rozwiazania (1.1) w klasie funkcji f: R — R. Na-
stepnie Yingying Zeng i Weinian Zhang w artykule [38] udowodnili, ze dla zadnej
liczby a € R réwnanie (1.2) nie ma ciaglego rozwiazania przeksztatcajacego zbior
liczb rzeczywistych w siebie. Réwnanie (1.1) bylto rozpatrywane takze przez J. Rétza
(zob. [29], [30]). W twierdzeniach zawartych w biezacym rozdziale dowodzimy pew-
nych ogo6lnych wtasnosci rozwiazan réwnania (1.1), a przy ich pomocy wyznaczamy
regularne rozwiazania tego réwnania lub stwierdzamy ich nieistnienie. Wyniki te
zostaly czesciowo opublikowane w pracy [2].
Uogolnieniem réownania (1.1) jest rownanie funkcyjne

(1.3) r+gy+ f(w) =y+g@+ f(y)).

Rownanie (1.3) pojawito sie w pracy M.E.Kuczmy (zob. [23, Lemma 1]) w zwiazku
z problemem kompatybilnosci érednich, ktéry mozna przedstawi¢ nastepujaco. Fuk-
cje M: (0,00)" — (0,00) nazywamy Srednig, gdy jest symetryczna ze wzgledu na
permutacje wszystkich wspotrzednych argumentu, rosnaca ze wzgledu na kazda ze
zmiennych oraz M(t(1,...,1)) =t dla kazdego ¢t € R. Srednia M nazywamy jedno-
rodng, gdy M (tz) = tM(z) dla wszystkich punktow z € (0,00)" i liczb ¢ € (0, c0).
Srednie M : (0,00)" — (0,00) oraz N: (0,00)F — (0,00), gdzie k > n nazywamy



kompatybilnymi, gdy dla kazdego punktu (zy,...,2%) € (0,00)* zachodzi réwnosé
N(xy,...,xx) = N(y,...,y, Tpi1,..., %), gdzie y = M(xy,...,x,). Zalozmy te-
raz, ze Srednie M: (0,00)" — (0,00) i N: (0,00)"" — (0,00), (gdzie n > 2) sa
kompatybilne i jednorodne. Sprawdzimy, ze wtedy (co zauwazyl M. E. Kuczma w
pracy [23]) funkcje f,g: R — R, dane wzorami f(z) = InM(1,...,1,1/e%) i g(x) =
InN(e”,...,e" 1), speliaja rownanie (1.3). Ustalmy dowolne punkty z,y € R. Za-
chodza réwnosci

4 g(y + f(x)) = & + InN (eV M L1/et) 0 eyrinM (L. L1/et) 11y —
=x+InN(EM(1,...,1,1/e%),...,e"M(1,...,1,1/€%),1) =
= Ine® + InN(eVM(1,...,1,1/e*),...,eYM(1,...,1,1/e"),1) =
=In(e*N(eM(1,...,1,1/€%),...,e"M(1,...,1,1/e"),1) =
=InN(M (™Y, ... e" Y oY), ..., M"Y, ... "t e¥), e").

Stad i z kompatybilnosci srednich wynika, ze
r+g(y+ f(x)) =InN(e"Y, ... "t e¥ e").

Prawa strona ostatniej rownosci jest symetryczna ze wzgledu na zamiane zmiennych
x 1 y. Zatem te wlasno$¢ ma tez jej lewa strona, a wiec funkcje f i g speiniaja
rownanie (1.3).

W pracy [21] M.E Kuczma rozwiazal rownanie (1.3) w klasie par (f,g) szere-
gow formalnych o wyrazach zespolonych. J. Sikorska w artykule [34] znalazta postac
wszystkich par (f,g) dwukrotnie rézniczkowalnych funkeji f,g: R — R spelniaja-
cych réwnanie (1.3), a nastepnie N. Brillouét—Belluot otrzymatla identyczna postac
rozwigzan zakladajac rézniczkowalnosé funkeji f,g: R — R (zob. [9]). J. Sikorska
rozwiazalta rownanie (1.3) takze w przypadku, gdy f,¢g: R — R sa monotonicznymi
funkcjami wypuktymi w sensie Jensena lub monotonicznymi funkcjami wklestymi w
sensie Jensena (zob. Theorem 6 w pracy [35]).

1.1 Ogoblne wlasno$ci rozwigzan

Przedstawimy teraz podstawowe wlasnosci rozwiazan rownania (1.1). Zaczynamy
od nastepujacego lematu, ktory dla funkcji f: R — R zostal udowodniony przez J.
Jarczyk 1 W. Jarczyka w pracy [5]. Ponizszy dowod jest podobny; roznica polega
tylko na uniknieciu wykonywania dzielenia.

Lemat 1.1 Niech G bedzie grupg abelowg @ niech f: G — G bedzie rozwigzaniem
rownania (1.1). Wtedy funkcja [ jest réznowartosciowa.

Dowdd. Wykazemy najpierw, ze jesli x,y € Gi f(z)— f(y) = x—y, to x = y. Ustalmy
punkty x,y € G i zaldézmy, ze f(x) — f(y) =z —y. Wtedy =+ f(y) =y + f(2), a
zatem f(z+ f(y)) = f(y + f(z)), co wobec rownania (1.1) daje z = y.



Ustalmy teraz dowolne elementy =,y € G i zalozmy, ze f(x) = f(y). Wtedy
oczywiscie x + f(x) = x + f(y) i, korzystajac z réownosci (1.1), otrzymujemy

fly+f@) = fle+ f(2) = fly+ f2) = fle+ fly) =y — .

Definiujac 2’ = = + f(z) oraz vy = y + f(x) i korzystajac z powyzszej rownosci
widzimy, ze f(y')— f(2') = ¢y —2’. Stad, na mocy pierwszej czesci dowodu, dostajemy
y =12, azatem y = x. O

Z lematu 1.1 wyprowadzamy nastepujacy wniosek.

Whniosek 1.2 Niech G bedzie grupg abelowq i niech f: G — G bedzie rozwigza-
niem rownania (1.1). Wtedy funkcja [ zeruje sie w pewnym punkcie. Doktadniej,

f(=F(=1(0))) = 0.
Dowdd. Podstawiajac y = — f(z) w rownosci (1.1) otrzymujemy

(1.4) 2+ f(0) = —f(x) + flz+ f(=f(2)))

dla kazdego elementu x € G. Stosujac teraz warunek (1.4) dla x = — f(0) dostajemy

F(=1(0) = F(=F(0) + f(=F(=f(0))))-

Na mocy lematu 1.1 funkcja f jest réznowartosciowa. Zatem —f(0) = —f(0) +

F(=F(=£(0))), a wige f(—f(=f(0))) =0. O

Uwaga 1.3 Niech G bedzie grupoidem z zerem i niech f: G — G bedzie rozwigza-
niem réownania (1.1). Jesli f(0) =0, to funkcja f spetnia réwnanie

(15) v+ 1) = f(2).

Dowdd. Wystarczy podstawi¢ y = 0 w réwnosci (1.1). O
Ponizsza uwaga przedstawia pewne wlasnosci rozwiazan réwnania (1.5).
Uwaga 1.4 Niech G bedzie grupg abelowq i niech f: G — G bedzie rozwigzaniem

réwnania (1.5). Wtedy 2 = —id; w szczegdlnosci funkcja f jest nieparzystq bijekcig
oraz f(0) = 0.

Dowdd. Podstawiajac f(z) w miejsce x w réownosci (1.5), otrzymujemy warunek
2(z) = fA(z) — f(z) = —x dla kazdego = € G, a stad f3 = —id. W szczegdlnosci
funkcja f jest bijekcja. Ponadto dla kazdego elementu x € G zachodzg rownosci

f(=a) = [(f*(2)) = FP(f(2)) = = f(x),

a zatem funkcja f jest nieparzysta. Podstawiajac x = 0 w rownosci (1.5) otrzy-
mujemy rownosé f2(0) = f(0), a stad i z réznowartosciowosci funkcji f wynika, ze

f(0)=0.0

Z uwag 1.3 1 1.4 wyprowadzamy nastepujacy wniosek.
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Whniosek 1.5 Niech G bedzie grupg abelowg i niech f: G — G bedzie rozwigza-
niem réownania (1.1). Zatézmy, ze f(0) = 0. Wtedy f> = —id oraz funkcja f jest
nieparzysta.

Uwaga 1.6 Niech G bedzie skracalng potgrupg abelowq i niech f: G — G bedzie
rozwigzaniem rownania (1.1). Wtedy dla kazdego punktu xy € G funkcja h: G — G,
okreslona wzorem h(x) = f(x + xy), takze spetnia réwnanie (1.1).

Dowdd. Ustalmy punkt xg € G i dowolne elementy x,y € G. Podstawiajac = 4+ z¢ w
miejsce x oraz y + xo w miejsce y w rownosci (1.1) otrzymujemy

v+ o+ f(y + 20+ f2 +20)) =y + 20+ fx + 20+ fy +20)).
Stad z + h(y + h(z)) = y+ h(z + h(y)), a zatem funkcja h spetnia rownanie (1.1). O

Lemat 1.7 Niech G bedzie grupg abelowq i niech f: G — G bedzie funkcjg addy-
tywng. Funkcja f spetnia réwnanie (1.1) wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia réwnanie
(1.5).

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia réwnanie (1.5). Ustalmy dowolne elementy
x,y € G. Podstawiajac r — y w miejsce x w rownosci (1.5) i korzystajac z ad-
dytywnosci funkcji f otrzymujemy x — y + f2(z) — f2(y) = f(z) — f(y), a stad
r+ f(y) + f2(z) = y+ f(z) + f*(y). Korzystajac ponownie z addytywnosci f wi-
dzimy, ze funkcja f spelnia rownanie (1.1). Implikacja przeciwna wynika z uwagi 1.3
iz tego, ze kazde addytywne przeksztalcenie grupy w siebie zeruje sie w zerze. O

Sformutujemy teraz najwazniejsze twierdzenie tego rozdziatu.

Twierdzenie 1.8 Niech G bedzie grupg abelowqg i niech f: G — G bedzie rozwigza-
niem réownania (1.1). Jesli f(0) =0, to funkcja 2f jest addytywna.

Dowdd. Zalézmy, ze f(0) = 0. Z wniosku 1.5 wynika, ze f> = —id oraz funkcja f
jest nieparzysta. Stad f(— f> ( )) = y dla kazdego y € G. Podstawiajac —f?(y) w
miejsce y w rownosci (1.1) otrzymujemy

e+ f(=f2y) + f(x) = =f(y) + flz +y)

dla wszystkich z,y € G, a zatem

(1.6) fle+y) = Py) +x+ f(=Fy) + f(z))

dla wszystkich x,y € G. Poniewaz G jest grupa abelows, wiec f(x +y) = f(y + z)
dla wszystkich z,y € G. Stad i z warunku (1.6) wynika, ze dla wszystkich =,y € G
zachodzi réwnos¢é

(1.7) fle+y) = f2z) +y+ (=) + f(y).



Dodajac wyrazenia stojace odpowiednio po lewych i prawych stronach réwnosci (1.6)
i (1.7) otrzymujemy

2f(x+y) =z + f2@)+y+ )+ F(= ) + f@) + F(=F(x) + fy))

dla wszystkich x,y € G. Ustalmy punkty z,y € G. Korzystajac z uwagi 1.3 powyzszy
warunek mozna zapisa¢ w postaci

2f(x+y) = f(@)+ fW) + [(= () + f(2) + F(=F(2) + f(y)).

Poniewaz funkcja f jest nieparzysta, wiec z ostatniej rownosci wynika, ze

(18)  2f(z+y) = flx)+ fly) — F(f () — f@) + (= (x) + f(y))-

Podstawiajac teraz —f(x) w miejsce z 1 f(y) w miejsce y w réwnosci (1.1) oraz
korzystajac ponownie z nieparzystosci funkcji f dostajemy

—f(f2(y) = f@) + f(= (@) + f(v) = fy) + f(=)

dla wszystkich z,y € G. Uwzgledniajac powyzszy zwiazek w réwnosei (1.8) otrzy-
mujemy warunek

2f(x+y) = f(x) + fly) + f(y) + f(x) = 2f(x) +2f(y)

dla wszystkich x,y € G. Konczy to dowod twierdzenia. O

Uwaga 1.9 7Z lematu 1.7 i uwagi 1.6 wynika, ze jesli G jest grupa abelowa, x
elementem grupy G oraz a: G — G jest addytywnym rozwiazaniem réwnania (1.5),
to funkcja f: G — @G, dana wzorem f(x) = a(x — zy) spelnia rownanie (1.1).
W szczegblnosci istnienie addytywnych rozwiazan réwnania (1.5) w klasie funkcji
przeksztalcajacych grupe abelowa G w siebie implikuje istnienie rozwiazan f: G —
G rownania (1.1). Korzystajac z Proposition 1 z pracy [11] stwierdzamy, ze rownanie
(1.5) ma addytywne rozwiazanie f: R — R.

Z twierdzenia 1.8 wyprowadzamy wniosek opisujacy rozwiazania rownania (1.1)
w grupach abelowych bez elementow rzedu 2.

Whniosek 1.10 Niech G bedzie grupg abelowq bez elementow rzedu 2 1 niech f: G —
G. Funkcja [ spetnia réwnanie (1.1) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje punkt xo € G
i takie addytywne rozwigzanie a: G — G réwnania (1.5), Ze f(x) = a(x — zo) dla
kazdego x € G.

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia rownanie (1.1). Przyjmijmy xo = —f(—f(0)).
Korzystajac z wniosku 1.2 otrzymujemy réownos¢ f(zg) = 0. Zdefiniujmy funkcje
a: G — G wzorem a(z) = f(x + xp). Na podstawie uwagi 1.6 funkcja a spelnia
rownanie (1.1), a ponadto a(0) = f(x¢) = 0. Na mocy twierdzenia 1.8 funkcja 2a
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jest addytywna, a stad wobec zalozenia o grupie G wynika, ze a jest addytywna.
Korzystajac z uwagi 1.3 wnioskujemy, ze funkcja a spetnia réwnanie (1.5). Implikacja
przeciwna wynika z uwagi 1.9. O

Przedstawimy teraz podany przez J. Rétza [32] przyklad nieaddytywnego roz-
wiazania rownania (1.1). Pokazuje on, ze teza wniosku 1.10 moze nie zachodzi¢ w
grupach abelowych majacych elementy rzedu 2.

Przyktad R1 Dla kazdego i € {1,...,6} niech ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € Z5°
bedzie skonczonym ciggiem, w ktorym jedynka wystepuje na i-tym miejscu. Oczy-

wiscie zbior {eq, ..

tabela przedstawia szukana funkcje.

., €6} jest baza przestrzeni liniowej Z,° nad cialem Z,. Ponizsza

€1+ e+ ey
€y + €3+ ey
€1 + €6
€3 + €g
€3+ ex
€1+ es
€g + €5
€4+ €5
€1+ ez + ¢
€1+ €3+ €5
€ + €3
€5 + €g
€1+ ey
€2+ €4+ 65
€1+ €4+ €5
€1 t+ext+e3+eq
€3+ e4+ cg

e1 +éex+es+es
e1t+est+es+es
e1 +eg+ e3
€1+ e3+ ey
€4 + €5

€2 + €4
e1+es+e5+ e
€y +e3+ 65+ €6
€y + €3+ €4 + €5
g +eq4+e5+ €g
€y + €3+ eq4+ €5+ €4

e1+etes+es+e5+eq

€1+ eg+eq+e5+ €q
€1+ e3+ e5 + e

e3 + e5 + ¢eg

€2 + e3 + €5
e1+ex+ €4+ €5

x f(z) f*(z)

0 0 0

el €9 e1+ e

€3 €4 €3+ €4

er +es €5 e1 + €3+ €5
€a + €4 €g €s +e4 + e

€3 +eq4+e5

€1+ e+ es

es +es+eq

€1+ e4+ €

es +e4+ €5+ e

e1 + e+ es+ e
€1+ ex+ €4+ €

€y + €3+ €4+ €
e1+e3+eg+e5+ e
€1+ ey +es3+eyq+e;5
€4+ €5 + €4
e1t+ext+e3tey

€ + €5 + €4
e1+ey+e3+eq+ e
e1 +e3+eq+ eq
€1+ e5 + eg

€1 +ex+e3+e5+eq

Tabele nalezy odczytywaé¢ w ten sposob, ze warto$é¢ funkeji f dla danego ar-
gumentu z kolumny ,,2” (odpowiednio, ,,f(z)”) jest podana w tym samym wierszu
kolumny ,, f(x)” (odpowiednio, ,, f(x)”). Natomiast wartos¢ funkcji f dla argumentu
z kolumny ,, f?(x)” jest réwna elementowi stojacemu w kolumnie ,,z” w tym samym
wierszu, co argument.

Aby udowodnié, ze funkcja f nie jest addytywna, wystarczy zauwazy¢, ze f(es)+
fles) = e1 +e3 +e3+eq4 = (1,1,1,1,0,0), natomiast f(ex + e4) = eg. Zatem
flea+eq) # fle2) + flea).



1.2 Addytywne rozwigzania rownania stowarzyszo-
nego z ré6wnaniem Brillouet-Belluot

Whiosek 1.10 sprowadza rozwiazanie rownania (1.1) w grupach abelowych bez
elementow rzedu 2 do rozwiazania rownania (1.5) w klasie wszystkich funkcji ad-
dytywnych. Che Tat Ng i Wenian Zhang udowodnili rezultat (zob. [11; Proposition
2]), z ktorego wynika ponizsze twierdzenie, wyznaczajace rozwiazanie rownania (1.5)
w klasie odwzorowan liniowych przeksztalcajacych przestrzen liniowa nad ciatem
K C R w siebie.

Twierdzenie NZ Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K C R 4 niech
a: X — X bedzie odwzorowaniem liniowym. Funkcja a spetnia réwnanie (1.5) wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje baza H przestrzeni X, zbior J C X i taka rodzina {B; :
Jj € J} parami roztacznych podzbioréw bazy H, Ze UjeJ B; = H i dla kazdego j €
J zachodzi rownosé B; = {x;1,xj2} dla pewnych roinych punktow xj,,x;0 € H
spetniajgcych warunki a(xj,) = xj9 1 a(Tj2) = Tj2 — 1.

W ponizszym wniosku 1.11, ktéry mozna traktowaé jako wniosek z twierdzenia
NZ, implikacja ,, < " zostata zauwazona przez M. Sablika w uwadze [33].

Whniosek 1.11 Niech X bedzie przestrzeniq lintowg nad ciatem K C R i niech
a: X — X bedzie odwzorowaniem liniowym. Funkcja a spetnia réwnanie (1.5) wtedy
1 tylko wtedy, gdy istnieje baza H przestrzeni X, roztgczne zbiory Hy,Hy C H o
wtasnosci HHUHy = H 1 taka bijekcja g: Hy — Ho, Ze a jest lintowym rozszerzeniem
funkcji fo: H — X danej wzorem fo(z) = g(x) dla x € Hy oraz fo(x) =z — g ' (x)
dla x € Hs.

Dowdd. Zatézmy, ze funkcja a jest addytywnym rozszerzeniem funkcji fo, o ktorej
mowi teza wniosku. Sprawdzimy, ze funkcja a spetnia rownanie (1.5) na zbiorze H,
skad juz wynika, ze a spelnia (1.5) na calej przestrzeni. Ustalmy dowolny element
x € H. Zal6zmy najpierw, ze x € H,. Wtedy

a*(z) = a(fo(2)) = alg(z)) = folg(2)) = g(x) — g7 (9(x)) = g(z) — 2 = a(z) — z.

Jesli natomiast x € Hs, to

a*(z) = a(fo(z)) = a(r — g7 (2)) = a(z) — a(g™'(2)) = a(z) - folg™"'(z)) =
= a(z) — g(g7'(z)) = a(z) — z.

Zalozmy teraz, ze funkcja a spelnia réownanie (1.5). Na mocy twierdzenia NZ
istnieje baza H przestrzeni X, zbiér J C X i taka rodzina {B; : j € J} parami
roztacznych podzbioréw bazy H, ze Uje ;B; = H oraz dla kazdego j € J zachodzi
rownos¢ B; = {x;1, 1,2} dla pewnych réznych punktow z;;,x;2 € H speliajacych
warunki a(x;1) = x;21a(zj2) = xj9— ;1. Z uwagi 1.4 wynika, ze a® = —id, funkcja
a jest roznowartosciowa i nieparzysta, oraz a(G) = G. Przyjmijmy H; = Ujej{95j,1}>
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H, = Ujej{xj,g} oraz g = aly,. Oczywiscie Hy N Hy = () i H; U Hy = H. Ponadto
funkcja ¢ jest réznowartosciowa oraz

g()) = a(Hy) = ( U{xj,l}) — Utate)} = o) = Ha.

jeJ jedJ j€J

Dla zakoriczenia dowodu pokazemy, ze a|y = fy. Ustalmy dowolny punkt = € H.
Jesli x € Hy, to a(z) = g(z) = fo(x). Zalozmy teraz, ze v € Hy. Poniewaz a® = —id,
wiec
_ -1 _
9 t= (a|H1) =a 1|H2 = _a2|H2a
a zatem a(r) =z + a*(x) =z — g '(z) = fo(z). O

Przyjmujac K = Q w twierdzeniu NZ i wniosku 1.11 otrzymujemy postaé¢ addy-
tywnych rozwiazan réwnania (1.5).

1.3 Rozwiagzania regularne i rozwigzania nieregu-
larne

Z wniosku 1.11 wynika, jesli K C R jest ciatem, a X jest przestrzenia liniowa nad
cialem K, to istnienie liniowych rozwiazai roéwnania (1.5) jest rownowazne istnieniu
dwoch roztagcznych réwnolicznych podzbiorow pewnej bazy przestrzeni X sumujg-
cych sie do tej bazy. Jesli dimX < oco i dimX jest liczba nieparzysta, to podziat
bazy na takie zbiory oczywiscie nie istnieje. Mozemy zatem sformutowaé nastepu-
jacy wynik.

Twierdzenie 1.12 Niechn € N bedzie liczbg nieparzystq i niech f: R™ — R™ bedzie
rozwigzaniem réownania (1.1). Wtedy funkcja f nie jest ograniczona na Zadnym zbio-
rze mierzalnym w sensie Lebesque’a miary dodatniej, ant na Zadnym zbiorze drugiej
kategoriv o wtasnosci Baire’a. W szczegolnoSci funkcja f nie jest ciggla w zZadnym
punkcie 1 jest niemierzalna w sensie Lebesgue’a i w sensie Baire’a.

Dowaod. Na podstawie wniosku 1.10 istnieje punkt xy € R™ i takie addytywne roz-
wiazanie a: R" — R"™ rownania (1.5), ze f(z) = a(x — zo) dla kazdego = € R™.
Przypusémy nie wprost, ze funkcja f ma co najmniej jedna wtasnosé wymieniona
w twierdzeniu. Wtedy te sama wlasno$é ma funkcja a, co wobec twierdzeri Ostrow-
skiego i Mehdiego (zob. [21, Theorem 9.3.1 i Theorem 9.3.2|) implikuje jej ciagtosé.
Zatem a jest liniowym odwzorowaniem przestrzeni wymiaru nieparzystego w siebie
speliajacym réownanie (1.5), co jest niemozliwe. O

Zajmiemy sie teraz opisem regularnych rozwiagzan réwnania (1.1) w pewnych
klasach funkcji.

Twierdzenie 1.13 Niech f: C — C bedzie funkcjg ograniczong na pewnym zbiorze
mierzalnym w sensite Lebesgque’a miary dodatniej, lub drugiej kategorii o wtasno$ci
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Baire’a. Funkcja [ spetnia réwnanie (1.1) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie
liczby zy,d € C, ze albo

(1.9 f(z) = (% iy P ) (= 20) + d(z — %)

dla kazdego z € C, albo

(1.10) f(z) = (% +1i z + |d|? > (2 —20) +d(Z — %)

dla kazdego z € C. W szczegdlnosci wzory (1.9) i (1.10) przedstawiajg ogdlne rozwig-
zanie rownania (1.1) w klasie wszystkich funkcji f: C — C ciggltych w co najmniej
jednym punkcie.

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spetnia rownanie (1.1). Na podstawie wniosku 1.10
istnieje punkt zop € C i takie addytywne rozwiazanie a: C — C rownania (1.5),
ze f(z) = a(z — z) dla kazdego z € C. Funkcja f jest ograniczona na zbiorze
mierzalnym w sensie Lebesgue’a miary dodatniej lub drugiej kategorii o wlasnosci
Baire’a, a zatem ten sam warunek spetnia funkcja a. W konsekwencji spetniaja go
rowniez funkcje SRea oraz Jma, skad, na mocy twierdzern Ostrowskiego i Mehdiego
(zob. [21, Theorem 9.3.1 i Theorem 9.3.2]) wnioskujemy, ze sa to funkcje ciagte.
Zatem a jest ciagla funkcja addytywna, a wiec (zob. [21, Theorem 5.6.2])) istnieja
takie liczby ¢,d € C, ze a(z) = cz+dz dla kazdego z € C. Roéwnanie (1.5) przyjmuje
teraz postac¢ z + a(cz + dz) = cz + dz, a wiec

(®—c+1+]d)z = —d(c+e—1)z.

Wstawiajac do powyzszej rownosci z = 1, a nastepnie z = i, otrzymujemy ¢ —c+1+

d]? = —d(c+e—1) = 0.Stad ¢ = 1/2— /=3 — 4|d2/2 lub ¢ = 1/2++/—3 — 4]d2/2,

a zatem
1 3 1 3
— .2 2 =i /2 2
06{2 1\/4+|d] ,2+1\/4+\d| }

Otrzymujemy w ten sposob zadana posta¢ funkcji f. Z wniosku 1.10 (lub z bez-
posredniego przeliczenia) wynika, ze funkcje postaci (1.9) i (1.10) sa rozwiazaniami
rownania (1.1). O

Whniosek 1.14 Niech f: C — C bedzie funkcjg rozniczkowalng w co nagmniej jed-
nym punkcie. Funkcja f spetnia réwnanie (1.1) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
punkt zg € C i taka liczba ¢ € {% — i\/?g, 3+ i%g}, ze f(z) = c(z — 29) dla kazdego
z € C.

Dowdd. Wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia 1.13 i zauwazy¢, ze sprzezenie nie jest
funkcja rozniczkowalng w zadnym punkcie, a zatem we wzorach (1.9) i (1.10) para-
metr d jest rowny zeru. O
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Twierdzenie 1.15 Niech X bedzie przestrzenig unormowang @ niech f: X — X.
Zatozmy istniente takiej liczby 3 > 0, zZe spelniony jest jeden z nastepujgcych wa-
runkow:

(2)  [[f(@) = F@ < llz—yl|”  dla wszysthich x,y € X;

(b)  f@) = F@) = e —yll”  dla wszysthich z,y € X;

(c) istnieje liczba ¢ € (0,00) o wtasnosci

(1.11) 1f(@) = fW)| =cllz—yl|° dla wszystkich z,y € X.

Funkcja f spetnia rownanie (1.1) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje punkt xy € X i
taka addytywna izometria a: X — X, ze f(x) = a(r — zo) dla kazdego v € X. W
szczegdlnosci, kazde rozwigzanie rownania (1.1) przeksztatcajgce zbior X w siebie i
spetniajgce jeden z warunkow (a)—(c), jest izometrig.

Dowdd. Jesli X = {0}, to f =0 i przyjmujac 2o = 0 i a = 0 widzimy, ze rownowaz-
no$¢ zachodzi. Zatem w dalszym ciagu dowodu zaktadamy, ze X # {0}. Zalézmy,
ze f jest rozwiazaniem réwnania (1.1). Na podstawie wniosku 1.10 istnieje punkt
xo € X itakie addytywne rozwiazanie a: X — X réwnania (1.5), ze f(x) = a(z—x0)
dla kazdego € X. Na podstawie uwagi 1.4 funkcja a spelnia rownanie a® = —id.

Wykazemy, ze funkcja a jest izometria. Jesli f spelnia warunek (a), to dla kazdego
z € X zachodzg nieréwnosci ||a(z)|| = || f(z + zo)|| = | f(z + z0) — f(x0)|| < ||z”.
Stad

(1.12) Izl = lla® (z)]| < la*(@)]” < Ja(@)|”" < |l

dla kazdego = € X. Zatem ||z||?*~' > 1 dla kazdego elementu = € X\{0}. Poniewaz
przestrzen X jest niezerowa, wiec ostatni warunek oznacza, ze 3° = 1, skad 3 = 1.
Korzystajac ponownie z warunku (1.12) stwierdzamy, ze ||a(z)|| = ||z| dla kazdego
x € X, a wiec a jest izometria. Analogicznie przeprowadzamy dowoéd w przypadku,
gdy funkcja f spelnia warunek (b). Zalézmy teraz, ze istnieje liczba ¢ € (0,00),
speliajaca warunek (1.11). Wtedy

(1.13) la(2)[| = || f (@ + zo) || = | f(x + z0) — f(z0)]| = c||=||”
dla kazdego x € X. Zatem
2] = lla* (@) = ella*(@)[|® = ¢ [la(z)[|© = 7 2]
dla kazdego = € X, a stad
2|1 =1 dla kazdego = € X\{0}.
Poniewaz X # {0}, wiec widzimy, ze 3 = 1, a zatem 3 = 1 i ¢ = 1. Wobec wa-

runku (1.13) oznacza to, ze a jest izometria. Implikacja przeciwna jest konsekwencja
wniosku 1.10. O
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Whniosek 1.16 Niech f: C — C bedzie funkcjq spetniajgcq jeden z warunkow (a)—
(c). Funkcja f spetnia réwnanie (1.1) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje punkt zo € C
i taka liczba ¢ € { 1%, I+ 1—}, ze f(z) = c(z — 20) dla kazdego z € C.

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia rownanie (1.1). Na podstawie twierdzenia 1.15
istnieje punkt 2y € C i taka addytywna izometria a: C — C spelniajaca rownanie
(1.5), ze f(2) = a(z — 2o) dla kazdego z € C. Ustalmy liczbe z € C\{0}. Funkcja a

jest izometria, a zatem

a*(z)

z

_ 1G] _ JeG)l _ |

|| E

Jednoczesnie a spelnia réwnanie (1.5), a wigc

a(z) — z

z

Zatem a(z)/z € 41 — iﬁ, 14131 dla kazdego z € C\{0}. Poniewaz a jest funkcja
2 272 2

ciagla oraz zbior C\{0} jest spojny, wiec istnieje taka liczba ¢ € { —1%, %4—1[ ze
a(z) = cz dla kazdego z € C\{0} (a takze, oczywiscie, dla z = 0). Stad otrzymujemy

zadang posta¢ funkeji f. Implikacja przeciwna jest konsekwencja wniosku 1.10. O
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Rozdzial 2

Ro6wnanie Brzdeka

W biezacym rozdziale przedstawimy wyniki dotyczace rownania

(2.1) F@)+ F2y) + fly+ f@) = fly) + (@) + fla+ f(y)

Zaczniemy od opisania zwiazku powyzszego rownania z pewnymi innymi rownaniami
funkcyjnymi. W ponizszej uwadze 2.2 dowodzimy, ze réwnanie (2.1) jest uogdlnie-
niem réwnania

(2.2) @)+ fly+ W) =)+ flz+ fy)

Rownanie (2.2) pojawito sie w badaniach A. Najdeckiego [28], a problem roz-
wigzania tego rownania w klasie przeksztalcenn dowolnej potgrupy abelowej w siebie
zostal postawiony przez J. Brzdeka podczas The Forty—fourth International Sympo-
sium on Functional Equations [10]. J. Brzdek zauwazyt, miedzy innymi, ze jesli (S,+)
jest potgrupa abelowa, a f: S — S jest funkcja addytywna (lub, jak spostrzegt W.
Jarczyk, funkcja afiniczna), lub spetnia rownanie f(z+ f(y)) = f(z)+ f(y), to f jest
rozwiazaniem réwnania (2.2). Ponadto K. Baron zaobserwowal, ze kazde odwzoro-
wanie f poélgrupy abelowej w siebie, ktorego kazda wartosé jest jego okresem, jest
rozwigzaniem réwnania (2.2). Zwiazek rownania (2.2) z warunkowym réwnaniem
Cauchy’ego

(2.3) fla+ f(y) = fx) + f(y)

zostal odkryty przez A. Najdeckiego. Na tej podstawie wykazal on, ze jesli nie-
state odwzorowanie f przestrzeni liniowo-topologicznej X w siebie ma wtasnosé
0 €int(f(X)— f(X)) i f spelnia rownanie (2.2), to funkcja f jest afiniczna (patrz
[28, Theorem 1.13 i jego dowdd]).

W klasie takich funkcji f przeksztatcajacych grupe abelowa w siebie, ze funkcja
f? jest stala, réwnanie (2.1) jest rownowazne réwnaniu

(2.4) f@)+ fly+ (@) = fly) + f(@+ f(y),

zwanemu rownaniem Kampé de Feriét-Forte. Z. Baiaochci (w 1967r.) i Z. Daroczy
(w 1969r.) znalezli posta¢ wszystkich ciagtych rozwiagzan réwnania (2.4) przeksztal-
cajacych zbior liczb rzeczywistych w siebie (zob. [14]). Problem rozwiazania rowna-
nia (2.4) w klasie funkcji przeksztatcajacych zbior Z w siebie oraz w klasie funkcji



ciagtych f: C — C zostal postawiony przez Z. Dar6czyego podczas The Forty—
first International Symposium on Functional Equations (zob. [13]). Rownanie (2.1)
wiaze sie takze z oméwionym w rozdziale pierwszym réwnaniem Brillouét—Belluot,
co wykazujemy w ponizszej uwadze 2.1.

Uwaga 2.1 Niech G bedzie grupg abelowqg @ niech f: G — G bedzie funkcjq spetnia-
jacqg rownanie (1.1). Wtedy istnieje taki punkt xo € G, Ze funkcja h: G — G, dana
wzorem h(x) = f(x + xg), spetnia réwnanie (2.1).

Dowdd. Na mocy wniosku 1.2 istnieje taki punkt zo € G, ze f(zo) = 0. Niech
h(z) = f(x 4 x¢) dla kazdego x € G. Z uwagi 1.6 wynika, ze funkcja h spehia
réwnanie (1.1), a ponadto h(0) = f(z9) = 0. Stad i z uwagi 1.3 wynika, ze funkcja
h spelnia réwnanie (1.5). Zatem dla wszystkich z,y € G zachodza rownosci

h(z) — h*(x) + h(y + h(z)) = 2+ h(y + h(z)) =y + h(z + h(y)) =
= h(y) — I*(y) + h(z + h(y)).

Stad wynika, ze funkcja h jest rozwigzaniem réwnania (2.1). O

Uwaga 2.2 Niech S bedzie skracalng potgrupg abelowqg i niech f: S — S bedzie
funkcjg spetniajgcq rownanie (2.2). Wtedy f jest rozwigzaniem réwnania (2.1).

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia rownanie (2.2). Podstawiajac f(x) w miejscu
x w rownosci (2.2) otrzymujemy warunek

P@)+ fly+ fw) = fly) + f(f(2)+ f(y))

dla wszystkich x,y € S. Zatem

P@)+ fl@)+ flu+ fw) = fl@)+ fy) + F(f(@) + fy)

dla wszystkich x,y € S. Stad na mocy rownosci (2.2) wynika, ze

P@)+ fy)+ fla+ f(y) = fl@)+ fy) + F(f(@) + fy)

dla wszystkich z,y € S. Wyrazenie stojace po prawej stronie ostatniej réwnosci jest
symetryczne ze wzgledu na zamiane z i y, a wiec lewa strona tej rownosci takze ma
te wlasnosé. Zatem dla wszystkich x,y € S zachodzi réwnosé

F) + @)+ fla+ f(y) = flx)+ fy) + fly+ f(2)).

Oznacza to, ze funkcja f spelia rownanie (2.1). O

Z uwagi 2.2 i spostrzezenia W. Jarczyka wyprowadzamy nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.3 Niech G bedzie skracalng potgrupg abelowq i niech f: G — G bedzie
funkcjq afiniczng. Wtedy funkcja f spetnia réwnanie (2.1).
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Ponizsze twierdzenie uogdlnia spostrzezenie A. Najdeckiego na struktury, w kto-
rych nie zakltadamy istnienia zera.

Twierdzenie 2.4 Niech S bedzie skracalng potgrupg abelowq i niech f: S — S.
Zatozmy, ze istnieje element xy € S spetniajgcy warunek

(2.5) flzo+ f(y) = f2(y) dla kaidego x € S.

Funkcja f spetnia réownanie (2.2) wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x,y € S
zachodzi réwnosé

(2.6) flao) + fla+ f(y) = flx) + f2(y).

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia rownanie (2.2). Stosujac rownosé (2.2) dla
punktu x = zy i dowolnego elementu y € S otrzymujemy warunek

flxo) + fly+ W) =)+ flmo+ f(¥) = fly) + 2 (v).

Stad i ponownie z rownosci (2.2) wynika, ze dla wszystkich z,y € S zachodzi waru-
nek

f@)+ )+ fAy) = f@) + fl@o) + fly + fy) = fzo) + fy) + fl+ ().

Na mocy skracalnosci dziatania w potgrupie S oznacza to, ze dla wszystkich x,y € S
zachodzi réwnosé (2.6).

Zatozmy teraz, ze réwnosé (2.6) jest speliona dla wszystkich z,y € S. Przyj-
mujac w niej x = y otrzymujemy warunek

flxo) + fly+ ) = f(y) + f(y)

dla kazdego y € S. Korzystajac ponownie z réownosci (2.6) stwierdzamy, ze dla
wszystkich x,y € S zachodza réwnosci

f@) + fwo) + fly+ f(y) = f(x) + fly) + F2(y) = fly) + fzo) + fla + f(y)).
Z ostatniej rownosci i ze skracalnosci dzialania w potgrupie S wynika, ze funkcja f
spetnia réwnanie (2.2). O

Przedstawimy teraz podstawowe wlasnosci rozwiazan réwnania (2.1).
Lemat 2.5 Niech G bedzie grupg abelowq i niech f: G — G bedzie rozwigzaniem

rownania (2.1). Wtedy zachodzi réwnosé (f — f(0))* = f2 — f*(0) oraz funkcja
f— f(0) spetnia réwnanie (2.1).

Dowdd. Przyjmijmy g = f— f(0). Podstawiajac y = 0 w réwnosci (2.1) otrzymujemy

warunek

f(@) = f(0) = f2(0) + f(z + f(0))
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dla kazdego x € G. Wstawiajac x — f(0) w miejsce z w powyzszym warunku dosta-
jemy rownosé

(2.7) fla = f(0)) = f(0) = f*(0) + f (=)

dla kazdego = € G. Stad ¢*(z) = f(f(z) — f(0)) — f(0) = f*(z) — f?(0) dla kazdego
x € G. Zatem, na mocy warunku (2.7), dla wszystkich z,y € R zachodza réwnosci

g(x) — g*(x) + gly + g(x)) =
= f(x) = F(0) = f*(x) + f2(0) + f(y + f(x) = f(0)) — f(0) =
= f(x) = f(0) = f2(x) + f2(0) + f(0) — f2(0) + f(y + f(x)) — f(0) =
= f(x) = f2(2) + fly + f(x)) — £(0).

Funkcja f spelnia réwnanie (2.1), a wiec ostatni czton w powyzszym ciagu rownosci
jest symetryczny wzgledem zmiennych x i y. Zatem taka wtasno$é¢ ma tez pierwszy
czlon powyzszych rownosci, a wiec funkcja g spetnia rownanie (2.1). O

Lemat 2.6 Niech G bedzie grupg abelowqg bez elementow rzedu 2 i niech f: G — G
bedzie funkcjqg nieparzystq spetniajgcq rownanie (2.1). Wtedy funkcja —f jest addy-
tywna na sworm wykresie. Ponadto, dla kazdego x € G zachodzi warunek

(2.8) fla = f2(x)) = f(z) = f(2).
W szczegdlnosci, funkcja — f? jest addytywna na swoim wykresie.

Dowdd. Funkcja f jest nieparzysta i grupa G nie ma elementoéw rzedu 2, a wiec
f(0) = 0. Ustalmy dowolny element = € G. Stosujac rownosé¢ (2.1) dla y = —z i
korzystajac z nieparzystosci funkcji f otrzymujemy warunek

f@) = fA2) + f(—a+ f(2) = =f(2) + fA(2) + f@ = f(2)).
Stad 2f (z— f(z)) = 2f(z)—2f?(x), co wobec zalozenia o grupie G implikuje réwnosé
fla = f(z)) = f(z) = f*(x) = f() + f(=f(2))

dla kazdego = € G. Z ostatniego warunku wynika addytywnosé funkeji — f na swoim
wykresie.

Dla dowodu drugiej tezy lematu ustalmy punkt z € G. Poniewaz f(0) = 0, wiec
podstawiajac y = — f(x) w rownosci (2.1) otrzymujemy warunek

fl@) = f2(2) = [(=f(2)) = (= f(2)) + [z + f(=f(2))).

Wobec nieparzystosci funkcji f z ostatniego warunku wynika, ze

fla = f(x) = f(2) = (),

a zatem wzor (2.8) zachodzi.
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Wykazemy teraz addytywnosé funkceji — 2 na swoim wykresie. Ustalmy ponownie
punkt = € G. Korzystajac ze wzoru (2.8) otrzymujemy rownosé

Pl = f2(2) = [(fl@ = f2(2) = [(fx) = () = [*(2) = [H(2) =
= [A(2) + fA (= (2)).

Zatem funkcja — f? jest addytywna na swoim wykresie. O

Lemat 2.7 Niech G bedzie grupg abelowq i niech f: G — G bedzie funkcjqg spetnia-
jacq uktad rownan f? = —id i (2.1). Wtedy funkcja 2f jest addytywna.

Dowdd. Wykazemy najpierw, ze funkcja f jest nieparzysta. Poniewaz zachodzi réw-
no$¢ f? = —id, wiec dla kazdego = € G spelnione sa rownosci f(—x) = f(f?(z)) =
f2(f(z)) = — f(z). Oznacza to nieparzystos¢ funkcji f.

Z rownoscei (2.1) i warunku f? = —id wynika, ze dla wszystkich z,y € G zachodzi
rownos¢

f@)+a+fly+f@)=fly) +y+ fla+fy)

Podstawiajac f(y) w miejscu y w ostatnim warunku otrzymujemy réwnosé

fUf@)+fW)=fy) —y+fle—y) - flx)—=

dla wszystkich z,y € G. Wyrazenie stojace po lewej stronie ostatniej rownosci jest
symetryczne ze wzgledu na zamiane zmiennych z i y, a wiec te¢ wlasnos¢ ma takze
jej prawa strona. Zatem

fly) = f@)+ flx —y) = f(x) = fly) + fly — )

dla wszystkich x,y € G. Stad i z nieparzystosci funkcji f wynika, ze dla wszystkich
x,y € G zachodzg rownosci

2f(x —y) =2f(x) = 2f(y) = 2f(x) + 2 (-y).
Podstawiajac —y w miejscu y w ostatnim warunku otrzymujemy teze lematu. O

Ponizsze twierdzenie zostalo udowodnione przez W. Jarczyka [19] i przedstawia
posta¢ wszystkich funkeji ciagltych f: R — R addytywnych na swoim wykresie.

Twierdzenie J Niech f: R — R bedzie ciggltq funkcjg addytywng na swoim wykre-
sie. Wtedy istnieje taka liczba a € R, Ze f(x) = ax dla kazdego elementu x € R, lub
istniejq takie liczby b, c € [0,00), Ze f(x) = bz dla kazdego x € (—00,0) i f(x) = cx
dla kazdego x € [0, 00).

Z lematow 2.5 1 2.6 oraz z twierdzenia J wyprowadzamy nastepujacy wniosek.
Whniosek 2.8 Niech f: R — R bedzie takim rozwigzaniem réwnanie (2.1), zZe funk-
cja f— f(0) jest nieparzysta. Zatéimy, ze funkcja f? jest ciggta. Wtedy istnieje taka

liczba a € R, ze (f — f(0))*(x) = ax dla kazdego x € R. W szczegdlnosci jesli funkcja
f2 jest niestata, to funkcja f jest réznowartosciowa.
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Ponizsze twierdzenie 2.9, pochodzace z pracy 3|, bedzie nam potrzebne jako
narzedzie w dowodzie jednego z nastepnych twierdzen. Szczegélny przypadek twier-
dzenia 2.9 zostal udowodniony przez J. Matkowskiego (zob. Theorem 1 w pracy
[24]).

Twierdzenie 2.9 Niech G, H bedq grupami topologicznymi spetniajgcymi aksjomat
oddzielania Ty i niech Z bedzie niepustym podzbiorem zbioru G. Zalozmy, ze funkcja
f: G — H ma granice w pewnym punkcie. Jesli podgrupa <Z> generowana przez
zbior Z jest gestym podzbiorem zbioru G, to funkcja f spetnia réwnosé

(2.9) fle+2) = flz) + f(2)
dla wszystkich x € G 1 z € Z wtedy 1 tylko wtedy, gdy f jest addytywna.
Przedstawimy teraz gléwne twierdzenia tego rozdziatu.

Twierdzenie 2.10 Niech f: R — R bedzie rozwigzaniem rownania (2.1). Zatézmy,
ze funkcja f — f(0) jest nieparzysta. Wtedy spetnione sq nastepujgce warunki:

(a) jesli funkcja f? jest stata i funkcja f lub f—id ma wtasno$é Darboux, to funkcja
f jest stata;

(b) jesli f? =id @ <(f — f(0) —id)(R)> = R, to istnieje taka liczba ¢ € R, ze
f(x) = —x + ¢ dla kazdego x € R.

Dowdd. Niech g = f — f(0). Na podstawie lematu 2.5 funkcja g spelnia réwnanie
(2.1), a ponadto, oczywiscie, g(0) = 0. Z lematu 2.6 wynika, ze funkcja —g jest
addytywna na swoim wykresie.

Zalozmy najpierw, ze spelniony jest poprzednik implikacji (a). Korzystajac z
lematu 2.5 otrzymujemy rownosé g* = (f — £(0))? = f2 — f%(0) = 0. Zatem

(2.10) g*> =0.

i funkcja g spelnia tez rownanie (2.4). Wykazemy, ze dla kazdej liczby n € N zachodzi
warunek

(2.11) g(g(z1) + -+ g(xn)) =0 dla wszystkich zy,...,z, € R.
Poniewaz ¢g?> = 0, wiec powyzszy warunek zachodzi dla n = 1. Zalézmy teraz,
ze zachodzi on dla pewnej liczby naturalnej n. Ustalmy punkty zi,..., 2,11 € R.

Przyjmijmy x = x,,41 oraz y = g(x1) +- - -+ g(x,). Z zalozenia indukcyjnego wynika
rownosé g(y) = 0. Funkcja g spelnia rownanie (2.4), a wiec

gy +9(x) =g(y) +g(x+g(y)) — g(x) =0,

skad wynika, ze g(g(x1) + -+ + g(x,11)) = 0. Koniezy to dowod indukeyjny.
Zatozmy, ze funkcja f ma wtasnosé Darboux. Wtedy funkcja g takze ma wtasnosé
Darboux. Z warunku (2.11) i z nieparzystosci funkcji g wynika, ze

(2.12) g(x) =0 dla kazdego x € <g(R)>.
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Wykazemy, ze funkcja g jest stata. Przypusémy nie wprost, ze g jest funkcja niestala.
Wtedy zbior g(R) jest przedzialem o niepustym wnetrzu, skad wynika, ze <g(R)>
= R. Stad i z warunku (2.12) wynika, ze g = 0, co przeczy przypuszczeniu. Zatem
funkcja g jest stata, a wiec funkcja f takze jest stata.

Zalozmy teraz, ze funkcja f —id ma wtasnos¢ Darboux. Wtedy te sama wtasnosé
ma funkcja g — id, a wiec takze funkcja —g + id. Funkcja —g jest addytywna na
swoim wykresie, a stad, na mocy réwnosci (2.10) i nieparzystosci funkeji g wynika,
ze —g(x — g(x)) = —g(z) + ¢*(z) = —g(x) dla kazdego x € R. Zatem funkcja —g
spelia rownanie Eulera. Na mocy Theorem 11.9.4 z ksiazki [22] funkcja —g jest
stata. Stad wynika, ze funkcja f takze jest stala.

Zalozmy, ze zachodzi poprzednik implikacji (b). Z lematu 2.5 wynika, ze g° =
(f — f(0))> = f2 — f%(0) = id. Funkcja —g jest nieprzysta i addytywna na swoim
wykresie, a zatem dla kazdego x € R zachodzi rownosé

(2.13) glz — g(2)) = g(z) — ¢*(z) = g(z) — .

Poniewaz funkcja g spetnia réwnanie (2.1) i g? = id, wigc g spetnia réwnosé

(2.14) g(x) —z+gy+g(@) =9) —y+g(+9y))

dla wszystkich x,y € R. Niech A = {z € R : g(x) = —z}. Wykazemy, ze zbior A jest
podgrupa grupy R. Poniewaz ¢(0) = 0, wiec 0 € A, a zatem zbiér A jest niepusty.
Z nieparzystosci funkcji g wynika, ze —A C A. Ustalmy dowolne punkty =,y € A.
Korzystajac z warunku (2.14) otrzymujemy rownos¢ —2z+g(y—z) = —2y+g(x—y).
Korzystajac ponownie z nieparzystosci funkcji g otrzymujemy rownosé 2g(x — y) =
—2(x —y). Stad z —y € A.

Niech C' = {g(z) — x : € R}. Z réwnosci (2.13) wynika inkluzja C' C A. Stad
i z zatlozenia wynika, ze R = <C> C A, a wiec A = R. To oznacza, ze ¢ = —id, a
zatem f = —id + f(0). Koriczy to dowod w przypadku (b). O

W kolejnym twierdzeniu rozpatrujemy sytuacje, gdy funkcja f? ma postaé nie

wystepujaca w zalozeniach twierdzenia 2.10.

Twierdzenie 2.11 Niech f: R — R bedzie takq funkcjq, Ze funkcja f— f(0) jest nie-
parzysta. Zatézmy, ze funkcja f? jest niestata, rézna od id + f2(0) i ciggta. Zaldzmy
ponadto, ze w pewnym punkcie funkcja f ma skoriczong i rézng od f(0) granice. Jesli
funkcja f spetnia réwnanie (2.1), to istniejg takie liczby ¢ € R\{—1,0,1} i d € R,
ze

(2.15) flx)=cr+d
dla kazdego x € R.

Dowdd. Zalozmy, ze funkcja f spetnia réownanie (2.1). Przyjmijmy g = f — f(0). Z
lematu 2.5 wynika, ze funkcja g spelnia réwnanie (2.1), oraz, ze g*> = (f — f(0))* =
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2= f%(0). Zatem funkcja g* jest niestala, ciagta i r6zna od identycznosci, a ponadto,
oczywiscie, g(0) = 0. Na podstawie wniosku 2.8 istnieje taka liczba a € R\{0, 1}, ze

(2.16) g’ (7) = ax

dla kazdego # € R. W szczegblnoéci funkcja ¢? jest roznowartosciowa, a zatem
funkcja g takze jest roznowartosciowa.
Wykazemy, ze a # —1. Przypusémy nie wprost, ze a = —1. Wtedy

(2.17) g° = —id

i z lematu 2.7 wynika, ze funkcja g jest addytywna. Z zalozenia istnienia granicy
funkcji f w pewnym punkcie wynika, ze funkcja g jest ograniczona na pewnym nie-
pustym zbiorze otwartym. Zatem, na mocy twierdzenia Bernsteina-Doetscha (zob.
[21, Theorem 6.4.2]), funkcja g jest ciagta. Stad i z roznowartosciowosci funkcji g
wynika, Ze jest ona $ciSle monotoniczna. Zatem funkcja g jest &cigle rosnaca, co
przeczy réwnosci (2.17). Wobec tego a # —1.

Funkcja g spelia rownania (2.1) i (2.16), a wiec rownanie (2.1) przyjmuje postac

(2.18) g9(x) —ax+g(y+9(x)) = 9(y) —ay + g(z +9(y)).
Dla kazdej funkcji k: R — R definiujemy zbior jednorodnosci wzorem
Je =A{p € R: k(pzr) = pk(x) dla kazdego = € R}.

Latwo zauwazy¢, ze dla kazdej funkcji k: R — R zbior (J;\{0},) jest podgrupa
grupy (R\{0}, ). Z nieparzystosci funkcji g wynika, ze —J, C J, 10 € J,. Poniewaz
g(az) = g(¢*(z)) = ¢*(9(x)) = ag(z) dla kazdego x € R, wiec a € J,. Ponadto,
na mocy lematu 2.6, funkcja g spelnia réwnanie (2.8), a wiec dla kazdego = € R
zachodzi réwnos¢ g(x — ax) = g(z) — ag(z), a zatem ¢g((1 — a)z) = (1 — a)g(x).
Stad 1 — a € J,. Wykazemy teraz, ze dla kazdej liczby n € NU {0} i dla wszystkich
x,y € R zachodzi réwnoéc¢

(2.19) gz +a”y) —gly+a®z) = (1 —a®)(g(x) — g(y)).

Dowod przeprowadzamy indukeyjnie. Podstawiajac g(x) w miejsce x w réwnosci
(2.18) otrzymujemy warunek

9(g(x) + g(y)) = —g(y) + ay + ¢*(z) — ag(z) + g(y + ax) =
= —g(y) +ay + ax — ag(zx) + g(y + ax)

dla wszystkich x,y € R. Lewa strona ostatniego wzoru jest symetryczna wzgledem
x 1y, a wiec te wlasnos¢ ma takze prawa strona tego wzoru. Stad

—9(y) — ag(r) + g(y + ax) = —g(x) — ag(y) + g(z + ay)
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dla wszystkich z,y € R. Zatem warunek (2.19) zachodzi dla n = 0. Ustalmy dowolna
liczbe n € NU {0} i zalozmy, ze wzor (2.19) zachodzi dla liczby n i dla wszystkich
z,y € R. Podstawiajac a?"z w miejsce z w réwnosci (2.19) otrzymujemy warunek

n n n+1 n n n n
g(a®z +ay) = gly + a* x) + g(a®z) — g(y) — a*" g(a*"x) + a* g(y)

dla wszystkich z,y € R. Lewa strona powyzszego wyrazenia jest symetryczna wzgle-
dem x iy, z wiec jego prawa strona tez ma taka wtasnos¢. Zatem

(220) gy + a®"x) + g(a¥'x) — g(y) — a*"g(a"z) + 0" g(y) =
= g(x + " y) + g(a®y) — g(x) — a®" g(a*"y) + ¥ g(x)

dla wszystkich x,y € R. Poniewaz a € J, i zbior J; jest zamkniety ze wzgledu na
mnozenie, wiec a®* € J,. Stad i z rownoscei (2.20) wynika, ze

2n+1

gz + a®y) —gly +a®x) =
= a”"g(x) — gly) — a® g(z) + ¥ g(y) — ¥ g(y) + g(x) +
+a" gly) — a¥'g(z) =
= (1—a”"")(g(z) - 9(v))

dla wszystkich z,y € R. Konczy to dowod wzoru (2.19).

Ustalmy dowolng liczbe n € N U {0}. Podstawiajac y = —a*'x w réwnosci
(2.19) otrzymujemy warunek g(z — a® z) = (1 — a®")(g(z) + a*"g(z)), a wiec
g((1—a®Mz) = (1 —a®)1 4 a®)g(z) = (1 — a®)g(z) dla kazdego elementu
z € R. Zatem 1—a®"" € J,. Ponadto 1—a € J,, a wigc {1—a?" : n € NU{0}} C J,.
Stad 1 +a?" = (1 —a*")/(1 —a*") € J, dla kazdej liczby n € NU {0}. Poniewaz
zbior J,\{0} jest zamkniety ze wzgledu na dzielenie, wiec }fgii € J, dla kazdej
liczby n € NU {0}. Dla kazdego n € N definiujemy punkt

1+ a®"
2.21 n =
(2.21) Ty = 1o

Poniewaz —J, C J,, wiec {z,, : n € N} C J,. Ponadto z,, € (0,00) dla kazdego
n € N. Funkcja R\{1} > ¢ — 1* jest Scisle rosngca na przedziatach (—oo, 1) i (1, 00).
Zatem ciag (x, : n € N) jest $cisle malejacy. Ponadto lim,_,. z, = 1. Niech A =
{lnz : x € J,N(0,00)}. Zbiér (A,+) jest podgrupa grupy (R,+). Przyjmijmy y,, =
Inz,, dla kazdej liczby n € N. Ciag (y, : n € N) jest Scisle malejacy oraz lim,, ... y, =
0. Ponadto, oczywiscie, {y, : n € N} C A. Zatem 0 jest punktem skupienia zbioru A,
skad wynika, ze zbior A jest gesty w R. Funkcja g jest roznowartosciowa i g(0) = 0,
a wiec g(z) # 0 dla kazdej liczby = € R\{0}. Przyjmijmy g1 = ¢g/g(1). Oczywiscie
Jg = Jy. Zdefiniujmy funkcje h: R — R wzorem h(z) = In|g;(e”)|. Wykazemy, ze
funkcja h spelia warunek (2.9) dla wszystkich x € R i z € A. Ustalmy dowolne
punkty z € R iz € A. Istnieje taki element ¢ € J, N (0,00), ze z = Int. Stad

sgn(1l — |al).

h(z + z) = h(z + Int) = In|g; (e"™)| = In|gy (te”)| = Intgi(e”)| =
— In(tlga()]) = Inlga(¢*)| + Int = h() + h(2).
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Niech zy € R bedzie punktem, w ktoérym funkcja f ma skoniczona i rézna od f(0)
granice. Funkcja g ma skonczong i r6zng od zera granice w punkcie zy. Przyjmijmy
Yo = lim,_4, g(z).

Pokazemy, ze xy # 0. Przypus$émy nie wprost, ze xo = 0. Dla kazdego n € N
zdefiniujmy punkt z, = |a|™#"( -1 Zauwazmy, ze lim,_o. 2, = 0 oraz z, € J,\{0}
dla kazdego n € N. Stad lim, .. g(z,) = o, a wiec yo = lim, . 2,9(1) = 0, co
przeczy zalozeniu.

Z nieparzystosci funkcji ¢ wynika, ze funkcja g ma skoniczong i r6zna od zera
granice w punkcie |zg|. Stad i z niezerowosci punktu zy wynika, ze funkcja h ma
skoniczona granice w punkcie In|zg|. Zatem, na mocy twierdzenia 2.9, funkcja h jest
addytywna. Poniewaz funkcja h ma skonczong granice w pewnym punkcie, wiec
jest ograniczona na pewnym niepustym zbiorze otwartym. Korzystajac ponownie
z twierdzenia Bernsteina-Doetscha wnioskujemy, ze funkcja h jest ciagla. Zatem
istnieje taka liczba s € R, ze h(z) = sz dla kazdego = € R. Stad |g;(e”)| = ™ =
(e*)*, a wiec |g1(z)] = 2® dla z € (0,00). Przyjmujac b = |g(1)| widzimy, ze b > 0
oraz |g(z)| = bx® dla kazdego x € (0, 00). Z nieparzystosci funkcji g wynika, ze dla
kazdego x € R\{0} zachodzi réwnos¢

(2.22) l9(x)] = blaf”.
Z warunkow (2.16) i (2.22) otrzymujemy roéwnosci
lal|z] = Jaz| = g*(x)] = blg(z)|* = b"""|a|"
dla kazdego = € R\{0}. Stad
(2.23) bt = |af

oraz s € {—1,1}. Poniewaz a ¢ {—1, 1}, wiec z warunku (2.23) wynika, ze s # —1.
Zatem s = 1 i korzystajac ponownie z warunku (2.23) dostajemy réwnosé b* = |al.
W szcezegolnosei b ¢ {—1, 1}. Ponadto, z rownosci (2.22) wynika, ze |g(x)| = b|z| dla
kazdego x € R. Stad

(2.24) g(x) € {—bx,bx} dla kazdego = € R.

Korzystajac z oznaczen ze wstepu mozemy zapisa¢ powyzszy warunek jako A,(b) U
A,(—=b) = R. Z nieparzystosci funkcji g wynika, ze —A,(b) = A4(b) oraz A, (—b) =
—A (D).

Z warunku (2.24) wynika istnienie takiej liczby ¢ € {—1,1}, ze lim,_.,, g(z) =
ebxgy. Poniewaz xo # 0, wiec, korzystajac ponownie z warunku (2.24), stwierdzamy,
ze istnieje liczba 6 > 0 o wlasnosci (zg — 9, z9 + 0)\{zo} C A,(D).

Wykazemy, ze g(x¢) = ebxy. Ciag (z, : n € N) (okreslony rownosciag (2.21)) jest
§cisle malejacy i zbiezny do 1, a zatem (zox, : n € N) jest ciagiem o elementach
roznych od zg, zbieznym do punktu xg. Stad lim,, ...g(xox,) = ebxy. Z drugiej strony,
lim,, o g(z02,) = limy, oo (2,9(20)) = g(x0)lim, oo, = g(20). Zatem g(zq) = bxg.
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Niech r bedzie liczba dodatnia mniejsza od min{|zo|,d/|al, |a||zo|}. Ustalmy do-
wolny punkt y € (0,7). Oczywiscie y & {—xo, zo}. Poniewaz |ay| = |aly < |a|% =4
iay # 0, wiec

xo+ay € (xo — 6,20+ 0)\{zo} C Ay(eb).
Stosujac rownosé (2.19) dla n = 0, x = z i ustalonego powyzej punktu y otrzymu-
jemy warunek

eb(zo +ay) = g(y + azo) + (1 — a)(ebzo — g(y)),
skad wynika, ze
(2.25) g(y + axg) = agb(y + zo) + (1 — a)g(y).

Wykazemy teraz, ze y+axy € Agy(eb). Przypusémy nie wprost, ze y+azg ¢ A, (eb).
Wtedy z warunku (2.24) wynika, ze y + azg € Ay(—eb). Stad, na mocy réwnosci
(2.25), otrzymujemy warunek

—e(y + axg) = acgby + acbzy + (1 — a)g(y),
a zatem
(2.26) (1 —a)g(y) = —eb(y + ay + 2axy).

Zalozmy najpierw, ze y € A,(eb). Wtedy z warunku (2.26) wynika, ze
(1 —a)eby = —eby — acby — 2aebxy, a stad 2eby = —2acbxy. Zatem y = —azxy. Stad
ly| = | — azo| = |xo||al] > 7, co jest niemozliwe.

Zalozmy teraz, ze y € A,(—eb). Korzystajac ponownie z warunku (2.26) otrzy-
mujemy rownosé —(1 — a)eby = —eby — ebay — 2acbxy, a zatem 2acby = —2acbxy.
Stad y = —xg, a zatem |y| = |zo| > r. Ponownie otrzymujemy sprzecznosé. Zatem
Y+ axg € Ay(eb).

Korzystajac z rownosci (2.25) otrzymujemy warunek eby+acbxy = acby+acbxy+
(1 —a)g(y). Stad (1 — a)(g(y) — eby) = 0. Poniewaz a # 1, wiec g(y) = eby.
Przyjmujac ¢ = b otrzymujemy warunek g(z) = cx dla kazdego = € (0,r). Niech
t = max{|al,1/|a|}. Poniewaz a € J,, wicc |al,1/]a] € J, N (0,00) i wobec tego
t € J,. Ponadto |a| # 1, a zatem ¢ > 1. Ustalmy dowolny punkt = > r. Istnieje taka
liczba n € N, ze x/t" € (0,r). Stad

T x

* )=1t"g(—) =t"c— = cx.

— a(t" =
gla) = g(t" ) = "g() = e

Zatem g(z) = cx dla kazdego = € [0,00). Stad i z nieparzystosci funkcji g wynika,
ze g(x) = cx dla kazdego = € R. Przyjmujac d = f(0) widzimy, ze f(z) = cx+d dla
kazdego punktu z € R. Konczy to dowod twierdzenia. O

Z twierdzenia 2.11 wyprowadzamy nastepujacy wniosek.
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Whniosek 2.12 Niech f: R — R bedzie takq funkcjq, ze funkcja f — f(0) jest nie-
parzysta. Zatéimy, ze funkcja f? jest niestata, rézna od id + f2(0) i ciggta. Zatézmy
ponadto, ze funkcja f jest ciggta w pewnym niezerowym punkcie. Jesli funkcja f
spetnia rownanie (2.1), to istniejq takie liczby ¢ € R\{—1,0,1} i d € R, Ze f jest
postaci (2.15).

Dowdd. Zalozmy, ze funkcja f spelnia rownanie (2.1). Niech 2y € R\{0} bedzie punk-
tem ciaglodci funkcji f. Na podstawie wniosku 2.8 funkcja f jest réznowartosciowa.
Zatem lim, .., f(z) = f(xo) # f(0). Korzystajac z twierdzenia 2.11 otrzymujemy
teze wniosku. O

Latwo obliczy¢, ze druga iterata kazdej ciaglej funkcji afinicznej f: R — R jest
funkcja rosnacg. Stad i z wniosku 2.12 wynika ponizszy wynik.

Whniosek 2.13 Niech f: R — R bedzie takq funkcja, ze funkcja f— f(0) jest niepa-
rzysta. Zatozmy, ze funkcja f? jest ciggta i Scisle malejgca. Jesli funkcja f spetnia
rownanie (2.1), to f nie jest ciggta w Zadnym niezerowym punkcie.
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Rozdzial 3

Rownanie Cuculiere

W tym rozdziale przedstawimy wyniki dotyczace réwnan

(3.1) fla+ fy) = @)+ fy)

(gdzie k jest ustalong liczba naturalna), oraz

(3.2) fla+ W)+ fly+ fx) = f22)+ fly) + ) + ().

Powyzsze rownania sg uogdlnieniem réwnania funkcyjnego

(3.3) fla+fy) = (=) + fy).

Problem znalezienia wszystkich rosnacych ciagdéw o wyrazach naturalnych spehia-
jacych rownanie (3.3) zostal postawiony na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matema-
tycznej (Indie, 1996). Nastepnie Roger Cuculiere w czasopi$émie American Mathe-
matical Monthly [12] postawil problem rozwiazania réwnania (3.3) w klasie funkcji
rosngcych f: R — R. Rozwigzanie tego problemu zostato podane przez R. Stonga
(zob. [36]) oraz przez R. Gera, ktory w pracy [16] wyznaczyl wszystkie mierzalne
w sensie Lebesgue’a rozwiazania f: R — R rownania (3.3). R. Ger znalazl takze
wszystkie rozwiazania rownania (3.3) przeksztalcajace dowolna grupe abelowa w
siebie (zob. [16]). W klasie funkcji odwzorowujacych potgrupe abelowa w siebie row-
nanie (3.2) jest uogélnieniem réwnania (2.3), a takze okazuje sie by¢ zwiazane z
rownaniem Brillouét—Belluot. Pierwszy paragraf tego rozdziatu poswiecamy réwna-
niu (3.1), natomiast w drugim przedstawimy wyniki dotyczace réwnania (3.2).

3.1 Uogoé6lnione réwnanie Cuculiere
W tym paragrafie przedstawimy wyniki dotyczace rownania (3.1). Zaczynamy

od nastepujacego lematu 3.1, ktory w przypadku, gdy £ = 11 f: R — R zostal
wykazany przez C. Heckmana, R. Gera i przez R. Stonga (zob. [36], [16]).



Lemat 3.1 Niech S bedzie lewostronnie skracalng potgrupg z zerem i niech k > 2.
Zatozmy, ze potgrupa S spetnia warunek

(3.4) (k—1)z=0=2=0 dla kazdego x € S.

Funkcja f: S — S spetnia rownanie (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy f* = f> = f i
funkcja f jest rozwigzaniem rownania

(3.5) fla+fy) = flx)+ fy).

Dowdd. Zalozmy, ze f spelnia rownanie (3.1). Podstawiajac = 0 w réwnosci (3.1)
otrzymujemy warunek

(3.6) FA) = H0) + f(y)

dla wszystkich y € S. Stosujac powyzszy warunek dla punktu y = f*72(0) otrzy-
mujemy réwnosé fF(0) = f£(0) + f571(0), a stad i ze skracalnosci dzialania w S
wynika, ze

(3.7) fE10) = 0.

Podstawiajac y = f*2(0) w réwnosci (3.1) otrzymujemy f(x) = f*(x) dla kazdego
x € S. Stad i z rownosci (3.1) wynika, ze funkcja f spelnia rownanie (3.5). Ponadto,
z warunku (3.6) wynika réwnosé¢ f?(z) = f(0) + f(z) dla kazdego z € S. Latwo
zauwazy¢, ze z ostatniego warunku, przy pomocy indukcji mozna uzyskaé¢ rownosé
fM(x) = (n—1)f(0)+ f(x) dla wszystkich n € Nix € S. Stosujac jadlan =k —1
i z = 0 otrzymujemy f*1(0) = (k —2)f(0) + f(0) = (k — 1)f(0). Stad i réwnosci
(3.7) wynika, ze (k — 1)f(0) = 0. Poniewaz polgrupa S speinia warunek (3.4), wiec
f(0) = 0. Zatem f*(0) = 0 i korzystajac z réwnosci (3.6) dostajemy warunek f? = f.
W szczegolnosci f¥ = f. Dowod przeciwnej implikacji jest oczywisty. O

Uwaga 3.2 Warunek (3.4) jest istotny w lemacie 3.1. Niech S bedzie skracalna abe-
lowa poltgrupa z zerem. Zalozmy, ze istnieje punkt xy € S\{0} spelniajacy rownosé
(k—1)xo = 0. Okreslmy funkcje f: S — S wzorem f(z) = x+ . Funkcja f spelnia
réwnania f* = f oraz (3.1), ale f3(z) # f(x) dla kazdego x € S. W szczegélnosci
fAT

Ponizsze trzy rezultaty przedstawiaja ogolne wlasnosci rozwiazan rownania (3.1).

Uwaga 3.3 Niech S bedzie potgrupg i niech f: S — S bedzie rozwigzaniem rowna-
nia (3.1). Wtedy dla kazdej liczby n € NU {0} spetniony jest warunek

(3.8) f"(x+ f(y) = f*(x) + fly)  dla wszystkich z,y € S.
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Dowdd. Wzor (3.8) dowodzimy indukeyjnie. Oczywiscie wzor ten zachodzi dla n = 0.
Funkcja f spelnia rownanie (3.1), a zatem warunek (3.8) jest spetniony takze dla
n = 1. Ustalmy teraz dowolna liczbe¢ n € N i zal6zmy, ze warunek (3.8) zachodzi
dla liczby n. Ustalmy dowolne punkty z,y € S. Korzystajac z rownosei (3.1) i z
zalozenia indukcyjnego, otrzymujemy

@+ fy) = 1@+ fy) = f1(fF @) + f) = (5 (@) + fly) =
= fr () + f(y).

Zatem warunek (3.8) jest spetniony dla liczby n + 1, co konczy dowod. O

Lemat 3.4 Niech S bedzie potgrupg i niech f: S — S bedzie rozwigzaniem réwnania
(3.1). Wtedy funkcja f spetnia réwnosé

(3.9) @) + R y) + £(2) = @)+ Fy) + f(2)

dla wszystkich x,y, z € S. W szczegolnosci, jesl potgrupa S jest prawostronnie skra-
calna, to ka = ¥ oraz dla kazdej liczby n € N spetnione jest réwnanie

(3.10) fla+ )+ + Fly) = fP@) + fly) + -+ f(yn)-

Dowdd. Ustalmy dowolne punkty z,y, z € S. Korzystajac z rownosci (3.1) otrzymu-
Jemy

Flat i y)+f(2) = flat fly+f(2) = fA2)+ fly+f(2) = @)+ 1)+ f(2).

Z drugiej strony, z uwagi 3.3 wynika, ze zachodza réwnosci

(3.11)  flz+ fRy) + f(2)) = fola+ o) + f(2) = [ (@) + fFy) + f(2).

Poréwnujac wynik obydwu obliczert widzimy, ze wzor (3.9) zachodzi dla wszystkich
x,y,z €S.

Zatozmy teraz, ze potgrupa S jest prawostronnie skracalna. Korzystajac ze wzoru
(3.9) otrzymujemy réwnoscé ka = f*. Udowodnimy teraz indukcyjnie trzecig teze le-
matu. Z rownosci (3.1) wynika, ze warunek (3.10) zachodzi dla n = 11 dla wszystkich
x,y € S. Ustalmy teraz dowolna liczbe naturalna n i zalézmy, ze warunek (3.10) za-
chodzi dla wszystkich x, 41, ..., y, € S. Ustalmy dowolne punkty x, vy, ..., ypt1 € S.
Korzystajac z zalozenia indukcyjnego dla x + f(y1),v2, - . ., Yns1 Otrzymujemy row-
nosci

f@+fl) 4+ + fWnr1) = @+ Fln) + fy2) + -+ f(Ynr1) =
= (@) + fly) + )+t f(Yonr) =
= @)+ fln) + fly) + -+ fyn).

Konczy to dowod wzoru (3.10). O
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Whniosek 3.5 Niech S bedzie skracalng potgrupg abelowq i niech f: S — S bedzie
rozwigzaniem réownania (3.1). Wtedy funkcja [ spetnia réwnania

(3.12) =
(3.13) FEH S ) + fy) = f(2) + f(y).

W szczegolnosci f(S) + f(S) C f(5).

Dowdd. Z lematu 3.4 wynika, ze funkcja f spelnia rownanie f* = f*. Korzystajac
z uwagi 3.3 dla n = k — 1 otrzymujemy réwnosé

(3.14) P @)+ F) = 25 (@) + fly) = 275 @) + fy)

dla wszystkich z,y € S. Lewa strona powyzszej rownosci jest symetryczna wzgledem
zmiennych z i y, a wiec takg wlasnos¢ ma takze jej prawa strona. Stad wynika, ze
dla wszystkich =,y € S zachodzi réwnosé

(3.15) FEH @) + fy) = 2 Y) + o).

Podstawiajac f*(y) w miejsce y w réwnosci (3.15) i uwzgledniajac rownosé f¥* = f*
otrzymujemy warunek

FEH @)+ YY) = T y) + fe) = T y) + o)

dla wszystkich x,y € S. Zatem, na mocy skracalnosci dziatania w poélgrupie S,
rownosé (3.12) zachodzi. Stad i z rownosci (3.14) wynika, ze warunek (3.13) jest
spelniony dla wszystkich z,y € S. Wykazemy teraz, ze f(S) + f(S) C f(S5). Jesli
k = 1, to powyzsza inkluzja wynika z rownania (3.1). Jesli natomiast & > 2, to
z warunku (3.13) wynika, ze f(S) + f(S) C f¥1(S) c f(9). Koticzy to dowod
wniosku. O

Zajmiemy sie teraz rozwiazaniami roéwnania (3.1) przeksztatcajacymi podpol-
grupe grupy abelowej w siebie. W tej sytuacji nie mozemy oczywiscie stosowaé
metody rozumowania wystepujacej w dowodzie lematu 3.1, poniewaz do dziedziny
funkcji f nie musi naleze¢ zero. Przekonamy si¢ jednak, ze przy odpowiednich zalo-
zeniach dotyczacych dziedziny funkcji f mozna wykazaé teze lematu 3.1.

Lemat 3.6 Niech G bedzie grupg abelowq i niech S C G bedzie podpotgrupg grupy
G. Zatozimy, z2e 0 & S i k > 2. Jesli funkcja f: S — S spetnia réwnanie (3.1), to
f™(x) — f"(z) € G\(SU (=9)) dla kazdego x € S i dla wszystkich m,n € N.

Dowdd. Zatézmy, ze funkcja f spetnia rownanie (3.1).

Wykazemy najpierw, ze jeslim,n € Nim < n, to f"(x)— f"(x) € S dla kazdego
x € S. Ustalmy dowolne liczby m,n € N i zatézmy, ze m < n. Ustalmy dowolny
punkt x € S. Przypusémy nie wprost, ze f"(x) — f"(z) € S. Z uwagi 3.3 wynika, ze

fi(a) = fr () = (@) + (@) = SN () = f @) + (),
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a zatem f~mk(fm(x) — f*(x)) = 0. Stad wynika, ze 0 € S, co przeczy zalozeniu.
Zatem f(x) — f"(x) & S.

Wykazemy teraz, ze dla wszystkich liczb m,n € N spelniajacych nieréwnosé
m < n i dla kazdego x € S zachodzi warunek f™(z) — f"(z) ¢ —S. Ustalmy
m,n € N i zalézmy, ze m < n. Ustalmy dowolny punkt x € S. Poniewaz k > 2,
wiec k2 — k + 1 > 3, a zatem istnieje taka liczba p € N, ze n < (k> — k + 1)Pm. Z
pierwszej czesci dowodu wynika, ze

(3.16) fra) = fETE () ¢ 5.
Na podstaw1e Wmosku 3.5 zachodzi rownosé f& -+l = f. Zatem f**~Ft1" = f g
wiec f*=ktD"m — fm_GQtad i z warunku (3. 16) wynika, ze f"(z) — f™(z) € S, a

zatem f™(z) — f"(z) € —S.

Ustalmy wreszcie r6zne liczby m,n € N i dowolny punkt = € S. Mozemy zatozy¢,
ze m < n. Z poprzednich czesci dowodu wynika, ze f(z) — f™(x) &€ SU(—S). Zatem
zachodzi takze warunek f"(x) — f™(z) ¢ S U (—=S5). Poniewaz 0 ¢ S U (—5), wiec
teza lematu jest oczywista w przypadku, gdy m = n. Korczy to dowod. O

Korzystajac z lematu 3.6 mozemy wykaza¢ ponizsze twierdzenie, przenoszace
wynik sformutowany w lemacie 3.1 na przypadek funkcji, do dziedziny ktérych nie
nalezy zero.

Twierdzenie 3.7 Niech G bedzie grupg abelowq i niech S bedzie takq podpdtgrupg
grupy G, ze S U (=S) = G\{0}. Zalézmy, ze k > 2. Funkcja f: S — S spetnia
rownanie (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy f* = f? = f i funkcja f jest rozwigzaniem
rownania (3.5).

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelia réwnanie (3.1). Poniewaz S C G\{0}, wiec
0 ¢ S. Korzystajac z lematu 3.6 dla liczb m = 1 oraz n = 2 otrzymujemy warunek
f(z) — fA(z) € G\(SU(-95)) = {0} dla kazdego = € S. Zatem f?(x) = f(z) dla
kazdego x € S, a wiec f2 = f. Stad f* = f iz réwnosci (3.1) wynika, ze funkcja f
spelnia rownanie (3.5). Przeciwna implikacja jest oczywista. O

Uwaga 3.8 Zalozenie S U (—S) = G\{0} jest istotne w twierdzeniu 3.7. Ustalmy
dowolng liczbe a > 0 i przyjmijmy G = R oraz S = (a,00). Niech f: (a,00) —
(a, 00) bedzie funkcja dana wzorem f(z) = 3a — z, gdy « € (a,2a), oraz f(x) = x,
gdy = € [2a,00). Dla wszystkich z,y € (a,00) zachodza rownosci f?(z) = =z i
f(z+vy) =2+ y. Zatem funkcja f jest rozwiazaniem réwnania (3.3). Jednoczesnie
f? # f, a zatem funkcja f nie spelnia rownania (2.3).

Przytoczymy teraz definicje podniesienia wzgledem podgrupy. Niech G bedzie
grupa abelowsg i niech H bedzie podgrupa grupy G. Oznaczmy przez m epimorfizm
kanoniczny wzgledem podgrupy H. Funkcje £: G/H — G nazywamy podniesieniem
wzgledem H, gdy mo & =i

Ponizszy fakt przedstawia ogolne rozwigzanie rownania (3.5) w klasie odwzoro-
warl dowolnej grupy abelowej w siebie (zob. |1, Proposition 11]).
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Twierdzenie AD Niech G bedzie grupg abelowg i niech f: G — G. Funkcja f
spetnia rownanie (3.5) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podgrupa H grupy G i takie
podniesienie £: G/H — G, ze

(3.17) f(x) =2 —&(n(x)) dla kazdego x € G.

Korzystajac z lematu 3.1 i twierdzenia AD mozemy udowodnié¢ nastepujacy re-
zultat.

Twierdzenie 3.9 Niech G bedzie grupg abelowqg i niech k > 2. Zatozimy, Ze spet-
niony jest warunek (3.4). Funkcja f: G — G spetnia réwnanie (3.1) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje podgrupa H grupy G i takie podniesienie &: G/H — G, Ze
€(0) = 0 oraz spetniony jest warunek (3.17).

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia rownanie (3.1). Korzystajac z lematu 3.1
stwierdzamy, ze funkcja f spelnia réwnanie (3.5) i warunek f? = f. Stad na mocy
twierdzenia AD wynika posta¢ funkcji f. Stosujac réwnosé (3.5) dla x = y = 0
dostajemy f%(0) = 2f(0), a zatem f(0) = 2(0), skad f(0) = 0. Stad i z warunku
(3.17) otrzymujemy réwnosé £(0) = —f(0) = 0.

Zatozmy teraz, ze spelniona jest prawa strona réwnowaznosci w tezie twierdzenia.
Z twierdzenia AD wynika, ze funkcja f spelia roéwnanie (3.5). Ponadto, z warunku
(3.17) wynika rownosé¢ f(0) = —£(0) = 0. Stosujac warunek (3.5) dla x = 0 widzimy,
ze f2(y) = f(y) dla kazdego y € G. Stad f2 = f, a zatem f* = f. Stad i z réwnosci
(3.5) wynika, ze funkcja f spelnia rownanie (3.1). O

Kolejne rezultaty dotycza regularnych rozwiazan rownania (3.1).

Lemat 3.10 Niech S bedzie skracalng abelowq potgrupg topologiczng z zerem, i niech
A bedzie podpotgrupg potgrupy S. Zatozmy, ze kazde otoczenie zera w S jest zbiorem
pochtaniajgcym. Niech f: A — A bedzie takq funkcjq, ze zbior f(A) ma niepuste
wnetrze. Funkcja f spetnia réownanie (3.1) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki
element ¢ € f(A), Ze dla wszystkich x,y € A spelnione sq warunki

(3.18) @) +ce=a+ fHc)
(3.19) fla+ fy) +c=x+ )+ f(y).

Dowdd. Zat6zmy najpierw, ze funkcja f spelnia warunki (3.18) i (3.19) dla pewnego
c € f(A). Wtedy dla wszystkich x,y € A zachodza réwnosci

fe+f)+e=z+ ")+ fly) = @) +c+ fly).

Poniewaz potgrupa S jest abelowa i skracalna, wiec z ostatniej rownosci wynika, ze
funkcja f spelnia rownanie (3.1).
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Zalozmy teraz, ze funkcja f spelia rownanie (3.1). Z wniosku 3.5 wynika, ze
zbior f(A) jest podpotgrupa potgrupy S. Ustalmy dowolny punkt yo € intf(A).
Istnieje takie otoczenie zera Uy C S, ze yo + Uy C f(A). Ustalmy dowolny punkt
x € A. Istnieje taka liczba naturalna n, ze x € nU,. Stad wynika, ze

nyo + = € nyo + nUy = n(yo + Up) C nf(A) C f(A).

Niech t € A bedzie takim punktem, ze x + nyo = f(t). Ustalmy dowolny element
z € A. Poniewaz yg € f(A), wiec nyo € f(A) i nyo + f(2) € f(A). Zatem istnieje
taki punkt s € A, ze nyo + f(z) = f(s). Z rownosci (3.1) wynika, ze

fl@+nyo + f(2)) = F(F() + f(2) = F(f(2) + F(1) = [ (2) + f() =
= (%) 4 = + nyo

oraz

fla+nyo + f(2)) = fla+ f(s) = fH(x) + f(s) = f5(2) +ngo + f(2).

Z dwoch ostatnich rownosci wynika, ze funkcja f spetnia warunek

(3.20) ) 4o = f(2) + ()

dla wszystkich x, z € A. Przyjmujac ¢ = f(z) widzimy, ze ¢ € f(A) i warunek (3.18)
zachodzi dla wszystkich x € A. Korzystajac z rownosci (3.1) i (3.18) otrzymujemy

fla+ fy)+e=ffa)+ fly) +c= ff @) +c+ fly) =z + fFc) + fy)

dla wszystkich z,y € A. Konczy to dowod. O

Korzystajac z lematu 3.10 udowodnimy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.11 Niech (G, +) bedzie abelowq grupg topologiczng bez niezerowych
elementow skonczonego rzedu. Zatozmy, ze kazde otoczenie zera w G jest zbiorem
pochtaniajgcym. Niech A bedzie podpotgrupg grupy G i niech f: A — A bedzie takg
funkcja, ze zbior f(A) ma niepuste wnetrze. Funkcja f spetnia réwnanie (3.1) wtedy
1 tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkow:

(a) k =1 i istnieje taki punktb € G, ze A+b C A i f(x) =240 dla kazdego x € A;
(b) k > 2, f* =id i funkcja f spetnia warunek f(z +vy) = x +y dla wszystkich
x,y € A.

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze jesli funkcja f spelia warunek (a) lub (b), to jest
rozwigzaniem réwnania (3.1). Zalézmy wiec, ze funkcja f spelnia rownanie (3.1). Na
mocy lematu 3.10 istnieje taki element ¢ € f(A), ze spelnione sa warunki (3.18) i
(3.19). Przyjmijmy b = f*(c)—c. Z réwnosci (3.18) i (3.19) wynika, ze dla wszystkich
x,y € A zachodza warunki

(3.21) fFx) =z +0b
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oraz

(3.22) fla+fy) ==+ fly) +0.

Ze wzoru (3.21) wynika, ze A+ b C f¥(A) C A. Ponadto, f*(z) = (f*)"(x) =
x + mb dla wszystkich punktow = € A i liczb m € N. Stad i z uwagi 3.3 wynika, ze
dla wszystkich x,y € A i m € N zachodzi rownosé

@+ f(y) = (@) + f(y) =z +mb+ f(y).

W szczegolnosci fX(x + f(y)) = = + kb + f(y) dla wszystkich x,y € A. Stad i ze
wzoru (3.21) otrzymujemy réwnos¢ x + f(y) +b = x + kb + f(y) dla wszystkich
x,y € A. Zatem

(3.23) (k—1)b=0.

Zalozmy najpierw, ze k = 1. Wtedy z warunku (3.21) otrzymujemy rownosé f(z) =
x+b dla wszystkich x € A. Zatem funkcja f ma zadana posta¢. Zatozmy teraz, ze k >
2. Wtedy z warunku (3.23) wynika rownosé b = 0. Stad i ze wzoru (3.21) wynika, ze
f* =id. Podstawiajac f*~1(y) w miejscu y w réwnosci (3.22) otrzymujemy warunek
flx 4+ y) =+ y dla wszystkich z,y € A. Koriczy to dowdd twierdzenia. O

Z twierdzenia 3.11 wyprowadzamy nastepujacy wniosek, dotyczacy ciagltych roz-
wiazan rownania (3.1).

Whniosek 3.12 Niech P = R [ub P bedzie potprostq nie zawierajgcq zera we wnetrzu
i niech f: P — P bedzie funkcjq cigglta. Funkcja f spetnia rownanie (3.1) wtedy i
tylko wtedy, gdy f = 0 lub spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkow:

(a) k =1 i istnieje taka liczba b € R, ze P+b C P i f(x) = v +0b dla kazdego x € P;
(b) k >2 i f(x) =z dla kazdego x € P.

Dowdd. 7 twierdzenia 3.11 wynika, ze funkcje zdefiniowane w punktach (a) i (b) sa
rozwigzaniami rownania (3.1). Zalézmy wiec, ze funkcja f spelnia rownanie (3.1).
Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy f jest stata. Wtedy istnieje taka liczba p €
R, ze f = p. Stad f* = p i z réwnosci (3.1) wynika, ze p = 2p, a wiec p =
0. Zatem f = 0, a wiec funkcja f ma jedna z zadanych postaci. Zaldézmy teraz,
ze funkcja f jest niestala. Wtedy z ciaglosci funkcji f wynika, ze zbior f(P) jest
przedzialem o niepustym wnetrzu. Jesli £ = 1, to korzystajac z twierdzenia 3.11
otrzymujemy odpowiednia posta¢ funkeji f. Zalézmy teraz, ze k > 2. Z twierdzenia
3.11 wynika, ze f* =id i P + P C Fixf. W szczegolnosci, funkcja f jest cigglym
pierwiastkiem iteracyjnym stopnia k z identycznodci, a stad na mocy twierdzenia
McShane’a—Vinczego (zob. [20], Theorem 15.2) wynika, ze f(x) = z dla kazdego
x € P lub f jest malejaca inwolucja. Poniewaz card(P + P) > 11 P+ P C Fixf,
wiec cardFixf > 1, a zatem funkcja f nie moze by¢ malejaca. Wobec tego f(z) = x
dla kazdego x € P. O
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Uwaga 3.13 Niech f bedzie funkcja zdefiniowang w uwadze 3.8. Funkcja f jest
ciagta w kazdym punkcie nalezacym do zbioru (a, 00)\{2a} i spelnia réwnanie (3.3),
chociaz f # id. Zatem zalozenie ciggtosci funkcji f jest istotne we wniosku 3.12
i nie moze by¢ zastapione zatozeniem ciagtosci f na calej dziedzinie poza jednym
punktem.

3.2 Symetryczne ré6wnanie Cuculiere

Przedstawimy teraz pewne wyniki dotyczace rownania (3.2). Zaczniemy od
dwoch przyktadow ukazujacych roznice pomiedzy réwnaniem (3.2), a réwnaniem
(2.3).

Przyktad 3.14 Niech f: Z,°® — Z,° bedzie nieaddytywnym rozwiazaniem réwna-
nia (1.1) (zob. przyktad R1 w paragrafie 1.1). Wykazemy, ze funkcja f jest rozwia-
zaniem roéwnania (3.2) i nie spelnia réwnania (2.3). Poniewaz f spelnia réwnanie
(1.1) i f(0) = 0, wiec z uwagi 1.3 wynika, ze funkcja f spelnia rownanie (1.5). Na
mocy twierdzenia 1.8 funkcja 2f jest addytywna. Zatem dla wszystkich z,y € Z,°
zachodza réwnosci

fla+fy)+fly+fl2) =-y+a+2f(y+ f(z)) =
—y+ax+2f(y) +2f(x) =
= f(@)+ fly) + (=) + ().

Stad wynika, ze funkcja f spelnia rownanie (3.2).

Korzystajac z wniosku 1.5 otrzymujemy réwnosé f2 = —id. Zatem funkcja f jest
bijekcja. W szczegolnosci f(Zo°) = Z,°. Zatem, gdyby funkcja f spelniata réwnanie
(2.3), to bylaby addytywna, co jest nieprawda. Wobec tego funkcja f nie spelnia
rownania (2.3).

Przyktad 3.15 Niech S bedzie abelowg skracalna potgrupg z zerem. Zatézmy, ze
istnieje punkt xo € S\{0} spemiajacy warunek 2xy, = 0. Ustalmy taki punkt i niech
a: S — S bedzie dowolng funkcja addytywna. Wykazemy, ze funkcja f = a+ x jest
rozwiazaniem réwnania (3.2) i nie spelnia réwnania (2.3). Dla dowolnych punktow
x,y € S zachodza réwnosci

(3.24) fA(x) = a(f(x)) + zo = ala(z) + x0) + z0 = a®(x) + alxo) + o
(3.25) flz+ f(y) = alz + f(y)) + o = a(x) +a(f(y)) +x0 =
= a(z) + ala(y) + zo) + 2o = a(z) + 2( ) + a(xo) + 0.

Zatem funkcja f spelia rownanie (3.2).

Ustalmy ponownie punkt z € S. Z warunku (3.24) wynika, ze f(x) + f*(z) =
a(z) + a*(z) + a(xg) + 2z9 = a(x) + a*(x) + a(xp). Ponadto f(z + f(z)) = a(z) +
a*(z) + a(wg) + wo. Poniewaz o # 0, wiec funkcja f nie jest adytywna na swoim
wykresie. W szczegolnodci funkcja f nie spetnia réwnania (2.3).
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Dwie ponizsze uwagi przedstawiaja podstawowe wlasnosci rozwigzan réwnania

(3.2).

Uwaga 3.16 Niech G bedzie grupq abelowq bez elementow rzedu 2 i niech f: G —
G bedzie rozwigzaniem réownania (3.2). Wtedy funkcja f jest addytywna na swoim
wykresie. W szczegdlnosci f(0) = 0.

Dowdd. Podstawiajac y = = w rownaniu (1) otrzymujemy

2f(z + f(2)) = 2f(x) + 2f*(2) = 2(f () + f*(x))

dla kazdego x € GG, skad wobec zatozenia o grupie G wynika addytywnosé¢ funkcji f
na swoim wykresie. W szczegolnosci f2(0) = f(0) + f2(0), a wiec f(0) =0. O

Uwaga 3.17 Niech G bedzie grupg abelowq bez elementow rzedu 2 @ niech f: G — G
bedzie rozwigzaniem réownania (3.2). Wiedy Fixf + Fixf C Fixf.

Dowdd. Ustalmy dowolne punkty z,y € Fixf. Korzystajac z rownosci (3.2) otrzy-
mujemy warunek

2f(x+y) = f(x+ f(y) + fly+ f(@) = fx)+ fy) + fly) + [P () = 22+ 2y,

skad f(z +vy) =z +y. Zatem = + y € Fixf, czego nalezalo dowies¢. O

Ponizsze trzy lematy formulujemy w podwdjnej wersji, jednak dowody przepro-
wadzamy wylacznie dla przypadku funkcji przeksztatcajacych przestrzen liniowsg w
siebie. W przypadku, gdy funkcja odwzorowuje grupe w siebie, dowody sa analo-
giczne. Zaczynamy od wykazania pewnych wtasnosci zbioru Ay(c) (zob. wstep) dla
funkcji f addytywnych na swoim wykresie.

Lemat 3.18 Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem K € {R,C} [grupqg],
c € K [c € Z] iniech f: X — X bedzie funkcjg addytywng na swoim wykresie. Jesli
cAs(c) C Ag(c), to p*As(c) C Af(e) dla wszystkich liczb p € {c,c+ 1} in € N.

Dowdd. Zatozmy, ze cAs(c) C Ayf(c). Stad wynika, ze dla kazdej liczby n € N
zachodzi inkluzja ¢"As(c) C Af(c). Wykazemy teraz, ze (c + 1)Af(c) C Ag(c).
Ustalmy dowolny punkt z € As(c). Wtedy f(z) = cx. Z zalozenia wynika, ze cx €
A(c), a wiee f(cx) = c*z. Poniewaz funkcja f jest addytywna na swoim wykresie,
wiec

fl(c+Dz) = f(z+ f(2) = f(x) + f2(z) = cx + flcx) = cv + Px = clc + 1)z

Stad (¢ + 1)z € As(c). Zatem (c+ 1)Af(c) C Af(c), a wiec dla wszystkich liczb
n € N zachodzi warunek (¢ + 1)"A(c) C Af(c). Konczy to dowdd. O
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Lemat 3.19 Niech X bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem K € {R,C} [grupg
abelowq bez niezerowych elementow skoriczonego rzedu| i niech ¢ € K |¢ € Z] oraz
f: X — X. Zatoimy, ze max{|c|,|c+ 1|} > 1 i cAs(c) C Af(c). Zatoimy ponadto
istnienie liczby p € {c,c+ 1} i takiego punktu xo € Ag(c), Ze dla kazdego y € X
istnieje liczba n € N spetniajgca warunki y € As(c) — cp™zo 1 f(y) € Ap(c) — p™ao.
Jesli funkcja f spetnia réwnanie (3.2), to spetnia takze réwnanie

(3.26) (%) = (c = 1) f(z) + cx.

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia rownanie (3.2). Niech p € {¢,c + 1} 1 2 €
X beda punktami speliajacymi warunek opisany w wypowiedzi lematu. Ustalmy
dowolny element y € X. Istnieje taka liczban € N, ze y € Af(c) — cp™xo 1 f(y) €
Ag(c) —p"xo. Na podstawie uwagi 3.16 funkcja f jest addytywna na swoim wykresie.
Stad i z lematu 3.18 wynika, ze p"xy € Af(c). Zatem cp"zy € cAsp(c) C Af(c).
Korzystajac z rownosci (3.2) dla z = p"xy otrzymujemy warunek

F@"zo + F()) + f(y + cp"x0) = cp"wo + [*(y) + f(y) + f(cp"0).

Stad
c(p"zo + f(y)) + ey + epwo) = cp"zo + f2(y) + [(y) + P o,
Zatem f2(y) = (c —1)f(y) + cy, a wiec funkcja f spelnia réwnanie (3.26). O

W kolejnym lemacie przedstawimy pewne wlasnosci rozwiazan rownania (3.26).

Lemat 3.20 Niech X bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem K € {R,C} [grupq],
c € Klec € Z] iniech f: X — X bedzie rozwigzaniem réownania (3.26). Wtedy
—As(—1) C Ag(—1). Zatozimy dodatkowo, ze f(0) =0 [f(0) = 0 oraz grupa G nie
ma niezerowych elementow skoriczonego rzedu|. Jesli d € K\{—1,c} |d € Z\{—1, c¢}|
1 dAf(d) C Af(d), to Af(d) = {0}

Dowdd. Ustalmy dowolny punkt x € Af(—1). Stosujac warunek (3.26) otrzymujemy
rownosé f(—x) = (c—1)(—x)+cx = x, to znaczy —x € Ap(—1). Zatem —As(—1) C
Ap(—1).

Zalozmy dodatkowo, ze f(0) = 0. Ustalmy dowolna liczbe d € K\{—1,c} i
zalozmy, ze dAs(d) C Ay(d). Poniewaz f(0) =0, wiec 0 € A;(d). Ustalmy teraz do-
wolny punkt x € As(d). Z zalozenia wynika, ze dz € A¢(d). Korzystajac z warunku
(3.26) otrzymujemy réwnosé f(dz) = (¢ — 1)dx + cz, a zatem d*z = (cd — d + ).
Stad (d — c¢)(d+ 1)z = 0, a wiec x = 0. Ostatecznie As(d) = {0}. O

Jesli G jest grupa, a funkcja f: G — G jest rozwiazaniem réwnania (3.5), to
zbior Fixf jest podgrupa grupy G. Z przykladu 3.14 wynika, ze nie jest to prawda
w przypadku rozwigzan rownania (3.2) (dla a = id mamy Fixf = ). Korzystajac z
lematu 3.19, mozemy jednak udowodni¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.21 Niech G bedzie abelowq grupg topologiczng bez niezerowych ele-
mentow rzedu skoriczonego, w ktorej kazde otoczenie zera jest zbiorem pochtaniajg-
cym. Niech f: G — G bedzie rozwigzaniem réwnania (3.2). Jesli intFixf # 0, to
f=id.
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Dowdd. Zalozmy, ze intFixf # (). Ustalmy punkt zy € intFixf. Niech Uy C G
bedzie takim otoczeniem zera w G, ze x¢ + Uy C Fixf. Przyjmijmy W = xq 4 Uj.
Wykazemy, ze spelnione sa zalozenia lematu 3.19. Ustalmy punkt y € G. Poniewaz
Uy jest zbiorem pochtaniajacym, wiec istnieja takie liczby k,m € N, ze y € kUj i
f(y) € mUy. Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze 2" > max{k, m}. Wtedy

2"xo +y € 2" + kUy C 2"wg+ Uy + -+~ + Uy (2" razy).
a zatem
(3.27) "o +yeW +---+W (2" razy).

Z uwagi 3.17 wynika, ze dla kazdej liczby naturalnej r zbior Fixf + --- + Fixf (r
razy) jest zawarty w Fixf. Poniewaz W C Fixf, wiec z warunku (3.27) wynika, ze
2"ro 4+ y € Fixf. Podobnie mozna wykaza¢, ze 2"z + f(y) € Fixf. Korzystajac z
lematu 3.19 (dla ¢ = 1 i p = 2) stwierdzamy, ze funkcja f spelia réwnanie (3.26).
Zatem f? = id. Rownanie (3.2) przyjmuje teraz postaé

(3.28) fle+ )+ fly+ f@) = flx)+y+fly) +=

Wykazemy, ze —Fixf C Fixf. Na mocy uwagi 3.16 funkcja f ma wlasnosé f(0) = 0.
Podstawiajac y = — f(z) w réwnosci (3.28) otrzymujemy

[+ f(=f(2)) =z + f(=f(2))

dla kazdego = € G. Podstawiajac f(x) w miejsce x w powyzszym warunku i korzy-
stajac z réwnosci f? = id otrzymujemy warunek

(3.29) F(f @)+ f(=2)) = f(z) + f(=2)

dla kazdego = € G. Z uwagi 3.16 wynika, ze funkcja f jest addytywna na swoim
wykresie. Zatem dla kazdego = € G zachodza réwnosci

fla+ f(x) = flo) + f(z) =2 + f(z).

Podstawiajac tu — f(x) w miejsce x dostajemy

(3.30) f(= @) + [(=f(2) = =f (@) + f(=f())

dla kazdego = € G. Z warunkow (3.29) i (3.30) wynika, ze dla kazdego z € G
elementy f(x)+ f(—=z) oraz —f(x)+ f(—f(z)) sa punktami statymi funkcji f. Stad
iz uwagi 3.17 wynika, ze

(3.31) f(=x) + f(=f(@)) = f(2) + f(=2) = f(2) + [(=f(x)) € Fixf

dla kazdego = € G. Z rownosci (3.28) wynika, ze dla wszystkich z,y € G element
x + f(y) jest punktem stalym funkeji f wtedy i tylko wtedy, gdy v + f(z) € Fixf.
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Stosujac powyzsza obserwacje do warunku (3.31) otrzymujemy — f(z) + f*(—x) €
Fixf, to znaczy

(3.32) —x — f(z) € Fixf dla kazdego = € G.

Ustalmy teraz dowolny element z € Fixf. Korzystajac z warunku (3.32) dla x = 2
dostajemy —2z € Fixf. Stad —z = —2z + z € Fixf + Fixf C Fixf. Ostatecznie
—Fixf C Fixf. Zatem zbior Fixf jest podgrupa grupy G. Poniewaz intFixf # ()
i kazde otoczenie zera w grupie G jest zbiorem pochtaniajacym, wiec Fixf = G.
Zatem f =id. O

Z twierdzenia 3.21 wyprowadzamy nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.22 Niech G bedzie abelowq lokalnie zwartg grupg topologiczng spetnia-
jacq aksjomat oddzielania Ty. Zatozmy, ze grupa G nie ma niezerowych elementow
rzedu skoriczonego i ze kazde otoczenie zera w G jest zbiorem pochtaniajgcym. Niech
[+ G — G bedzie takqg funkcjg, ze zbior Fixf zawiera podzbior dodatniej miary Ha-
ara. Jesli funkcja f spetnia rownanie (3.2), to f =id.

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia réwnanie (3.2). Zbior Fixf zawiera pod-
zbiér mierzalny w sensie Haara miary dodatniej, a zatem istnieje borelowski zbior
A C Fixf dodatniej miary Haara. Pokazemy, ze zbior A zawiera borelowski pod-
zbior skoriczonej miary dodatniej. Grupa G jest lokalnie zwarta, a wiec istnieje takie
otoczenie zera U C G, ze zbidr clU jest zwarty. Poniewaz kazde otoczenie zera w G
jest zbiorem pochtaniajacym, wiee | J 2, nU = G. Stad |J,—, nclU = G, a zatem

(3.33) A=ANG=An|JndU = [ J(ANndD).

Dla kazdej liczby n € N funkcja G > x — nx jest ciagta, a zatem zbior nclU jest
zwarty dla kazdego n € N. Stad na mocy aksjomatu oddzielania T, wynika, ze dla
kazdego n € N zbior nclU jest domkniety. Poniewaz zbiér A jest miary dodatniej,
wiec z rownosei (3.33) wynika istnienie takiej liczby k € N, ze zbior A N kelU jest
miary dodatniej. Przyjmijmy B = A N kclU. Zbiér B jest borelowskim podzbiorem
zbioru A. Ponadto B C kclU, a zatem zbiér B jako podzbidr zbioru miary skonczonej
jest takze miary skoriczone;j.

Na mocy uogoélnienia twierdzenia Steinhausa (zob. [17, 20.17 Corollary]) zbior
B + B ma niepuste wnetrze. Oczywiscie B C Fixf. Z uwagi 3.17 wynika, ze Fixf +
Fixf C Fixf. Zatem intFixf # 0 i korzystajac z twierdzenia 3.21 otrzymujemy
rownosé f =id. O

Korzystajac z twierdzenia Piccard (zob. |21, Theorem 2.9.1]) mozemy analogicz-
nie udowodni¢ kolejny wniosek z twierdzenia 3.21.

Whniosek 3.23 Niech G bedzie abelowqg grupg topologiczng bez niezerowych elemen-
tow rzedu skornczonego, w ktorej kazde otoczenie zera jest zbiorem pochlaniajgcym.
Niech f: X — X bedzie takqg funkcjq, ze zbior Fixf zawiera podzbior drugiej kate-
gorii o wtasnosci Baire’a. Jesli funkcja f spetnia rdwnanie (3.2), to f = id.
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Ponizszy lemat przedstawia kolejna wlasnosé rozwiazan rownania (3.2).

Lemat 3.24 Niech X bedzie przestrzeniq liniowo—topologiczng nad ciatem K € {R,
C} i miech f: X — X bedzie rozwigzaniem rownar (3.2) i (3.26). Jesli Ag(c) U
A¢(—1) = X dla pewnego c € K\{1}, to zbior As(—1) jest podgrupq grupy X.

Dowdd. Zalozmy, ze As(c) U Ay(—1) = X dla pewnego ¢ € K\{1}. Wystarczy
rozpatrzy¢ przypadek ¢ # —1. Na mocy lematu 3.18 zachodzi inkluzja —As(—1) C
A¢(—1). Z réownosci (3.2) i (3.26) wynika, ze

(3.34) f@+Fw) + fly+ () = e(f(2) + ) +e(f(y) +v)

dla wszystkich z,y € X. Wstawiajac f(x) w miejsce z w rownosci (3.34) otrzymu-
jemy warunek

FUf @)+ fy) = =fly+ (@) + (2 (@) + flz) + f(y) +v)

dla wszystkich x,y € X. Lewa strona ostatniej rownosci jest symetryczna ze wzgledu
na zamiane zmiennych z i y. Zatem jej prawa strona takze ma te wtasnosé, a wiec
dla wszystkich x,y € X zachodzi rownosé

—fly+ f2(2) + cf*(x) + cf(x) + cf(y) + ey =
= —flz+ f*(v) +cf*(y) +cf(y) + cf(z) + ca.

Zatem
(3.35) @+ 2() = fly+ F(x) = —cf*(x) + cx + cf*(y) — cy

dla wszystkich z,y € X.
Wykazemy teraz, ze dla wszystkich x,y € X zachodzi warunek

(336) Y, y+x e Af(—l) =T c Af(—l)
Ustalmy punkty z,y € X i zalozmy, ze y,y + 2« € Ay(—1). Poniewaz —Ay(—1) C
Ap(—1), wiec —y € As(—1). Zatem mozemy zalozy¢, ze x # —y. Poniewaz —y €
As(-1), wiec f*(y) = y. Z warunku (3.35) wynika, ze

fly+ (@) = fl@+y) +cfi(z) —cr = -2 —y +cf(z) - cz,
a zatem
(3.37) fly+ fi(2)) = cf*(2) = (c+ Dz —y.

Wykazemy, ze y + f2(z) € Ap(—1). Przypusémy nie wprost, ze y + f2(z) & Ay(—1).
Wtedy y + f2(z) € Ag(c) i korzystajac z warunku (3.37) otrzymujemy réwnosé

cy+cf?(x) =cf*(z) — (c+ Dz —y,
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skad (¢ + 1)(x +y) = 0. Poniewaz ¢ # —1, wiec © = —y, co przeczy zalozeniu. Stad
y+ f*(z) € Ay(—1). Korzystajac ponownie z warunku (3.37) otrzymujemy

—y — fA(z) = cf*(x) — (c+ Dz —y,

a wiec (¢ + 1)(f?(x) —x) = 0. Zatem f?(x) = x. Stad i z réwnosci (3.26) wynika,
ze (¢ —1)(f(z) +z) = 0. Zatem f(x) = —z, a wigc x € Ay(—1). Koticzy to dowod
warunku (3.36). Podstawiajac x—y w miejsce = we wspomnianym warunku widzimy,
ze Ap(—1)—As(—1) C Ap(—1). Z uwagi 3.16 wynika, ze f(0) =0, astad 0 € Ap(—1).
Zatem zbior Ap(—1) jest podgrupa grupy X. O

Korzystajac z lematu 3.24 udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.25 Niech X bedzie przestrzenig liniowo—topologiczng nad ciatem
K € {R,C} i niech f: X — X bedzie rozwigzaniem réwnania (3.2). Zaldzmy, ze
dAy(d) C Af(d) dla kazdego d € K\{—1} i e Af(b) = X. Niech c € K bedzie
liczbg spetniajgca warunek max{|c|,|c+ 1|} > 1. Jesli intAs(c) # 0 , to f(zx) = cx
dla kazdego x € X.

Dowdd. Zalozmy, ze intAs(c) # (). Mozemy zalozy¢, ze X # {0}. Jezeli ¢ = 1, to
teza twierdzenia wynika z twierdzenia 3.21. Zatem wystarczy rozpatrzy¢ przypadek
¢ # 1. Poniewaz max{|c|,|c + 1|} > 1, wiec w szczegdlnosci ¢ ¢ {0,—1}. Stad
i z zalozenia wynika, ze cAr(c) C Af(c). Z uwagi 3.16 wynika, ze funkcja f jest
addytywna na swoim wykresie. Wykazemy, ze spelnione sa zatozenia lematu 3.19.
Ustalmy punkt xy € intAg(c). Istnieje takie zbalansowane otoczenie zera Uy C X,
ze 19+ Uy C Ay(c). Ustalmy dowolny punkt y € X. Istnieja takie liczby k,m € N,
ze %y € kUy i f(y) € mUy. Niech p € {c,c+ 1} bedzie takie, ze |p| > 1. Istnieje
taka liczba n € N, ze |p|" > max{k, m}. Z lematu 3.18 wynika, ze p"As(c) C As(c).
Zatem

P xo+ fly) € p'xo +mUy C p"xg+ p"Uy = p"(z0 + Upy) C p"As(c) C Af(c).
Ponadto

cp"ro+y € cpag + ckUy C cp”ag + cp"Uy = cp"(zo + Upy) C ep"As(c) C
C cAys(c) C Ag(c).

Na mocy lematu 3.19 funkcja f spelnia rownanie (3.26). Korzystajac z lematu
3.20 otrzymujemy réownos¢ As(d) = {0} dla kazdej liczby d € K\{—1,c}. Stad
X = Upex As(b) = Ay(—1) U Ay(c). Z lematu 3.24 wynika, ze zbior Az(—1) jest
podgrupa grupy X.

Wykazemy teraz, ze istnieje element x, € A¢(c)\{0} spelniajacy warunek
(c—1)z1 € Af(c). Przypusémy nie wprost, ze (c—1)(Af(c)\{0}) C X\Af(c). Wtedy
(¢ —=1)Af(c) C Af(—1). Poniewaz ¢ # 11 intAs(c) # 0, wiec int((c — 1)As(c)) # 0.
Zatem intAs(—1) # 0. Jednoczesnie zbior Af(—1) jest podgrupa grupy X, a stad
wynika, ze A;(—1) = X. Ponadto ¢ # —1, a wiec As(c) = Af(c) N X = As(c) N
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A¢(—1) = {0}. Zatem zbiér {0} ma niepuste wnetrze, a stad wynika, ze X = {0},
co przeczy zalozeniu.

Niech 1 € Af(c)\{0} bedzie takim elementem, ze (¢ — 1)x; € Af(c). Wykazemy
teraz, ze

(3.38) ?Ap(=1) C As(c).

Ustalmy dowolny punkt z € A¢(—1). Przypusémy nie wprost, ze c2z & A(c). Wtedy
z € Ay(—1) iz # 0. Poniewaz cA;(c) C As(c) oraz X = Ap(—1) U As(c), wiec
cx € Af(—1). Zdefiniujmy elementy y; = —x + cxy 1 yo = cx — 2.

Pokazemy, ze y; € Ag(c). Przypusémy nie wprost, ze y; & As(c). Wtedy y; €
A¢(—1). Poniewaz x € Ap(—1) i zbior Af(—1) jest podgrupa przestrzeni X, wiec
r4y € Ap(—1). Zatem cxy € Ap(—1). Jednoczesnie z1 € Af(c), a wiec cxy € Ag(c).
Stad cx1 € Af(c)NAs(—1) = {0}, a zatem cxy = 0. Stad wynika, ze ¢ = 0 lub z; = 0,
co przeczy zalozeniom. Zatem y; € Ay(c).

Udowodnimy teraz, ze y» € As(c). Przypusémy, nie wprost, ze yo & Ar(c). Wtedy
Yo € Ay(—1), skad wynika, ze 21 = cx — yo € Ap(—1). Zatem x1 € Ap(c) N Ap(—1),
czyli 1 = 0, co daje sprzecznos¢. Stad yo € A(c).

Zbior As(—1) jest podgrupa grupy X, a zatem y; + cys = ¢z — x € Ap(—1).
Korzystajac ponownie z lematu 3.18 dostajemy warunek yo + cy; = (¢ — 1)z =
(c+1)(c—1)xy € (c+1)As(c) C Ap(c). Poniewaz y1,y2 € As(c) 1 cAp(c) C Ag(c),
wiec cyi, cys € Ag(c). Stosujac réownosé (3.2) dla punktéw y; i yo otrzymujemy
warunek

Flyr+cya) + F(y2 + cyn) = cyn + Pya + ey + .
Stad

—(y1 + cy2) + c(y2 + cyr) = cyr + Pya + cya + Ay,
a wigc —(c+ 1)y; = c(c+ 1)ye. Zatem (¢ + 1)(cy2 + y1) = 0. Poniewaz ¢ # —1,
wiec y1 = —cyo. Stad —x + cxy = —c?z + cxy, a wiec (¢ — 1)z = 0. Zatem z = 0.
Otrzymalismy sprzecznosé, co konczy dowodd warunku (3.38).

Z uwagi 3.16 i lematu 3.18 wynika inkluzja ¢?A;(c) C As(c). Poniewaz ¢ # 0,
wiec z warunku (3.38) wynika, ze

X =X = A(A(-1) U As(c)) = AAp(—1) U As(c) C As(c).
Stad Af(c) = X, a wiec f(x) = cx dla kazdego x € X. O

Uwaga 3.26 Niech K € {R,C} i niech f: K — K bedzie funkcja. Wtedy z €
A¢(f(x)/x) dla kazdego = € K\{0}. Jesli, ponadto, f(0) =0, to 0 € Fixf = A¢(1).
Zatem |Jycx Af(b) = K. Skorzystamy z tego spostrzezenia w dowodzie kolejnego
twierdzenia.

Twierdzenie 3.27 Niech K € {R,C} i niech f: K — K bedzie takim rozwigzaniem
rownania (3.2), ze dAf(d) C Ag(d) dla kazdej liczby d € K\{—1}. Niech c € K bedzie
liczbg spetniajgcq warunek max{|c|,|c + 1|} > 1. Jesli intAs(c) # 0, to f(z) = cx
dla kazdego x € K.
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Dowdd. Zatozmy, ze intAs(c) # 0. Z uwagi 3.16 wynika, ze f(0) = 0. Stad i z uwagi
3.26 wynika 16wnos¢ (J,cx Af(b) = K. Korzystajac z twierdzenia 3.25 otrzymujemy
teze twierdzenia. O

Proposition 3.2 z monografii [15] stwierdza, ze jedynymi ciagltymi rozwiazaniami
f: R — Rrownania (2.3) sa ciaglte funkcje addytywne. W ponizszym wniosku przed-
stawiamy ogolne rozwiazanie rownania (3.2) we wspomnianej klasie funkcji, otrzy-
mujac identyczny zbiér rozwigzan.

Whniosek 3.28 Niech f: R — R bedzie funkcjg ciggla. Funkcja f spelnia rownanie
(3.2) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba ¢ € R, ze f(x) = cx dla kazdego
r eR.

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelia rownanie (3.2). Na mocy uwagi 3.16 i twier-
dzenia J istnieje taka liczba p € R, ze f(z) = px dla kazdego = € R, lub istnieja
takie liczby ai,as € [0,00), ze f(x) = a1z dla kazdego x < 01 f(x) = agx dla
kazdego x > 0. Mozemy zalozy¢, ze zachodzi drugi przypadek oraz, ze f # 0. Sto-
sujac twierdzenie 3.27 dla dodatniej liczby ¢ = max{a;, as} otrzymujemy réownosé
f(z) = cx dla kazdego x € R. Koriczy to dowéd wniosku. O
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Rozdzial 4

Roé6wnanie Borosa-Daréczyego

Ten rozdziatl jest poswiecony rownaniu

(4.1) f@+2f() + fly+2f(x) = 2f(x) + 2f(y) + = + .

Problem rozwiazania réwnania (4.1) w klasie odwzorowarn dowolnej grupy abe-
lowej w siebie zostal postawiony przez Z. Borosa i Z. Daréczyego podczas The
Forty-third International Symposium on Functional Equations [6] oraz w pracy |7].
Przyklad rodziny funkcji speliajacych rownanie (4.1) zostal podany przez J. Ritza
(patrz ponizszy przyktad R2). W tym rozdziale zajmiemy sie takze rownaniami

(4.2) f2f(x) = fx) + =
(4.3) flx+2f(x)) =2+ 2f(2),

z uwagi na ich zwiazek z rownaniem (4.1). W pracy |7] autorzy zauwazyli, ze kazde
addytywne przeksztatcenie grupy abelowej w siebie, spelniajace rownanie (4.2), jest
rozwiazaniem rownania (4.1). Co wiecej, w klasie funkcji addytywnych przeksztal-
cajacych grupe abelowa w siebie kazde z rownan (4.1), (4.2), (4.3) jest rownowazne
rownaniu

(4.4) fle+2f(y) = flx) +y+ f(y),

ktore w pracy [7]| zostato rozwiazane w klasie funkcji przeksztatcajacych przestrzen
liniowa nad ciatem Q w siebie.

W pierwszym paragrafie tego rozdziatu przedstawiamy ogolne wlasnosci rozwia-
zan rownan (4.1)—(4.3). W paragrafie drugim prezentujemy wyniki dotyczace rownar
(4.2) 1 (4.3). Wreszcie w czesci trzeciej tego rozdzialu przedstawiamy twierdzenia do-
tyczace rownania (4.1). Czes¢ przedstawionych faktow znajduje sie w artykule [4].



4.1 Wyniki wstepne
Przedstawimy najpierw pewne wstepne fakty dotyczace omawianych réwnar.

Uwaga 4.1 Niech G bedzie lewostronnie skracalnym grupoidem, z zerem 1 niech
f: G — G bedzie rozwigzaniem réwnania (4.1). Jesli 2f(0) = 0, to funkcja f spetnia
rownanie (4.2).

Dowdd. Postawiajac y = 0 w rownosei (4.1) otrzymujemy warunek f(x)+ f(2f(z)) =
2f(x) + = dla kazdego = € G. Stad, na mocy lewostronnej skracalnosci dziatania w
grupoidzie G, funkcja f spelnia rownanie (4.2). O

Uwaga 4.2 Niech G bedzie lewostronnie skracalnym grupoidem i niech f: G — G
bedzie rozwigzaniem réwnania (4.2). Wtedy funkcja f jest réznowartosciowa. Jesli,
dodatkowo, dziatanie w zbiorze G ma zero, to 2f(0) = 0.

Dowdd. Ustalmy dowolne punkty z,y € G i zaléozmy, ze f(x) = f(y). Wtedy
f@2f(x)) = f(2f(y)) i, korzystajac z rownosci (4.2), otrzymujemy f(z) + = =
f(y) + y. Stad, na podstawie lewostronnej skracalnosci, wynika, ze x = y. Zatem
funkcja f jest roznowartosciowa.

Zalozmy teraz, ze dzialanie w zbiorze G ma zero. Podstawiajac x = 0 w réw-
nosci (4.2) dostajemy f(2(0)) = f(0). Stad, wobec roznowartosciowosci funkeji f,
otrzymujemy 2f(0) = 0. O

Uwaga 4.3 Niech G bedzie lewostronnie skracalnym grupoidem i niech f: G — G
bedzie rozwigzaniem rownania (4.2). Wtedy 2"Fixf C Fixf dla kazdego n € N. Jesli,
dodatkowo, Fixf C 2f(G), to 2"Fixf = Fixf dla kazdego n € N.

Dowdd. Ustalmy dowolny punkt x € Fixf. Korzystajac z rownosci (4.2) otrzymujemy
f(2z) = f(2f(x)) = f(x) + x = 2z. Stad 2z € Fixf. Zatem 2Fixf C Fixf. Stad
wynika, ze 2"Fixf C Fixf dla kazdego n € N.

Dla dowodu drugiej czesci uwagi zalézmy, ze Fixf C 2f(G). Wobec pierwszej
czesci dowodu wystarczy pokazaé, ze Fixf C 2"Fixf dla kazdego n € N. Ustalmy
dowolny punkt y € Fixf. Istnieje taki element € G, ze y = 2f(x). Stosujac rownosé
(4.2) dla elementu z otrzymujemy 2f(x) =y = f(y) = f(2f(x)) = f(x)+z, a zatem
f(z) =z, czyliz € Fixf. Stad y = 2x, a wiec y € 2Fixf. W rezultacie Fixf C 2Fixf.
Stad Fixf C 2"Fixf dla kazdego n € N. Koriczy to dowod. O

Trzy ponizsze rezultaty zostaly udowodnione przez J. Réitza ([32|, zob. takze
[30]).

Przyktad R2 Niech GG bedzie grupa abelowa. Ustalmy liczbe naturalna k i przyj-
mijmy n = 2k + 1. Zalézmy, ze istnieje podgrupa H grupy G o indeksie réwnym n.
Grupa G/H jest izomorficzna z addytywna grupa Z,. Niech ¢: Z,, — G/H bedzie
izomorfizmem. Istnieja takie punkty xo,...,x,_1 € G, ze (1) = z; + H dla kazdego
i€{0,...,n—1}. Przyjmijmy dy = 0 i dla kazdego i € {1, ..., k} ustalmy dowolny
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punkt d; € (k—1)x;+H. Ponadto, niech d; = —d,,_; dla kazdegoi € {k+1,...,n—1}.
W ten sposob d; + d; = 0 dla wszystkich wskaznikow ¢, j € Z, spelniajacych row-
no$¢ i + j = 0. Ponadto, dla kazdego i € {k + 1,...,n — 1} zachodzi warunek
dp—i=—d; € —(k—1)a;+H = (k—1)(—(z;+H)) = (k—1)p(n—1) = (k—1)z,—;+H.
Dodatkowo zy = ¢(0) = 0+ H, a wigc dy € (k—1)xg+ H. Zatem d; € (k—1)x; + H
dla kazdego i € {0,...,n — 1}.

Definiujemy funkcje f: G — G wzorem f(x) = = + d;, gdzie j € Z, jest takim
wskaznikiem, ze x € x; + H. Sprawdzimy, ze funkcja f speinia réwnanie (4.1).
Ustalmy dowolne punkty =,y € G. Istnieja takie liczby i, j € Z,, ze © € x; + H oraz
y € x; + H. Zatem

Analogicznie dowodzimy, ze y + 2f(x) € x; + 2kx; + H.

Mozemy znalez¢ takie liczby p,q € Z,, ze x; + 2kx; + H = x, + H oraz x; +
2kx;+H = x,+ H. Indeks podgrupy H w grupie G wynosi 2k+ 1, a wi¢c ¢(p+q) =
o(p) +¢lq) = xp+ x4+ H =2k + 1)(z; + z;) + H = H = ¢(0). Funkcja ¢ jest
réznowartoéciowa, a zatem p + ¢ = 0. Stad i z konstrukeji wynika, ze d, + d, = 0
oraz

fla+2f W)+ fy+2f(x)) = e+2f(y) +dp+y+2f(2) +dy = x+2f (y) +y+2[ (2).

Zatem funkcja f spelnia rownanie (4.1).

Twierdzenie R Niech G bedzie grupg abelowq i niech f: G — G bedzie rozwigza-
niem rownania (4.1). Wtedy 2f(0) = 0.

Whniosek R Niech G bedzie grupg abelowq i niech f: G — G bedzie rozwigzaniem
rownania (4.1). Wtedy funkcja f spetnia réwnanie (4.2). W szczegdlnoscei, funkcja
f jest réznowartosciowa.

Dowdd. Wystarczy podstawi¢ y = 0 w réwnosci (4.1). O
W kolejnych uwagach skorzystamy ze zwiazku rownan (4.1) i (4.2) z rownaniami

(3.2) i (3.26).

Uwaga 4.4 Niech S bedzie potgrupg abelowq i niech f: .S — S bedzie rozwigzaniem
réwnania (4.2). Wtedy funkcje g1,g92: S — S, dane odpowiednio wzorami ¢,(x) =
2f(z) i go(x) = f(22), spetniajq rownanie (3.26) z liczbg ¢ = 2, czyli réwnanie

(4.5) g*(z) = g(z) + 2z.

Uwaga 4.5 Niech G bedzie grupg abelowqg bez elementow rzedu 2 1 niech f: G —
G bedzie rozwigzaniem rownania (4.1). Wtedy funkcja f spetnia réwnanie (4.3) i

warunki 3Fixf C Fixf oraz f~1({0}) = {0}.
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Dowdd. Na mocy wniosku R funkcja f spelnia rownanie (4.2). Z rownan (4.1) i (4.2)
wynika, ze dla wszystkich x,y € G zachodza réwnosci

2f (2 + 2/ (y)) + 2f (y + 2f (2)) = 4f(x) + 41 (y) + 20+ 2y =
= 2(x) + 2f(2f () + 2/ (y) + 2/ (2f ().

Zatem funkcja 2f spelnia roéwnanie (3.2). Na podstawie uwagi 3.16 funkcja 2f jest
addytywna na swoim wykresie. Stad i z rownosci (4.2) wynika, ze

2f(z +2f(x)) = 2f(z) + 2f(2f(x)) = 2(z + 2/ (x))

dla kazdego x € G. Poniewaz grupa G nie ma elementéow rzedu 2, wiec z ostatniej
rownosci wynika, ze funkcja f spelnia rownanie (4.3).

Na mocy wniosku R i uwagi 4.4 funkcja 2f spelia rownanie (4.5). Z uwagi 4.3
wynika inkluzja 2Fixf C Fixf. Korzystajac z lematu 3.18 (dlac=2,p=3in=1)
otrzymujemy warunek 3A4,7(2) C Asf(2), co wobec braku w grupie G elementow
rzedu 2 oznacza, ze 3Fixf C Fixf.

Z twierdzenia R wynika, ze f(0) = 0, a zatem 0 € f~1({0}). Na podstawie wnio-
sku R funkcja f jest roznowartosciowa. Zatem f~'({0}) = {0}, co koniczy dowod.
O

Uwaga 4.6 Niech X bedzie przestrzeniq liniowq nad ciatem K C C ¢ niech D C X
bedzie zbiorem co najmniej dwuelementowym. Ustalmy punkt vy € X oraz liczbe
a € K. Niech f: D — D bedzie funkcjg dang wzorem f(x) = ax + xo.

Zatozmy, ze D + D C D. Funkcja f spetnia réwnanie (4.1) [rownanie (4.3)]
wtedy i tylko wtedy, gdy xo =0 oraz a € {1,—1/2}.

Zatozmy, ze 2D C D. Funkcja | spetnia rownanie (4.2) wtedy i tylko wtedy, gdy
xo =0 oraz a € {1,—1/2}.

Dowdd. Wykazemy prawdziwosé tezy jedynie dla rownania (4.1), poniewaz w przy-
padku rownan (4.3) i (4.2) dowod jest podobny. Funkcja f spelnia rownanie (4.1)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x,y € D zachodzi réwnosé

f(x 4+ 2ay + 2x0) + f(y + 2ax + 2x¢) = 2ax + 2x¢ + 2ay + 2x0 + = + y.
Jest ona réwnowazna warunkowi
az + 20y + 2axo + 2o + ay + 262z + 2ax + o = 2ax + 2ay + 4o + x + v,

to znaczy
(2a° —a —1)(z +y) +2(2a — 1)xo = 0.

Poniewaz zbiér D + D jest co najmniej dwuelementowy, wiec zachodzenie ostatniej
réwnosci dla wszystkich punktéw z,y € X oznacza, ze 2a>—a—1=012(2a—1)zg =
0, czyli, rownowaznie, a € {1, —1/2} i 2o = 0. O

Z uwagi 4.3 wyprowadzamy ponizsze rezultaty, z ktorych bedziemy korzystaé¢ w
dowodach kolejnych twierdzen.
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Whniosek 4.7 Niech f: R — R bedzie rozwigzaniem réwnania (4.2). Jesli istnieje
taka liczba a € (0,00), zZe [0,a) C Fixf [(—a,0] C Fixf]|, to [0,00) C Fixf [(—oc, 0]
C Fixf].

Dowaod. Dowod przeprowadzamy tylko dla podstawowej wersji wniosku. Niech a €
(0,00) bedzie taka liczba, ze [0,a) C Fixf. Korzystajac z uwagi 4.3 otrzymujemy
warunek

[0,00) = [ J2"[0,a) C | ) 2"Fixf C Fixf.
n=1 n=1

O

Wniosek 4.8 Niech X bedzie przestrzeniq liniowo—topologiczng i niech f: X — X
bedzie funkcjq spetniajacq rownania (4.2) i (4.3). Jesli Fixf C 2f(X) ¢ istnieje takie
otoczenie zera U C X, ze U NFixf = {0}, to f = —id/2.

Dowdd. Zatozmy, ze Fixf C 2f(X). Niech U C X bedzie takim otoczeniem zera,
ze U N Fixf = {0}. Ustalmy dowolny punkt z € X i przyjmijmy y = x + 2f(x).
Oczywiscie y € Fixf. Zbior U jest otoczeniem zera, a zatem istnieje taka liczba n €
N, ze y/2" € U. Z uwagi 4.3 wynika, ze y/2" € Fixf. Zatem y/2" € UNFixf = {0}.
Stad wynika, ze y = 0, a wiec f(x) = —z/2. Zatem f = —id/2. O

Ponizsze fakty przedstawiaja pewne ogolne wlasnosci rozwiazan roéwnania (4.1).
Skorzystamy z nich przy dowodach pdzniejszych twierdzen, gdzie zauwazymy ze jesli
rozwiazanie rownania (4.1) jest rowne funkcji id lub —id /2 na ,odpowiednio duzym”
zbiorze, to musi by¢ okreslone tym wzorem w kazdym punkcie swojej dziedziny.

Zaczynamy od trzech wynikéw dotyczacych zbioru punktow statych rozwigzan row-
nania (4.1).

Lemat 4.9 Niech G bedzie grupg abelowq @ niech f: G — G bedzie rozwigzaniem
rownania (4.1). Wtedy dla kazdego x € G zachodzi warunek:

(4.6) jesli 2z € Fixf i 2f(3z) = 6z, to —z € Fixf.
W szczegolnosci —Fixf C Fixf.

Dowdd. 7 twierdzenia R wynika, ze 2f(0) = 0, a na mocy wniosku R funkcja f
spelnia rownanie (4.2). Wstawiajac 2f(z) w miejsce x w rownosci (4.1) otrzymujemy

F2f(@) +2f(y) = 2f2f(2) + 2f(y) + 2f(x) +y — fly + 2f(2f(2)))

dla wszystkich z,y € G. Stad i z rownosci (4.2) wynika, ze dla wszystkich z,y € G
zachodzi warunek

FRf(x) +2f(y)) = 4f (@) + 22+ 2f(y) +y — fly + 22+ 2f(2)).

Z rownosci (4.1) wynika, ze dla wszystkich z,y € G speliony jest warunek
—fly+2x+2f(x)) = flx+2f(y+2x)) — 2f(x) — 2f (y + 22) — x — y — 2.
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Z ostatnich dwoch réwnosci wynika, ze

fQf(@)+2f(y) =4f(x) + 2z +2f(y) +y + f(z + 2f(y + 22)) +
—2f(x) —2f(y+22) — 3z — y

dla wszystkich x,y € G. Po uporzadkowaniu otrzymujemy

F@f(x)+2f(y) = 2f(x) +2f (y) + [z +2f(y + 22)) = 2f(y + 22) — =

dla wszystkich z,y € G. Lewa strona ostatniej rownosci jest symetryczna wzgledem
x 1y, a wiec jej prawa strona tez ma te wlasno$é. Zatem dla wszystkich z,y € G
zachodzi réwnos¢é

fle+2f(y+22)) —2f(y +22) — 2 = f(y+2f(x +2y)) = 2f(z +2y) —y.

Podstawiajac w ostatniej rownosci y = —2x otrzymujemy

f(z) = f(=2x+2f(=3x)) — 2f(—3x) + 3z,
co, po podstawieniu —z w miejsce z, daje warunek
(4.7) f2z+2f(3x)) =2f(3x) + f(—x) + 3x

dla kazdego = € G.

Ustalmy dowolny element = € G i zalozmy, ze 2x € Fixf oraz 2f(3x) = 6.
Z uwagi 4.3 wynika, ze 2z + 2f(3x) = 8x € Fixf. Stosujac teraz réwnosé (4.7)
otrzymujemy warunek —x € Fixf. Zatem implikacja (4.6) zachodzi dla kazdego
punktu z € G.

Ustalmy teraz dowolny element u € Fixf. Korzystajac z rownosci (4.1) dla z =
y = wotrzymujemy 2 f(3u) = 6u. Ponadto, z uwagi 4.3 wynika, ze 2u € Fixf. Zatem,
na podstawie pierwszej czesci dowodu, —u € Fixf. Ostatecznie —Fixf C Fixf, co
konczy dowod. O

Lemat 4.10 Niech G bedzie grupg abelowq i niech f: G — G bedzie rozwigzaniem
réwnania (4.1). Wtedy dla kazdej liczby m € Z i dla wszystkich x,y € G zachodzi
warunek

(4.8) jesli y,y + x,y + 2x € Fixf, toy — mx € Fixf.
Dowdd. Podstawiajac x — 2f(y) w miejsce x w rownosci (4.1) otrzymujemy warunek

(4.9) f@)+ fly+2f(x=2f(y) =2f(x = 2f(y) + = +y

dla wszystkich z,y € G. Korzystajac z warunku (4.9) tatwo zauwazy¢, ze jesli ele-
menty x,y € G sa punktami statymi funkcji f oraz x —2y € Fixf, to 2z —3y € Fixf.

Pokazemy najpierw, ze jesli m = 1, to warunek (4.8) zachodzi dla wszystkich
x,y € G. Ustalmy dowolne punkty x,y € G spelniajace lewa strone implikacji (4.8).
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Na podstawie lematu 4.9 element —y nalezy do zbioru Fixf. Definiujac zo = y + 2z
1 yo = y+ = otrzymujemy warunki zg,yo € Fixf oraz v¢o —2yp =y +2r — 2y — 22 =
—y € Fixf. Stad 2xg — 3yg € Fixf, to znaczy © — y € Fixf. Korzystajac ponownie
z lematu 4.9 dostajemy y — x € Fixf.

Ustalmy dowolna liczbe m € N i zalézmy, ze warunek (4.8) jest speliony dla
liczby m i dla wszystkich x,y € G. Ustalmy punkty x € G i y € Fixf o wlasnosci
y+ 1z € Fixf iy+ 2xr € Fixf. Niech v = y — x. Z pierwszej czesci dowodu wynika,
ze 3y € Fixf. Ponadto 3y + x,y' + 2x € Fixf. Stad, na mocy zalozenia indukcyjnego,
y'—ma € Fixf, co oznacza, ze y—(m+1)x € Fixf. Zatem warunek (4.8) zachodzi dla
kazdej liczby m € N i dla wszystkich z,y € G. Ustalmy teraz liczbe m € N i zat6zmy,
ze poprzednik implikacji (4.8) jest speliony dla dowolnie ustalonych elementow
x,y € G. Korzystajac z udowodnionej czesci lematu otrzymujemy y — x € Fixf
oraz y — 2z € Fixf. Stosujac teraz warunek (4.8) dla punktéow y i —z oraz liczby m
dostajemy y — m(—x) € Fixf, to znaczy y — (—m)x € Fixf. Dla m = 0 warunek
(4.8) jest oczywisty. Koriczy to dowod lematu. O

Korzystajac z lematu 4.10 mozemy udowodnié¢ nastepujace dwa rezultaty.

Whniosek 4.11 Niech G bedzie grupg abelowq bez elementow rzedu 2 i niech f: G —
G bedzie rozwigzaniem réwnania (4.1). Wtedy mx € Fixf dla kazdego punktu x €
Fixf 1 liczby m € Z.

Dowdd. Z twierdzenia R i z braku w grupie GG elementow rzedu 2 wynika, ze f(0) = 0.
Ustalmy punkt x € Fixf. Na podstawie wniosku R funkcja f spetnia rownanie (4.2),
a wiec, na mocy uwagi 4.3, zachodzi inkluzja 2Fixf C Fixf. Zatem elementy 0,z i
2x naleza do Fixf. Korzystajac z lematu 4.10 dla y = 0 otrzymujemy mz € Fixf
dla kazdej liczby m € Z. O

Lemat 4.12 Niech G bedzie grupg abelowqg bez elementow rzedu 2 i niech f: G — G
bedzie rozwigzaniem réownania (4.1). Wtedy dla wszystkich punktow x,y € G i liczb
k,m € 7 spetniony jest warunek

(4.10) jesli y,y + x,y + 2x € Fixf, to 6mz + ky € FixJf.

Dowdd. Ustalmy punkty z,y € G i zaldézmy, ze elementy y, y + x oraz y + 2x sg
punktami staltymi funkcji f. Na podstawie lematu 4.10 element y + max nalezy do
Fixf dla kazdego m € Z. Ustalmy dowolne m € Z i okreslmy element iy’ = 6mx + y.
Oczywiscie y' € Fixf. Z uwag 4.3 1 4.5 wynika, ze 2Fixf C Fixf i 3Fixf C Fixf.
Zatem y'+y = 6ma+2y = 2(3mx+y) € Fixf oraz y'+2y = 6ma+3y = 3(2mx+y) €
Fixf. Korzystajac ponownie z lematu 4.10 otrzymujemy v’ + ly € Fixf dla kazdej
liczby | € Z, to znaczy 6mz + (I + 1)y € Fixf dla kazdego | € Z. Podstawiajac tu
=k — 1, gdzie k jest dowolna liczba catkowita, otrzymujemy teze lematu. O

Ponizszy wniosek jest konsekwencja uwagi 4.4 i lematu 3.20.

Whniosek 4.13 Niech G bedzie grupg @ niech f: G — G bedzie funkcjg spetniajgcq
rownanie (4.2). Wtedy —Asr(—1) C Agp(—1).

20



W sytuacji, gdy funkcja f jest rozwiazaniem réwnania (4.1), mozemy rozszerzy¢
wniosek 4.13.

Lemat 4.14 Niech G bedzie grupg abelowg i niech f: G — G bedzie rozwigzaniem
rownania (4.1). Wtedy —Agp(—1) C Agp(—1) oraz funkcja fla,,(—1)-ay;(-1) jest nie-
parzysta. Jesli ponadto grupa G nie ma elementow rzedu trzy, to dla wszystkich
x,y € G spetniony jest warunek

(4.11) Y,y — .y +2f(x) € Agp(—1) = x € Ayp(-1).
Dowdd. Korzystajac z rownosci (4.1) otrzymujemy

(4.12) fle—y)+ fly+2f(2)) =2f(z) + 2

dla kazdego © € G oraz y € Ayp(—1).

Korzystajac z wnioskow R 14.13 stwierdzamy, ze —Asp(—1) C Ayp(—1). Ustalmy
dowolne punkty z,y € Asr(—1). Korzystajac z warunku (4.12) otrzymujemy
flz—y)+ f(y —x) = 0, skad wynika nieparzystos¢ funkeji f na zbiorze Ayp(—1) —
Agp(—1).

Zatozmy teraz, ze grupa G nie ma elementéow rzedu trzy. Ustalmy x,y € G i
zalozmy, ze elementy y,y —x oraz y+2f(x) naleza do zbioru Asp(—1). Wtedy takze
element x — y nalezy do zbioru Ass(—1). Na mocy réwnosci (4.12)

2f(z—y) +2f(y +2f(x)) = 2(2f (z) + z),

a stad, wobec zalozen, otrzymujemy

—(z—y) = (y+2f(2)) = 4f(z) + 2z,

to znaczy 3(2f(z) + x) = 0. Zatem 2f(x) = —z, a wigc z € Ayy(—1). O

4.2 Roéwnania stowarzyszone z réGwnaniem
Borosa-Daro6czyego

W tym paragrafie przedstawimy kilka faktow dotyczacych réwnan (4.2) oraz
(4.3). Zaczniemy od przedstawienia ogdlnych rozwigzan réwnania (4.3). W artykule
[27] S. Nabeya zauwazyl, ze jesli funkcja f: R — R jest rozwigzaniem réwnania
(4.3), to funkcja ¢ = id + 2f spelnia réwnanie

(4.13) p*(z) = 3p(2).

Jest to prawda takze w sytuacji, gdy funkcja f przeksztatca dowolna grupe abelowa
w siebie. Latwo zauwazyé¢, ze jesli grupa abelowa G nie ma elementéw rzedu 2,
f: G — G jest funkcja i funkcja ¢ = id + 2f spelia réwnanie (4.13), to funkcja
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f speia rownanie (4.3). Zatem rozwiazywanie rownania (4.3) mozemy sprowadzi¢
do rozwiazania rownania (4.13). Z Theorem 15.14 z monografii [20] wynika postac
ogolnego rozwigzania rownania (4.13) w klasie funkcji p: F — E, gdzie £ C R
jest dowolnym zbiorem. W ponizszym lemacie 4.15 opiszemy rozwiazania rownania
(4.13) w ogolniejszej sytuacji.

Lemat 4.15 Niech S bedzie potgrupg i niech A C S. Funkcja ¢: A — A spetnia
réwnanie (4.13) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbior B C A o wtasnosci 3B C B
i taka funkcja g: A\B — B, zZe ¢(x) = 3z dla kazdego x € B i p(x) = g(z) dla
kazdego x € A\B.

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja ¢ spelnia réwnanie (4.13). Przyjmijmy B = ¢(A).
Oczywiscie B C A. Z réwnosci (4.13) wynika, ze 3B = 3p(A) = p*(A) C p(A) = B.
Zatem 3B C B. Z rownosci (4.13) wynika takze, ze p(z) = 3z dla kazdego x €
¢(A) = B. Definiujac ¢ = ¢|a\p widzimy, ze funkcja ¢ jest okreslona zadanym
wzorem.

Zatozmy teraz, ze spelniona jest prawa strona réwnowaznosci w tezie lematu.
Sprawdzimy, ze funkcja ¢ spelnia réwnanie (4.13). Ustalmy punkt z € A. Jesli
T € B, to3xr € Big*xz) = p3xr) =9z = 3p(z). Jesli natomiast z € A\B, to
g(z) € B i zachodza réwnosci p?(x) = p(g(z)) = 3g(x) = 3p(x). Zatem funkcja ¢
jest rozwiazaniem réownania (4.13). O

Z lematu 4.15 i ze wspomnianych obserwacji wyprowadzamy nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 4.16 Niech G bedzie grupq abelowqg bez elementow rzedu 2. Funkcja
f: G — G jest rozwigzaniem réwnania (4.3) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbior
B C G spetniajgcy warunek 3B C B i taka funkcja g: G\B — B, ze f(x) = x, gdy
x € Bi2f(x)=g(x) —z, gdy x € G\B.

Z Theorem 15.15 zawartego w monografii [20] wynika ponizszy fakt, wyznacza-
jacy ogolne rozwiazanie rownania (4.13) w klasie funkeji ciagtych ¢: E — E| gdzie
E C R jest przedzialem.

Twierdzenie K Niech EE C R bedzie przedziatem i niech ¢: E — E bedzie funkcjq
ciggtq. Funkcja @ spetnia rownanie (4.13) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przedziat
B C E o wtasnosci 3B C B i taka funkcja ciggta g: E\B — B, ze lim,_,, g(y) = 3z
dla kazdego © € (E N clB)\B oraz spetnione sq rownosci ¢(x) = 3z dla kazdego
x € B iy(xr)=g(x) dla kazdego © € E\B.

Powtarzajac rozumowanie sprzed twierdzenia 4.16 otrzymujemy nastepujacy wy-
nik.

Twierdzenie 4.17 Niech f: R — R bedzie funkcjq ciggtq. Funkcja f spetnia réw-
nanie (4.3) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przedziat B C R o wtasnosci 3B C B i
taka funkcja ciggta g: R\B — B, ze lim,_,,,g(x) = 3¢ dla kazdego xo € cIBNR\B
oraz f(z) =z, gdy x € B i f(x) = 5(9(x) — x) dla kazdego punktu x € R\B.
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Kolejne twierdzenia dotycza regularnych rozwiazan rownan (4.2) i (4.3).

Twierdzenie 4.18 Niech f: R — R bedzie takq funkcjq, ze zbior (id + 2f)(R) jest
przedziatem. Funkcja [ spetnia réwnania (4.2) i (4.3) wtedy i tylko wtedy, gdy f = id
b f = —id/2.

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia rownania (4.2) i (4.3). Niech P = {x+2f(z) :
x € R}. Z rownania (4.3) wynika inkluzja P C Fixf. Z zalozenia wynika, ze zbior
P jest przedzialem. Na podstawie uwagi 4.2 funkcja f jest réznowartosciowa oraz
f(0) = 0. Zatem 0 € P. Jesli P = {0}, to oczywiscie f = —id/2. Rozpatrzymy
teraz przypadek, gdy P # {0}. Niech yo € P\{0}. Mozemy zalozy¢, ze yo > 0. Stad
[0,y0] C P C Fixf. Z wniosku 4.7 wynika inkluzja [0, 00) C Fixf. Poniewaz funkcja
f jest réznowartosciowa, wigc f((—o00,0)) C (—00,0). Stad x + 2f(x) < x < 0 dla
kazdego x € (—o00,0). Zatem przedzial P jest nieograniczony z dotu. Stad P = R,
a wiec Fixf = R, skad wynika, ze f = id. Implikacja przeciwna jest konsekwencja
uwagi 4.6. O

Twierdzenie 4.19 Niech f: R — R bedzie takq funkcjq, ze Fixf C 2f(R). Zatozmy
istnienie takiego niezdegenerowanego przedziatu I C R, Ze zbior P = (id + 2f)([)
jest przedziatem oraz 0 € cll N clP. Jesli funkcja f spetnia réwnania (4.2) i (4.3),
to f = —id/2 b f(z) = x dla kazdego x € (—00,0] lub f(x) = z dla kazdego
x € [0, 00).

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelia rownania (4.2) i (4.3). Z uwagi 4.2 wynika,
ze f(0) = 0. Niech I C R bedzie takim niezdegenerowanym przedziatem, ze P =
(id +2f)(I) jest przedziatem i 0 € clI NclP.

Jesli P = {0}, to f(z) = —x/2 dla kazdego x € I. Zatem I C A;(—1/2). Stad,
na mocy wniosku 4.13, wynika, ze —I C Ay(—1/2), a zatem —I U1 C Ap(—1/2).
Ponadto 0 € Ay(—1/2), a wiec zbiér B = —I U I U {0} jest niezdegenerowanym
symetrycznym przedzialem zawartym w zbiorze Ay(—1/2), Zatem istnieje taka liczba
a>0,ze (—a,a) C Ar(—1/2). W szczegolnosci (—a, a) N Fixf = {0} i, korzystajac
z wniosku 4.8, otrzymujemy rownosé f = —id/2.

Zalozmy teraz, ze P # {0}. Niech yo, € P\{0}. Zalozmy, ze yo > 0. Wtedy
(0,y0] C P. Funkcja f spelnia rownanie (4.3), a zatem P C Fixf. Stad [0, yo] C Fixf
i korzystajac z wniosku 4.7 otrzymujemy inkluzje [0,00) C Fixf. Jesli yo < 0, to
analogicznie dowodzimy, ze (—oo, 0] C Fixf. Konczy to dowod. O

Uwaga 4.20 Niech S bedzie potgrupg abelowq i niech f: S — S bedzie funkcjq spet-
niajgcq rownania (4.2) i (4.3). Wtedy funkcja 2f jest addytywna na swoim wykresie.

Dowdd. Ustalmy dowolne x € S. Korzystajac z rownan (4.2) i (4.3) otrzymujemy
réwnosci

2f(x +2f(x)) = 2z + 4f(x) = 2f (x) + 2(x + f(x)) = 2f(x) + 2/ (2f (z))

dla kazdego = € S. Koriczy to dowodd uwagi. O
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Ponizsze twierdzenie zostato sformutowane przez J. Matkowskiego w pracy [25],
a udowodnione przez W. Jarczyka [19] i przez J. Matkowskiego [|26].

Twierdzenie M Niech f: (0,00) — (0,00) bedzie funkcjg addytywng na swoim
wykresie. Zatdzmy, ze funkcja (0,00) > x +— f(x)/x jest monotoniczna. Wtedy
istnieje taka liczba ¢ € (0,00), Ze f(x) = cx dla kazdego x € (0, 00).

Korzystajac z twierdzenia M mozemy udowodni¢ nastepujacy rezultat.

Wnhniosek 4.21 Niech f: (0,00) — (0,00) bedzie funkcjq spetniajgcq rownania (4.2)
i (4.3). Zatozmy, ze funkcja (0,00) 3 x +— f(z)/x jest monotoniczna. Wtedy f(z) =
z dla kazdego = € (0, 00).

Dowaod. 7 uwagi 4.20 wynika, ze funkcja 2f jest addytywna na swoim wykresie.
Stosujac twierdzenie M do funkcji 2f otrzymujemy istnienie takiej liczby d > 0, ze
f(z) = dx dla kazdego x > 0. Stad i z uwagi 4.6 otrzymujemy teze wniosku. O

Ponizszy wynik, dotyczacy réwnania (4.5), zostal udowodniony przez Jacka i
Jozeta Taborow w pracy [37].

Twierdzenie T Niech D bedzie takim podzbiorem przedziatu (—oo,0) lub przedziatu
(0,00), 2¢ 2D = D iniech g: D — D bedzie funkcjq spetniajacqg warunek g(D) = D.
Jesli funkcja g spetnia rownanie (4.5), to g(z) = 2z dla kazdego x € D.

Z twierdzenia T wyprowadzamy nastepujacy wniosek.

Wnhniosek 4.22 Niech D bedzie takim podzbiorem przedziatu (—o0,0) lub przedziatu
(0,00), ze 2D = D i niech f: D — D bedzie funkcjg o wtasnosci f(D) = D. Jesli
funkcja f spetnia réwnanie (4.2), to f(x) =z dla kazdego x € D.

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia rownanie (4.2). Z uwagi 4.2 wynika, ze funkcja
f jest réznowartosciowa. Na podstawie uwagi 4.4 funkcja g: D — D, dana wzorem
g(x) = f(2x), spelnia réwnanie (4.5), a ponadto jest bijekcja zbioru D. Na mocy
twierdzenia T, dla kazdego x € D zachodzi rownos¢ g(z) = 2z, a zatem f(x) =«
dla kazdego x € D. O

Korzystajac z wniosku 4.22 wykazemy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.23 Niech f: R — R bedzie funkcjg spetniajocg warunek Fixf C
2f(R). Zatozmy, zZe funkcja f spetnia réwnania (4.2) i (4.3). Niech I bedzie jednym
z przedziatow (—o0,0) lub (0,00). Jesli zbior f(I) jest przedziatem, to f(x) =z dla
kazdego x € I lub f = —id/2.

Dowdd. Rozpatrzymy jedynie przypadek, gdy I = (0, 00), poniewaz w sytuacji, gdy
I = (—00,0) dowod twierdzenia jest analogiczny. Zatozmy wiec, ze ze zbior f((0, 00))
jest przedzialem. Niech A = {z + 2f(z) : * € R}. Z réownosci (4.3) wynika, ze
A C Fixf. Z uwagi 4.2 wynika, ze funkcja f jest roznowartosciowa oraz f(0) = 0.
W szczegolnosci 0 € A. Jesli zbior A jest jednoelementowy, to A = {0}, a zatem
f = —id/2. Zalozmy wiec, ze istnieje punkt u € A\{0}. Wykazemy, ze zbior AN
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(0,00) jest niepusty. Przypusémy nie wprost, ze A C (—o0,0]. Wtedy u < 0 i dla
kazdego x € R zachodzi nieréwnosé¢ f(z) < —z/2. Zatem f((0,00)) C (—00,0) i
przedzial f((0,00)) jest nieograniczony z dotu. Istnieje zatem taka liczba b < 0,
ze (—oo,b) C f((0,00)). Niech n bedzie taka liczba naturalna, ze 2"u < b. Wtedy
2"y € f((0,00)), a wiec istnieje element y > 0 spelniajacy rownosé 2"u = f(y).
Ponieewaz u € Fixf, wiec z uwagi 4.3 wynika, ze 2"u € Fix f dla kazdej liczby n € N.
Zatem f(2"u) = 2"u = f(y), a stad i z roznowartosciowosci funkcji f wynika, ze
2"y = y. Zatem y < 0, co daje sprzecznosé. Oznacza to, ze zbior AN (0,00) jest
niepusty.

Niech w bedzie elementem zbioru A N (0, 00). W szczegdlnosci w € Fixf. Stad,
na mocy uwagi 4.3, wynika, ze {2™w : m € Z} C Fixf. Ponadto, zbior f((0,00)) jest
przedziatem i Fix f N (0, 00) C f((0,00)), a zatem (0, 00) C f((0,00)). Funkcja f jest
roznowartosciowa oraz f(0) = 0, a wiec 0 € f((0,00)). Zatem f((0,00)) C (0,00) i
ostatecznie f((0,00)) = (0, 00). Stosujac wniosek 4.22 otrzymujemy réwnosé f(x) =
x dla kazdego x € I. Koniczy to dowdd twierdzenia. O

Ponizszy przyktad pokazuje, ze we wniosku 4.22 zalozenie D C (—o0,0) lub
D C (0, 00) jest istotne. Przyklad ten dowodzi takze istotnosci zatozen dotyczacych
przedziatu I w twierdzeniu 4.23.

Przyktad 4.24 Niech f: R — R bedzie funkcja dana wzorem f(z) =z, gdy x € Q
if(x) = —x/2, gdy € R\Q. Funkcja f jest rozwiazaniem réownan (4.2) i (4.3).
Ponadto f(R) = R, funkcja f jest roznowartosciowa i nawet ciagta w punkcie 0, ale
nie jest rowna ani id, ani —id/2.

4.3 Gléwne twierdzenia
Przedstawimy teraz gtowne twierdzenia dotyczace rozwiazan rownania (4.1).

Twierdzenie 4.25 Niech G bedzie abelowg grupg topologiczng i niech f: G — G
bedzie rozwigzaniem réownania (4.1). Zatézimy, zZe kazde otoczenie zera w grupie G
jest zbiorem pochtaniajgcym. Jesli intFixf # (0, to f = id.

Dowadd. Zaldzmy, ze zbiér Fixf ma niepuste wnetrze i ustalmy punkt y € intFixf.
Istnieje takie otoczenie zera U C G, ze y+U C Fixf. Niech V' C G bedzie otoczeniem
zera o wiasnosci V + V' C U. Ustalmy dowolny punkt x € V. Elementy v,y + =z,
oraz y + 2x naleza do zbioru Fixf a stad i z lematu 4.10 wynika, ze y + mx € Fixf
dla kazdej liczby m € Z. Zatem | J,~,(y + nV) C Fixf, a wiec y + ,—, nV C Fixf.
Poniewaz V' jest zbiorem pochlaniajacym, wiec | —, nV = G, a stad y + G C Fix/.
Zatem Fixf = G, czyli f = id. Koniczy to dowdd twierdzenia. O

Z twierdzenia 4.25 wyprowadzamy ponizszy wniosek.

Whniosek 4.26 Niech f: R — R i niech A C R bedzie takim zbiorem, zZe zbior
(id + 2f)(A) jest przedziatem. Jesli funkcja f spetnia réwnanie (4.1), to f =id lub
istnieje taka liczba ¢ € R, Ze f(x) = —x/2 + ¢ dla kazdego x € A.
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Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia rownanie (4.1). Mozemy zalozy¢, ze zbior A
jest niepusty. Niech P = {z + 2f(z) : * € A}. Na podstawie uwagi 4.5 zbior P
zawiera siec w Fixf. Z zalozenia wynika, ze P jest przedziatem. Jesli cardP > 1, to
intFixf # () i, korzystajac z twierdzenia 4.25, otrzymujemy f = id. Jesli natomiast
cardP = 1, to istnieje taki element b € R, ze x + 2f(x) = b dla kazdego = € A.
Przyjmujac ¢ = b/2 dostajemy f(z) = —z/2 + ¢ dla kazdego z € A. O

Korzystajac z wniosku 4.26 mozemy sformulowaé¢ nastepujacy rezultat.

Whniosek 4.27 Niech I C R bedzie takim niezdegenerowanym przedziatem, ze 0 €
cll i niech f: R — R bedzie funkcjg spetniajocqg warunek Fixf C 2f(R). Zatozmy,
ze zbior (id+2f)(I) jest przedziatem. Funkcja f spetnia rownanie (4.1) wtedy i tylko
wtedy, gdy albo f =1id, albo f = —id/2.

Dowdd. Wystarczy rozpatrzyé¢ przypadek, gdy I = (0,a) dla pewnej liczby a €
(0, o0], poniewaz w pozostalych dowdd jest analogiczny. Zalozmy wiec, ze funkcja
f spelnia rownanie (4.1). Z twierdzenia R wynika réwnosé¢ f(0) = 0. Na podstawie
wniosku R i uwagi 4.5 funkcja f spetnia réwnania (4.2) i (4.3).

Zatozmy, ze f # id. Na mocy wniosku 4.26 istnieje taka liczba ¢ € R, ze f(z) =
—x/2 + ¢ dla kazdego = € (0,a). Zatem Fixf N (0,a) C {3c}. Z lematu 4.9 wynika,
ze —Fixf C Fixf, a wiec Fixf N (—a,a) C {—3¢,0, 2c}.

Wykazemy, ze ¢ = 0. Przypu$émy nie wprost, ze ¢ # 0. Niech b = %min{a, % cl}.
Oczywiscie b < a. Z zalozenia wynika, ze b > 0. Poniewaz f(0) = 0, wiec Fixf N
(—=b,b) = {0}. Korzystajac z wniosku 4.8 otrzymujemy réownos¢ f = —id/2. W
szczegolnosei dla kazdego = € (0, a) zachodza rownosci —z/2 = f(x) = —x/2 + ¢, a
wiec ¢ = 0, co przeczy przypuszczeniu.

Zatem ¢ = 0, a wiec Fixf N (—a,a) = {0}. Korzystajac ponownie z wniosku 4.8
otrzymujemy réwnosé¢ f = —id/2. Konczy to dowod. O

W ponizszym twierdzeniu wykazujemy, ze w przypadku rozwigzania f réwna-
nia (4.1) przedstawiona w twierdzeniu 4.25 wlasnosé zbioru Fixf ma takze, przy
odpowiednich zalozeniach, zbior A;(—1/2).

Twierdzenie 4.28 Niech X bedzie przestrzenig lintowo—topologiczng i niech
f: X — X bedzie takim rozwigzaniem réownania (4.1), zZe Fixf C 2f(X). Jesl
intAp(—1/2) # 0 to f = —id/2.

Dowdd. Zatozmy, ze intAs(—1/2) # 0. Ustalmy dowolny punkt zo € intAp(—1/2).
Niech Uy C X bedzie takim otoczeniem zera, ze zo + Uy C Ay(—1/2). Istnieje
takie symetryczne otoczenie zera U; C X, ze Uy C Uy. Niech V' C X bedzie takim
otoczeniem zera, ze V 4+ V +V +V +V +V C U.

Wykazemy, ze V N Fixf = {0}. Z twierdzenia R wynika, ze f(0) = 0, a wiec
0 € VNFixf. Ustalmy dowolny punkt = € Fixf NV. Zachodza inkluzje

xo— (x+2f(x)) =20 —3x € 29— 3V Caxog— Uy Cxog+ Uy C Af(—1/2),
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oraz
Ty + 2f($ + Qf(l’)) =x9+6r€xg+6V Cxog+U; Caxog+UyC Af(—1/2)

Ponadto, oczywiscie, xy € Ay(—1/2). Stad na mocy lematu 4.14 wynika, ze = +
2f(z) € Ap(—1/2). Z uwagi 4.5 wynika, ze f spelnia réwnanie (4.3). Zatem 3z =
r+2f(x) € Ap(—1/2) NFixf C {0}. Stad wynika, ze z = 0.

Na mocy wniosku R funkcja f spelnia rownanie (4.2). Korzystajac z wniosku 4.8
otrzymujemy rownosé f = —id/2. Konezy to dowod twierdzenia. O

Ponizsze twierdzenie jest konsekwencja lematu 4.12.

Twierdzenie 4.29 Niech G bedzie grupg abelowq bez elementow rzedu 2 oraz niech
T C 29 bedzie wtasciwym ideatem podzbiorow grupy G. Zatoimy, ze v+ A € T dla
wszystkich zbiorow A € T oraz punktow x € G. Niech f: G — G bedzie funkcjq.
Zatozmy, ze istnieje zbior pochtaniajocy U C G 4 zbior B C Fixf spelniajgce waru-
nek \J,~, n(U\B) € I. Jesli funkcja f spetnia réwnanie (4.1), to G\Fixf € T oraz
6G C Fixf.

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f spelnia rownanie (4.1). Niech U C G bedzie otocze-
niem zera, a B € Z takim podzbiorem zbioru Fixf, ze | ., n(U\B) € Z. Z wniosku
4.11 wynika, ze nFixf C Fixf dla kazdej liczby n € N. Zatem dla kazdej liczby
n € N zachodza inkluzje

nU\Fixf C nU\nFixf C nU\nB C n(U\B).

Stad wynika, ze

G\Fixf = [] nU\Fixf C [j n(U\B),

a zatem G\Fixf € 7.

Wykazemy teraz, ze 6G C Fixf. Ustalmy dowolny punkt x € G. Przesuniecie
kazdego zbioru nalezacego do ideatu Z takze nalezy do Z, a wiec G\(Fixf — x) =
(G\Fixf) — 2z € T i podobnie G\ (Fixf — 2z) € Z. Niech £ = G\Fixf U G\ (Fixf —
) UG\ (Fixf — 2x). Oczywiscie E € 7. Poniewaz ideal 7 jest wlasciwy, wiec G ¢ T.
Zatem E # G, a stad G\E # (). Ustalmy punkt y € G\E. Poniewaz G\FE =
Fixf N (Fixf — z) N (Fixf — 2z), wiec elementy y,y + = i y + 2z naleza do zbioru
Fixf. Stad i z lematu 4.12 wynika, ze 6mz+ky € Fixf dla wszystkich liczb m, k € Z.
W szczegolnoscei 6x € Fixf. Zatem 6G C Fixf, czego nalezalo dowiesé¢. O

Korzystajac z twierdzenia 4.29 mozemy udowodni¢ ponizszy rezultat.

Twierdzenie 4.30 Niech G bedzie abelowq grupg topologiczng bez elementow rzedu
2 1 niech M bedzie o-ciatem podzbiorow grupy G zawierajgcym wszystkie borelowskie
podzbiory tej grupy. Zatozmy, ze x + A € M oraz nA € M dla wszystkich zbioréw
A € M, punktow x € G i liczb n € N. Niech p bedzie niezmienniczqg ze wzgledu
na przesuniecia niezerowq i zupetng miarg okreslong na o-ciele M. Zatozmy, ze dla
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kazdego zbioru A € 9N miaru p zero i dla kazdej liczby n € N zbior nA jest miary u
zero. Niech f: G — G bedzie funkcjq. Zalozmy istnienie pochtaniajgcego otoczenia
zera U C G i takiego M-mierzalnego podzbioru B zbioru Fixf, ze n(U\B) = 0.
Jesli funkcja f jest rozwigzaniem réownania (4.1), to Fixf € M, u(G\Fixf) =0 i
6G C Fixf.

Dowdd. Niech T = {A € M : u(A) = 0}. Rodzina Z jest wlasciwym o-idealem
podzbioréw grupy G. Z niezmienniczosci miary p na przesuniecia wynika, ze x +
A € 7T dla wszystkich zbiorow A € 7 i punktow = € G. Stosujac twierdzenie 4.29
otrzymujemy teze twierdzenia. O

Analogicznie mozna udowodnimy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.31 Niech G bedzie abelowq grupg topologiczng drugiej kategorii Ba-
ire’a, bez niezerowych elementow rzedu skonczonego. Zatozmy, zZe kazde otoczenie
zera w G jest zbtorem pochtaniajgcym oraz zZe dla kazdego otoczenia zera U C G 1 dla
kazdego m € N istnieje otoczenie zera W C G spetniajgce warunek W C mW C U.
Niech f: X — X bedzie funkcjq. Zatozmy istnienie takiego otoczenia zera Uy C G,
ze zbior Up\Fix f jest pierwszej kategorii. Jesli funkcja f jest rozwigzaniem réwnania

(4.1), to f =id.

Dowdd. Niech 7 bedzie rodzing wszystkich podzbiorow pierwszej kategorii grupy G.
Zbior 7T jest wlasciwym o-ideatem podzbioréw grupy G, a ponadto x + A € 7 dla
wszystkich zbiorow A € 7 oraz punktéw = € G.

Pokazemy, ze nA € T dla wszystkich zbiorow A € Z i liczb n € N. W tym celu
udowodnimy najpierw, ze dla kazdego n € N i dla kazdego zbioru A C G zachodzi
inkluzja

(4.14) intnA C nintA.

Ustalmy liczbe n € N, dowolny zbiéor A C G i punkt x € intnA. Istnieje takie
otoczenie zera U C G, ze v + U C nA. W szczegblnosci x € nA, skad wynika, ze
x = ny dla pewnego y € A. Z zalozenia twierdzenia wynika, ze istnieje otoczenie
zera W C G speliajace warunek W C nW C U. Zatem ny +nW =z +nW C
x+U C nA. Stad, wobec braku niezerowych elementéw rzedu skonczonego w grupie
G, wynika inkluzja y + W C A. Zatem y € intA, a wiec x = ny € nintA.

Udowodnimy teraz, ze dla kazdego n € N i dla kazdego zbioru A C G spetniony
jest warunek

(4.15) clnA C nclA.

Ustalmy wiec liczbe n € N, dowolny zbior A C G'i punkt x € clnA. Ustalmy dowolne
otoczenie zera U C G. Z zalozenia twierdzenia wynika istnienie takiego otoczenia
zera W C G, ze W C nW C U. Oczywiscie (x + W) NnA # (. Ustalmy punkt
y € (x+ W)NnA. Poniewaz v € y — W C nA —nW = n(A—-W) C nG, wiec
istnieje taki element z € G, ze x = nz. Zatem (nz + W) NnA # (). Stad wobec
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inkluzji W C nW wynika, ze (nz + nW) N nA # (). Poniewaz grupa G nie ma
niezerowych elementéw skoriczonego rzedu, wiec z ostatniego warunku wynika, ze
(z4+W)NA # (. W szezegolnosei (z4+U) N A # (. Stad, wobec dowolnosci otoczenia
zera U, wnioskujemy, ze z € clA. Zatem x = nz € nclA.

Z warunkow (4.14) i (4.15) wynika, ze dla kazdego zbioru A C G i dla kazdego
n € N zachodzg inkluzje intclnA C intnclA C nintclA. Zatem dla kazdego zbioru
nigdziegestego A C G zbidr nA jest nigdziegesty dla kazdego n € N. Stad wynika,
ze jesli zbior A C G jest pierwszej kategorii, to dla kazdego n € N zbior nA takze
jest pierwszej kategorii.

Stosujac twierdzenie 4.29 do o-idealu Z otrzymujemy inkluzje 6G C Fixf. Z
zalozenia wynika, ze istnieje zbior otwarty W C G spetiajacy warunek W C 6W C
G. Stad 6WW C 36WW C 6G C Fixf. Zatem W C Fixf, a wiec intFixf # ). Stad i z
twierdzenia 4.25 wynika, ze f =id. O

Z twierdzen 4.30 i 4.31 wyprowadzamy nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.32 Niech f: R" — R" bedzie funkcjq. Zatozmy istnienie takiego otocze-
nia zera U C R", Ze zbior U\Fixf jest miary Lebesque’a zero lub pierwszej kategori.
Jesli funkcja f spetnia réwnanie (4.1), to f =id.

Korzystajac z twierdzen udowodnionych w paragrafie 4.2 sformulujemy teraz
wnioski dotyczace rownania (4.1).

Wniosek 4.33 Niech f: R — R bedzie takq funkcjg, ze zbior (id + 2f)(R) jest
przedziatem. Funkcja f spetnia réwnanie (4.1) wtedy i tylko wtedy, gdy albo f = id,
albo f = —id/2.

Dowdd. Zalozmy, ze funkcja f spelnia rownanie (4.1). Z wniosku R i uwagi 4.5
wynika, ze funkcja f spelia rownania (4.2) i (4.3). Stad, na podstawie twierdzenia
4.18, wynika posta¢ funkcji f. O

Wnhniosek 4.34 Niech I bedzie jednym z przedziatow (—oo,0) lub (0,00) @ niech
f: R — R bedzie funkcjq spetniajacqg warunek Fixf C 2f(R). Zatézmy, ze zbior f(I)
jest przedziatem. Jesli funkcja f spetnia réwnanie (4.1), to f =id lub f = —id/2.

Dowdd. Zatozmy, ze funkcja f jest rozwiazaniem réwnania (4.1). Na podstawie wnio-
sku R i uwagi 4.5 funkcja f spelnia rownania (4.2) i (4.3). Zatozmy, ze f # —id/2.
Z twierdzenia 4.23 wynika, ze I C Fixf. Stad i z lematu 4.9 wynika inkluzja
—I C Fixf. Na podstawie twierdzenia R funkcja f spelnia rownosé f(0) = 0. Osta-
tecznie f = id, co koriczy dowod. O

W ponizszym twierdzeniu wyznaczamy rozwiazanie rownania (4.3) w klasie funk-
c¢ji analitycznych.

Twierdzenie 4.35 Niech f: C — C bedzie funkcja analityczng. Nastepujgce wa-
runki sq paramsi rownowazne:

(a) funkcja f spetnia réwnanie (4.1);

(b) funkcja f spetnia réwnanie (4.3);

(c¢) f=1id lub f = —id/2.
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Dowdd. Wobec uwag 4.5 1 4.6 wystarczy wykaza¢ prawdziwosé implikacji (b) = (c).
Zalozmy wiec, ze funkcja f spelnia rownanie (4.3). Niech h = id + 2f. Oczywiscie,
funkcja h jest analityczna. Jesli funkcja h jest stala, to istnieje taka liczba b € C,
ze f(z) = —z/2 + b dla kazdego z € C. Na mocy uwagi 4.6 zachodzi réwnosc
b =0, a zatem f = —id/2. Zalozmy teraz, ze funkcja h nie jest stala. Wtedy z
analitycznosci funkeji h wynika, ze zbior h(C) jest otwarty oraz, oczywiscie, niepusty.
Funkcja f spelnia rownanie (4.3), a wiec f(w) = w dla kazdego w € h(C). Stad i z
analitycznodci funkcji f wynika, ze f = id. Konczy to dowod twierdzenia. O

Przyktad 4.36 Zalozenie analitycznosci funkcji f jest istotne w twierdzeniu 4.35.
Niech a,b € {—3,1} beda réznymi liczbami i niech f: C — C bedzie funkcjg okre-
slona wzorem f(z) = aRez + ibImz. Funkcja f spelnia réwnania (4.1) oraz (4.2)
i (4.3), ale nie jest rowna ani id, ani —id/2.
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