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Wstep

Celem niniejszej rozprawy jest zbadanie zachowania sumowalnosci oraz typu potegowego
indeksu Szlenka ogdlnych sum prostych przestrzeni Banacha. Do glownych tez nalezy zaliczy¢:

e twierdzenie méwiace, ze cp-suma prosta rodziny przestrzeni Banacha z jednakowo sumo-
walnym indeksem Szlenka ma sumowalny indeks Szlenka,;

e wyprowadzenie wzoru na typ potegowy Szlenka E-sumy prostej przestrzeni Banacha, przy
zatozeniu f)-asymptotyki przestrzeni &*;

e podanie przyktadéw przestrzeni Banacha o typie potegowym réwnym 1, lecz niesumowal-
nym indeksie Szlenka;

e wykazanie, ze sumowalno$é¢ indeksu Szlenka oraz jego typ potegowy wyznaczane sa przez
osrodkowe podprzestrzenie.

Rozprawa ta oparta zostata w duzej mierze na fragmentach dwéch artykuléw, wspotautorskich
z Tomaszem Kochankiem: Direct sums and summability of the Szlenk index (Journal of Func-
tional Analysis 271 (2016), 642-671) oraz The Szlenk power type and tensor products of Banach
spaces (Proceedings of the American Mathematical Society 145 (2017), 1685-1698).

Pojecie indeksu Szlenka zostalo wprowadzone przez Wiestawa Szlenka w 1968 roku w celu
udzielenia negatywnej odpowiedzi na pytanie zapisane w Ksiedze Szkociej pod numerem 49, to
znaczy na pytanie o istnienie przestrzeni (izomorficzne) uniwersalnej w klasie wszystkich osrodko-
wych i refleksywnych przestrzeni Banacha. PéZniejsze badania wykazalty wiele zwiazkéw indeksu
Szlenka z geometria, gléwnie z asymptotycznie jednostajnie gtadkimi i *-stabo asymptotycznie
jednostajnie wypuklymi przenormowaniami przestrzeni Banacha. W niniejszej rozprawie sku-
piamy sie na przestrzeniach nieskoficzenie wymiarowych, ktérych indeks Szlenka jest mozliwie
najmniejszy, czyli wynosi w. Wiele fundamentalnych twierdzen dotyczacych takich przestrzeni
zostalo udowodnionych w artykule Godefroya, Kaltona i Lanciena Szlenk indices and uniform
homeomorphisms (Transactions of the American Mathematical Society 353 (2001), 3895-3918),
ktéry bardzo czesto cytujemy.

W pierwszym rozdziale podajemy podstawowe definicje i przyktady oraz krétko omawiamy
zwigzki indeksu Szlenka z asymptotyczna geometrig przestrzeni Banacha. Wyznaczamy typ po-
tegowy przestrzeni £, a takze przypominamy definicj¢ oryginalnej przestrzeni Tsirelsona, ktéra
to stanowi refleksywny przyktad przestrzeni o sumowalnym indeksie Szlenka.

Kolejny rozdzial zawiera informacje o *-stabo zerowych odwzorowaniach drzewowych, ktére
sg wygodnym narzedziem stuzacym do opisu derywacji Szlenka. Podajemy takze dos¢ precyzyjne
twierdzenia o przenormowaniach przestrzeni Banacha o indeksie w.

Trzeci rozdzial zawiera wyniki zwigzane z sumowalnoécia indeksu Szlenka. Zaczynamy od
opisu ogdlnych sum prostych przestrzeni Banacha. Nastepnie dowodzimy, ze cg-suma prosta ro-
dziny o$rodkowych przestrzeni z jednakowo sumowalnym indeksem Szlenka takze ma sumowalny
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indeks Szlenka. W dalszej czesci pokazujemy, ze analogon tego twierdzenia nie zachodzi dla ogdl-
niejszych sum prostych (przykladem jest tu tsirelsonowska suma prosta przeliczalnie wielu kopii
przestrzeni cg); zachodzi on jednak w szczegdlnym przypadku — kiedy sktadowe przestrzenie sa
skonczenie wymiarowe.

W czwartym rozdziale zamieszczone zostaly tezy rozprawy zwiazane z typem potegowym.
Zaczynamy od przytoczenia poje¢ przestrzeni f,-asymptotycznej i kraty Banacha, a naste¢pnie
dowodzimy pewnych oszacowan w takich przestrzeniach. Dalej wyprowadzamy wzor na typ po-
tegowy ogdélnej E-sumy prostej potegowo ograniczonego ciagu osrodkowych przestrzeni Banacha,
przy zatozeniu /p-asymptotyki przestrzeni €* wzgledem bazy dualnej. Pokazujemy tez, ze za-
lozenie /,-asymptotyki jest istotne i wnioskujemy, ze wspomniana tsirelsonowska suma prosta
nieskonczenie wielu kopii przestrzeni ¢y ma typ potegowy 1.

W ostatnim rozdziale dowodzimy, ze dana przestrzen Banacha ma sumowalny indeks Szlenka
wtedy i tylko wtedy, gdy kazda jej osrodkowa podprzestrzen ma te wlasnosé. Podobnie poka-
zujemy, ze dana przestrzen Banacha o indeksie w posiada o$rodkowa podprzestrzen, ktéra ma
ten sam typ potegowy co cala przestrzen. Wyniki te pozwalaja na opuszczenie zalozenia osrod-
kowosci w twierdzeniach z poprzednich rozdziatéw. Rozprawe konczymy wyznaczeniem typu
potegowego ,dlugich” przestrzeni £, oraz podaniem nietrywialnego przykladu nieosrodkowej
przestrzeni Banacha z sumowalnym indeksem Szlenka — przestrzeni funkcji ciagtych okreélonych
na przestrzeni Mrowki.

Chee w tym miejscu serdecznie podzickowaé Profesorowi Karolowi Baronowi oraz Profeso-
rowi Januszowi Morawcowi za kilkuletnig opieke i pomoc. Dziekuje takze Doktorowi Tomaszowi
Kochankowi za po$wiecony czas, cenng pomoc i wspélprace, bez ktérych ta rozprawa na pewno
by nie powstata. Réwniez dzigkuje Doktorowi Tomaszowi Kani za zwrdocenie uwagi na zastoso-
wanie twierdzenia 5.2 do przestrzeni postaci C(K).



Rozdziat 1

Podstawowe wlasnosci indeksu
Szlenka

1.1. Definicje i przyktady

Rozpoczniemy od przywotania definicji derywacji i indeksu Szlenka danej przestrzeni Bana-
cha. Pojecia te zostaly wprowadzone (w nieco innej formie) przez Wieslawa Szlenka w pracy [40]
w celu wykazania, ze nie istnieje przestrzen uniwersalna w klasie wszystkich osrodkowych i reflek-
sywnych przestrzeni Banacha, o czym wspomnieliémy we wstepie. Nie bedziemy tutaj odtwarzac
doktadnego dowodu, a jedynie naszkicujemy jego idee. Mianowicie Szlenk przyporzadkowal kaz-
dej o$rodkowej i refleksywnej przestrzeni Banacha pewna przeliczalna liczbe porzadkowa (indeks
Szlenka). Udowodnil on, ze liczba ta jest izomorficznym niezmiennikiem oraz ze podprzestrze-
niom przyporzadkowujemy liczbe nie wieksza niz calej przestrzeni. Dalej Szlenk skonstruowat
rodzine osrodkowych i refleksywnych przestrzeni Banacha o dowolnie duzym (przeliczalnym)
indeksie.

Ustalmy przestrzen Banacha X; zakladamy, ze wszystkie rozpatrywane przestrzenie sg nie-
zerowymi przestrzeniami nad cialem liczb rzeczywistych. Symbolem Bx oznaczaé¢ bedziemy
domknieta kule jednostkowa w przestrzeni X, za$ symbolem Sx — sfere jednostkowa.

Definicja 1.1. Niech K C X™ bedzie zbiorem *-stabo zwartym. Jezeli € > 0, to zbiér
te K =K\ {V C X": V jest zbiorem *-slabo otwartym oraz diam(V N K) < e}

nazywamy derywacjq Szlenka zbioru K. Ponadto przyjmujemy ('K = K, dla dowolnej liczby
porzadkowej o definiujemy (2T K = 1. (18 K), za$ dla granicznej liczby porzadkowej o ktadziemy
K =N PK.

(3 B<a be

Uwaga 1.2. Latwo zauwazy¢, ze dla *-stabo zwartego zbioru K oraz dla dowolnych € > 0 i liczby
porzadkowej o zbiér (2K jest *-stabo zwarty.

Definicja 1.3. Liczbe Sz(X,¢) = min{a: (?Bx+ = @} nazywamy e-indeksem Szlenka prze-
strzeni X, za$ liczbe Sz(X) = sup{Sz(X,¢e): ¢ > 0} — indeksem Szlenka tej przestrzeni.

Intuicyjnie rzecz biorac, indeks Szlenka mierzy jak bardzo réznig sie od siebie topologie —
normowa i *-staba — na dualnej kuli jednostkowej; e-indeks Szlenka odpowiada zatem na pytanie
o liczbe krokéw (derywacji) potrzebnych do usuniecia wszystkich punktéw z tej kuli.

Naturalnym pytaniem, ktore od razu sie nasuwa, jest pytanie o poprawnosé definicji 1.3.
Twierdzenie, ktore podaje warunki rownowazne na owa poprawnos$é¢, okazuje sie nietrywialne
i przytoczymy je tutaj bez dowodu; mozna go znalezé w [7, §1.5].
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Twierdzenie 1.4. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) indeks Szlenka przestrzeni X jest poprawnie zdefiniowany, to znaczy dla kazdego € > 0
wstnieje liczba porzgdkowa o, dla ktérej 12 Bx+ = O;

(il) X jest przestrzeniq Asplunda, to znaczy kazda wypukla funkcja ciggla okreslona na zbiorze
otwartym U C X jest riozniczkowalna w sensie Frécheta na gestym pozbiorze typu Gs
zbioru U;

(iii) przestrzen sprzezona do kazdej oSrodkowej podprzestrzeni przestrzeni X jest osrodkowa
(w szczegdlnosci, dla osrodkowej przestrzeni X, przestrzen X* jest osrodkowa,).

Przyklad 1.5. Przestrzen X jest skonczenie wymiarowa wtedy i tylko wtedy, gdy Sz(X) = 1.

Dowdd. Jezeli przestrzen X jest skonczenie wymiarowa, to topologia przestrzeni X™* pokrywa sie
z jej topologia *-staba, wiec Sz(X,e) = 1 dla kazdego € > 0. Jezeli za$ przestrzen X jest nieskon-
czenie wymiarowa, to kazde *-slabe otoczenie zera V' C X* zawiera nieskonczenie wymiarowa
przestrzen liniowa. Oznacza to, ze diam(V N Bx+) = 2, a wiec Sz(X, 1) > 1. O

Roéwnolegle do indeksu Szlenka definiujemy takze wypukly indeks Szlenka. Mianowicie, dla
*-stabo zwartego zbioru K C X* oraz € > 0, kladziemy

~ —w*
e K =conv” 1. K,

co oznacza *-stabe domkniecie otoczki wypuklej zbioru . K. Nastepnie, tak samo jak poprzednio,
umawiamy sie, ze (K = K, dla dowolnej liczby porzadkowej a definiujemy (¢ K = i.(i0K),
za$ dla granicznej liczby porzadkowej o przyjmujemy (&K = (3., ZfK .

Definicja 1.6. Liczbe Cz(X,¢) := min{a: (& Bx+ = @} nazywamy wypuklym c-indeksem Szlen-
ka przestrzeni X, za$ liczbe Cz(X) = sup{Cz(X,¢): € > 0} — wypuklym indeksem Szlenka tej
przestrzeni.

Uwaga 1.7. Latwo zauwazyé, ze dla kazdego € > 0 zachodzi nieréwnos$é¢ Sz(X,e) < Cz(X,¢),
a w konsekwencji nieréwnos$é¢ Sz(X) < Cz(X). Mozna jednak udowodni¢ o wiele wiecej: mia-
nowicie wypuktly indeks Szlenka jest poprawnie zdefiniowany wtedy i tylko wtedy, gdy indeks
Szlenka jest poprawnie zdefiniowany, a ponadto przy zalozeniu osrodkowosci przestrzeni X za-
chodzi réwnosé Cz(X) = Sz(X) (zob. [27]). Otwarte pozostaje jednak pytanie, czy oba indeksy
sa rownowazne, to znaczy czy istnieje taka stala C' > 0, ze nieréwnosé Cz(X,e) < Sz(X,e/C)
zachodzi dla kazdego € > 0. Wiadomo jedynie, ze odpowiedz jest pozytywna przy zalozeniach
osrodkowosci przestrzeni X oraz Sz(X) = Sz(X*) = w (zob. [15, Theorem 4.9]).

Od tej pory milczaco zakladaé¢ bedziemy, ze indeks Szlenka wszelkich rozpatrywanych prze-
strzeni jest poprawnie okredlony. Jako ze w przypadku skonczenie wymiarowym wprowadzone
pojecia trywializuja sie, dodatkowo zakladaé bedziemy, ze mamy do czynienia z przestrzeniami
nieskonczenie wymiarowymi, o ile nie zostanie powiedziane inaczej.

Kolejne stwierdzenie zagwarantuje istnienie tytutowego typu potegowego, i ma na tyle duze
znaczenie dla tej rozprawy, ze udowodnimy je w szczegodtach.

Stwierdzenie 1.8. Dla dowolnych €, > 0 zachodzi nieréwnosé Sz(X,en) < Sz(X,e)Sz(X,n).
Dowdd. Stosujac indukcje pozaskoniczona, pokazemy, ze
L?nSZ(X’”)BX* C 12Bx+ dla dowolnej liczby porzadkowej (1.1)

co zakonczy dowdd.
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Dla o = 0 nie ma czego dowodzi¢. Zal6zmy zatem, ze warunek (1.1) zachodzi dla pewnej
liczby porzadkowej . Ustalmy x* € By« \ 1271 By«; wobec zalozenia indukcyjnego mozemy
zatozy¢, ze x* € 12 Bx+. Niech V' C X* bedzie takim *-stabym otoczeniem punktu z*, ze

diam (V' N 25X By ) < diam(V N2 Bx+) < e.

Niech C € X* bedzie dowolng taka kula domknieta o promieniu €, ze V N L?WS “Xm p x- C C.
Bezposrednia indukcja pozaskonczona pokazuje, ze

Vn L?n(L?nSZ(X’")BX*) C LEUC’ dla dowolnej liczby porzadkowej 3.

W szczegdlnosci
VN L§%+1)SZ(X’")BX* C LSZ(X’")C =g.

Stad z* ¢ Lé%H)SZ(X’n)BX*, a zatem warunek (1.1) zachodzi dla o + 1.
Jezeli « jest liczba graniczna, a warunek (1.1) zachodzi dla kazdego § < a, to

L?nSZ(X’”)BX* C Lfnsz(X’")Bx* C ’Bx- dla dowolnego § < a.

aSz(X,n)

Stad Len Bx« C ﬂﬁ<a LEB)(* = L?Bx*. ]

Ponizszy lemat nalezy do Feketego [13], a jego ogdlniejsza wersje mozna znalezé w [24, §16.2].

Lemat 1.9. Jezeli f: R — [0,00) jest rosngcq funkcjg podaddytywng, to istnieje skoriczona

granica limg_, oo @ .

Dowdd. Ustalmy 0 < z < y. Wéwcezas istnieja taka liczba naturalna n i taka liczba ¢ € [0, x), ze
Yy = nx + c. Zatem

fly) _ fnz+c) < nf(z) + f(c) . nf(x) n f(e) < f(z) . f(:v)’ (1.2)
Y nr+c nr +c nT Y T Y
skad limsup,,_, ! S/) < @, a w konsekwencji limsup,_, % <liminf, o @ o

Zauwazmy, ze na mocy *-slabej zwartosci zbioréw (& Bx+, e-indeks Szlenka musi by¢ liczba
nastepnikowa. Ponadto mozna wykazaé, ze Sz(X) = w® dla pewnej liczby porzadkowej « (zob.
[26, Proposition 2]). Oznacza to, ze warunek Sz(X,e) < w dla e > 0 jest réwnowazny warunkowi
Sz(X) = w. (Z uwagi na przyklad 1.5 warunek Sz(X) = 1 jest trywialny i go pomijamy).

Whniosek 1.10. Jezeli Sz(X) = w, to istnieje granica

. InSz(X,e)
X)=lm ————~=
PA) = Ty — 5]

€ [1,00); (1.3)

granice te nazywamy typem potegowym (indeksu) Szlenka przestrzeni X.

Dowdd. Istnienie granicy (1.3) wynika z lematu 1.9 zastosowanego do funkcji podaddytywnej
(zob. stwierdzenie 1.8) danej wzorem f(z) = InSz(X,e™"). Dla dowodu nieréwnosci p(X) > 1
wystarczy zauwazy¢, ze Sz(X,e) > e !, o ile X jest przestrzenia nieskoficzenie wymiarowa. [

W dalszym ciagu skupia¢ bedziemy si¢ gtéwnie na przestrzeniach Banacha, ktérych indeks
Szlenka wynosi w; zatem, gdy bedziemy méwié o przestrzeni X, czesto z kontekstu wynikaé
bedzie, ze mamy na mysli przestrzen X spelniajaca warunek Sz(X) = w. Jak juz zostalo wspo-
mniane, warunek ten moéwi, ze wszystkie e-indeksy Szlenka sa liczbami naturalnymi, co oznacza,
ze mozemy badac ich zachowanie iloSciowe.
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7 wniosku 1.10 tatwo wyprowadzamy, ze dla kazdej liczby § > 0 istnieja takie state cs > 0
iCs >0, ze
cse” P70 < S(X,e) < Cse P dla e € (0,1).

7 tego prostego spostrzezenia natychmiast wynika wzér na typ potegowy Szlenka, z ktérego
bardzo czesto bedziemy korzystac:

p(X) = inf{q >1: sup €99z(X,¢) < oo}. (1.4)
£€(0,1)
Bedziemy mowié, ze typ potegowy jest osiggany, jeSli kres dolny w powyzszym wzorze jest
przyjmowany.
Uwaga 1.11. Osiaganie typu potegowego Szlenka przez przestrzen X réwnowazne jest istnieniu
takiej statej C' > 0, ze Sz(X,e) < Ce PX) dla e € (0,1); typ potegowy Szlenka zawsze jest
Losiagany z dolu”, to znaczy istnieje taka stala ¢ > 0, ze cs P(X) < Sz(X, ¢) dla € € (0, 1).

Dowdd. Pierwsza czesé jest bezposrednia konsekwencja wzoru (1.4). Dla dowodu drugiej czesci
zauwazmy, ze wzor (1.2) (pod zalozeniami lematu) implikuje

lim @ = inf @

r—00 T >0 x

To za$ oznacza, ze @ > p(X) dla z > 0, gdzie f(x) = InSz(X,e™®), czyli Sz(X,e) > e P
dla € € (0,1); mozemy zatem przyjaé¢ ¢ = 1. O

Zakladajac, ze przestrzen X jest osrodkowa, wobec twierdzenia 1.4, widzimy, ze warunek
Sz(X) = w jest silniejszy od osrodkowosci przestrzeni X*. Mozemy go zatem interpretowaé jako
zadanie, aby przestrzen dualna byta ,mocno osrodkowa”. Wprowadzimy jednak jeszcze jeden
warunek, ktory jest duzo silniejszy od poprzedniego.

Definicja 1.12. Jezeli istnieje taka stata M > 0, ze dla dowolnych €1,...,e, > 0 zachodzi
implikacja
ley - -be,Bx» #0 = 1+ ...+, < M,

to méwimy, ze przestrzen X ma sumowalny indeks Szlenka (ze stalq M).

Uwaga 1.13. Jezeli przestrzen X ma sumowalny indeks Szlenka, to p(X) = 1. Ponadto typ ten
jest osiggany.

Dowdd. Zatézmy, ze przestrzen X ma sumowalny indeks Szlenka ze stata M. Woéwczas dla
dowolnego € > 0 zachodzi implikacja ne > M = (}!Bx» = &. Oznacza to, ze dla dowolnego
e € (0,1) mamy

Sz(X,¢e) < V\ﬂ +1< (M +1)e L O

Przyktad 1.14. Przestrzen ¢y ma sumowalny indeks Szlenka.

Dowdd. Pokazemy, ze tc(rBe:) C (1 — %E)BCS dla r > 1e > 0; oczywidcie dla e > r > 0 mamy
te(rBe;) = @.

Ustalmy zatem r > %5 > 0 oraz 2* € 1e(rBe; ). Poniewaz topologia *-staba jest metryzowalna
na zbiorze r B, istnieje ciag ()52, elementéw tego zbioru, ktéry jest *-stabo zbiezny do x* oraz
spelnia warunek ||z} — x*|| > %5 dla n € N. Ustalmy dowolnie n > 0 i dokonajmy naturalnego
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utozsamienia cj = £1. Niech ko bedzie takg liczba naturalna, ze >y~ |2*(k)| < 7. Dalej niech
no bedzie taka liczba naturalng, ze > p<p, |25, (k) — 2*(k)| < n. Wéwczas

lz"l = >l (®)[ + D " (W) < D2 | (k) —any (B)[ + Y fany (B)] +0 <

k<ko k>kg k<ko k<ko
< lanoll = Y- |ang ()| + 20 <r— Y fay, (k) — (k)| + Y |2* (k)] +2n <
k>ko k>ko k>kg
1

T—Z]mno (k)| +4n < T‘—§€+4’I’].

Przechodzac do granicy przy n — 0, otrzymujemy ||z*|| < r — 55
Zalozmy teraz, ze Le, . .. le, Ber # @ dla pewnych eq, ..., &, > 0. Wowczas, na mocy poprzed-

niej czesci, mamy 1 — %(51 +...+en)>20,czylier +... 46, <2 O

1.2. Przestrzenie ilorazowe i podprzestrzenie

Niech X 1Y oznaczaja przestrzenie Banacha. Jak wiadomo (zob. np. [16, §2.4]), jezeli Y jest
podprzestrzenia przestrzeni X, to Sz(X/Y) < Sz(X) oraz Sz(Y) < Sz(X). W ponizszej sekcji
podamy iloéciowe odpowiedniki tych twierdzen.

Lemat 1.15. Jezeli Y jest podprzestrzenig przestrzeni X, to dla dowolnych €1,...,e5 > 0
zachodzi tmplikacja
leq - - - (X/Y #@ — le-HLEnBX* 75@

Dowdd. Teza wynika bezposrednio z faktu, ze przestrzen (X/Y)* = Y1 kanonicznie zanurza
sie w przestrzen X* oraz ze topologia *-staba przestrzeni (X/Y)* jest topologia dziedziczona
z topologii *-stabej przestrzeni X*. O

Przypomnijmy, ze zbiér A ze zwrotna i przechodnia relacja < nazywamy zbiorem skierowa-
nym, jezeli dla dowolnych x,y € A istnieje taki element z € A, ze v < z 1y < z. Jezeli S jest
dowolnym zbiorem niepustym, a A niepustym zbiorem skierowanym, to ciggiem uogdlnionym
lub siecig (ang. net) nazywamy dowolne odwzorowanie z: A — S; ciag uogdlniony zwykle zapi-
sujemy jako (z4)aca. Ciagi uogélnione w przestrzeniach topologicznych odgrywaja analogiczna
role do roli ciagéw w przestrzeniach metrycznych; w szczegdlnosci ciagowe charakteryzacje prze-
strzeni metrycznych maja swoje sieciowe odpowiedniki w przestrzeniach topologicznych. Jako ze
narzedzia tego uzyjemy jedynie w dowodzie ponizszego lematu, nie bedziemy wchodzi¢ w dalsze
szczeglly; mozna je znalezé, na przyklad, w [11, §1.6].

Lemat 1.16. Zaldozmy, ze ograniczony i liniowy operator T': Y — X jest izomorfizmem na swdj
obraz. Wowczas dla dowolnych €1, ...,e, > 0 zachodzi implikacja

ley o ley, Bys # @ = 1y, .. .1y, Bx+ # O,
gdzien; = &;/2||T|| dlai=1,...,n

Dowdd. 7 zalozenia wynika, ze operator sprzezony T%: X* — Y™ jest surjektywny. Pokazemy,
ze dla dowolnych € > 0 oraz *-stabo zwartych zbioréow K C Bx+ i L C By+, ktore spelniaja
warunek L C T%(K), zachodzi inkluzja . L C T*(1,K), gdzie n = ¢/2||T|.

Ustalmy y* € (L. Istnieje woéwczas *-stabo zbiezny do y* ciag uogélniony (y')aeca C L
spelniajacy warunek |y: — y*|| > ¢/2 dla @ € A. Wybierzmy, dla kazdego o € A, taki element
xr € K, ze yi, = T*z},. Na mocy *-stabej zwartosci zbioru K istnieje *-slabo zbiezny podciag
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uogélniony (z73)sep ciagu uogélnionego (7 )aca; oznaczmy z* = limgep 2. Poniewaz T — jako
operator sprzezony — jest ciagly w topologiach *-stabych, T™(z*) = y*. Zatem

€ * * x (% * * * * * *
5 <llys =yl = 1T (B — 2O < IT7[|- |2 — 2™l = [Tl s — 2™[|  dla € B.

Poniewaz limgep 2 = 2", wnosimy, ze diam(V' N K) > n dla kazdego *-slabego otoczenia V
punktu z*. W konsekwencji z* € ¢, K, czyli y* = T*(2*) € T* (1, K).
Teza wynika z wyzej udowonionego faktu poprzez zastosowanie indukcji. O

7 udowodnionych lematéw bezposrednio wynikaja wnioski, bedace zapowiedzianymi odpo-
wiednikami twierdzen o niepodnoszeniu indeksu Szlenka przez ilorazy i podprzestrzenie.

Wniosek 1.17. Zalézmy, ze Y jest podprzestrzenia przestrzeni X. Wéwczas
(i) jezeli Sz(X) = w, to p(X/Y) < p(X) oraz p(Y) < p(X);

(ii) jezeli przestrzen X ma sumowalny indeks Szlenka, to przestrzenie X/Y oraz Y takze maja
sumowalny indeks Szlenka.

Wniosek 1.18. Zalézmy, ze przestrzenie X i Y sa izomorficzne. Wéwczas
(1) jezeli Sz(X) = w, to p(X) = p(Y);

(ii) jezeli przestrzen X ma sumowalny indeks Szlenka, to przestrzen Y takze ma sumowalny
indeks Szlenka.

1.3. Elementy geometrii asymptotycznej przestrzeni Banacha

Ustalmy przestrzen Banacha X i oznaczmy przez cof(X) rodzine wszystkich podprzestrzeni
przestrzeni X o skonczonym kowymiarze.

Definicja 1.19. Dlat > 0, z € Sx i podprzestrzeni Y przestrzeni X definiujemy

o(t,z,Y) = sup [z +ty| -1 6(t,z,Y)= inf [z +tyl| - 1.
yeSy yeSy

Dalej przyjmujemy

o(t,z) = inf p(t,z,Y S(t,z)= sup O(t,z,Y
( ) Y€ecof (X) ( ) ( ) Y ecof (X) ( )
oraz
o(t) = sup o(t,x) 6(t) = inf 0 (t,2).
€Sy rE€Sx

Wielko$é p nazywamy modulem asymptotycznej gladkosci, zas wielko$é 0 — modulem asympto-
tycznej wypukiosci. Przestrzen X nazywaé bedziemy asymptotycznie jednostajnie gladkq, jezeli
limy 00 (t)/t = 0, za$ asymptotycznie jednostajnie wypuklq, jezeli § (t) > 0 dla kazdego ¢ > 0.

Uwaga 1.20. Jezeli przestrzen X jest przestrzenia dualna, to zamiast rodziny cof(X) mozemy
rozwazaé rodzine *-stabo domknietych podprzestrzeni przestrzeni X o skoniczonym kowymiarze.
Zdefiniowane przy uzyciu tej rodziny pojecia asymptotycznie jednostajnej gtadkosci i wypuktosci
nazywaé bedziemy *-slabymi, a odpowiednie moduly oznaczaé¢ bedziemy przez p* i0*.
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Uwaga 1.21. Kazda jednostajnie gladka przestrzen Banacha jest asymptotycznie jednostajnie
gtadka. Podobnie jednostajna wypuktos¢ implikuje asymptotycznie jednostajng wypuktosé. Fak-
ty te bynajmniej nie sa natychmiastowe; ich dowody mozna znalezé w [20] lub [38].

Zanim przejdziemy do przykladu, krétko przypomnimy definicje £,-sumy prostej przestrzeni
Banacha; sumy proste obszerniej zostana oméwione w sekcji 3.1. Mianowicie dla ciagu (X5)52;
przestrzeni Banacha oraz p € [1,00) definiujemy:

[ee) 00 fo%e) 1/p

(@Xn> = {x = (zp)oe; € H Xn: ||x|| = (Z Hxn|]p> < oo}.
n=1 2 n=1 n=1

Przyklad 1.22. Moduly asymptotycznej gladkosci i wypuklosci przestrzeni X = (Do Fp) 0

gdzie p € [1,00), a (F},)52 jest ciagiem przestrzeni skoficzenie wymiarowych, sa réwne i wynosza

(1+)/p — 1.

Dowdd. Wykazemy, ze g (t) = (1 + t?)Y/P — 1; dowdd réwnosci 6 (t) = (1 + tP)1/P — 1 przebiega
podobnie.

WeZzmy dowolny wektor unormowany f; € Fy oraz oznaczmy f; = (f1,0,0,...). Dalej, niech
Y1 ={y = (yn)52; € X: y1 = 0}; oczywiscie Y] jest podprzestrzenia o skonczonym kowymiarze.
Woweczas, jezeli y = (yn)52; € Sy;, to

[e.e]
Ifr +ty [P = AP + ¢ > llyallP =1+ 7.

n=2

Zatem, jako ze przekrdj dwoch podprzestrzeni o skoficzonym kowymiarze jest podprzestrzenia
o skonczonym kowymiarze, otrzymujemy

o(t)> inf p(Lf,Y)> inf sup |fi+tyll—-1=1+P)VP -1
Q( ) YEcof(X)Q( 1 ) Y €cof (X) yESYIr)wyl ” 1 y” ( )

W celu uzyskania nieréwnosci w druga strone ustalmy dowolnie x € Sx oraz € > 0. Niech
M C N bedzie takim zbiorem skoficzonym, ze ||x—Pyx|| < €, gdzie Pyrx oznacza wektor, ktérego
wspolrzedne pokrywaja sie ze wspoélrzednymi wektora x na zbiorze M, a poza nim sa réwne
zero. Zdefiniujmy Yy = {y € X: Pyy = 0}; oczywiscie Yy jest podprzestrzenia o skonczonym
kowymiarze. Dalej, jezeli y € Sy,, to

%+ ty|” = [[Pux]]” + [|x = Pux +ty [ <1+ (t +€),

co pokazuje, ze g (t,%,Yp) < (14 (¢ + E)p)l/p — 1. W konsekwencji, wobec dowolnosci € oraz x,
otrzymujemy 5 (t) < (1 +t?)/P — 1. O

Przyktad 1.23. Przestrzen ¢; jest asymptotycznie jednostajnie wypukla, ale nie ma jednostajnie
wypuklego przenormowania (poniewaz nie jest refleksywna).

Przytoczymy teraz, bez (dosy¢ trudnych) dowodéw, dwa kluczowe twierdzenia, ktore wiaza
pojecia asymptotycznej geometrii przestrzeni Banacha z indeksem Szlenka oraz jego typem pote-
gowym. Pierwsze z nich pochodzi z pracy [23] i jest daleko idacym analogonem twierdzenia Enflo
o réwnowaznoéci superrefleksywnosci z mozliwoécia jednostajnie wypuklego przenormowania.

Twierdzenie 1.24 (Knaust, Odell i Schlumprecht). Zalézmy, ze X jest przestrzenig osrodkowq.
Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) Sz(X) < wy
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(ii) przestrzen X ma asymptotycznie jednostajnie gladkie przenormowanie;
(iii) przestrzen X* ma *-stabo asymptotycznie jednostajnie wypukle przenormowanie.

Nastepne twierdzenie podaje zwigzek miedzy typem potegowym Szlenka a zachowaniem mo-
dutu asymptotycznie jednostajnej gtadkosci oraz *-stabego modutu asymptotycznie jednostajnej
wypuklosci; jest ono konsekwencja [15, Theorem 4.8] (por. takze [6, Corollary 6.2]). Wynik ten
jest analogonem twierdzenia Pisiera o mozliwosci takiego przenormowania przestrzeni superre-
fleksywnej, ze modul wypuklosdci zachowuje sie potegowo (zob. [37]).

Twierdzenie 1.25 (Godefroy, Kalton i Lancien). Zaldzmy, ze X jest przestrzeniq osrodkowg
oraz Sz(X) = w. Wowczas

p(X) =inf {¢g > 1: istniejg réwnowazna norma | -| w przestrzeni X
t taka stata ¢ > 0, zZe dla kazdego t > 0 zachodzi (1.5)
nieréwnosc p|.|(t) < ct?, gdzie p g l=1 }

oraz
p(X) = inf {p > 1: istniejg réwnowazna norma | - | w przestrzeni X

i taka stala ¢ > 0, Ze dla kazdego t € (0,1)

zachodzi nierdwnosé (_5|*, () > et}

Uwaga 1.26. Wzory wystepujace w tezie powyzszego twierdzenia sa réwnowazne w tym sensie,
ze na podstawie jednego z nich mozna otrzymaé¢ drugi. Wynika to z [15, Proposition 2.8], kt6-
re méwi, ze modul asymptotycznej gtadkosci jest 8-réwnowazny funkcji dualnej Younga (zob.
definicja 2.4) *-stabego modulu asymptotycznej wypuklosci oraz *-staby modul asymptotycznej
wypuktosci jest 4-réwnowazny funkcji dualnej Younga modutu asymptotycznej gtadkosci.

Uwaga 1.27. Nietrywialng konsekwencja wezesniejszych twierdzen jest fakt, iz jesli osrodkowa
przestrzen Banacha dopuszcza asymptotycznie jednostajnie gltadkie przenormowanie, to dopusz-
cza tez takie przenormowanie, ze modul asymptotycznej gtadkosci zachowuje sie potegowo, to
znaczy istnieje taki wyktadnik p € [1,00), ze dla pewnej stalej ¢ > 01 kazdego t € (0, 1) zachodzi
nieréwnosé

o(t) < ctP. (1.6)
Kres gorny wyktadnikéw o wspomnianej wlasnosci nazywamy typem potegowym modulu asymp-
totycznej gtadkosci, a jezeli istnieje najmniejszy z nich, to bedziemy moéwié, ze typ ten jest
osiggany. Zastepujac nieréwnosé (1.6) nieréwnoscia

5(t) > ct?, (1.7)

a kres gorny dolnym, analogicznie definiujemy pojecia typu potegowego oraz jego osiggania dla
modutu asymptotycznej wypuklosci. Tematyka ta jest szerzej poruszona w pracy Kaltona [22],
gdzie miedzy innymi dla kazdego p € (1, 00) skonstruowal on dwie jednostajnie homeomorficzne
przestrzenie Banacha o tej wlasnosci, ze typy potegowe moduléw asymptotycznej gladkosci
i wypuktosci w jednej z nich sa osiagane i wynosza p, podczas gdy druga z tych przestrzeni nie
posiada zadnego przenormowania, dla ktérego zachodzitaby nieréwnosé (1.6) lub (1.7).

Powyzszy przyklad, w szczegélnosci, pokazuje, ze kres dolny we wzorze (1.5) nie zawsze jest
przyjmowany. Podobny efekt zachodzi takze dla wzoru (1.4); stosowny przyklad zostanie podany
w sekcji 4.4.

W dalszej czesci uzyteczne beda takze spostrzezenia, ktére pozwola wyrazi¢ moduly asymp-
totycznie jednostajnej gtadkosci oraz wypuklosci nieco inaczej (por. [6, Lemma 6.5]).
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Lemat 1.28. Zalozmy, ze X* jest przestrzeniqg osrodkowq. Wtedy dla wszelkich t > 0 i x € Sx
zachodzg réwnosci

o(t,x) = sup { limsup ||z + x| — 1: (zn)pey jest ciggiem stabo zbieznym do zera, ||z,| = t}
n—oo

oraz

o (t,x) = inf { liminf ||z + x| — 1: (zn)5e jest ciggiem stabo zbieznym do zera, ||zy| = t}.
n—oo

Dowdd. Ustalmy t > 0, x € Sx, podprzestrzen Y o skonczonym kowymiarze oraz stabo zbiezny
do zera ciag (z,)02; C X spelniajacy warunek ||z, || = t. Slaba zbieznosé ciagu (z,,)52; implikuje
lim,, o dist(zy,,Y) = 0. Istnieje wiec taki ciag (y,)22, C Y, |lynll = t, ze limy o0 || —yn || = 0.
Zatem
limsup ||z + z,|| — 1 = limsup ||z + y,|| — 1 <2(¢,z,Y).
n—oo n—oo

Dowolnosé Y implikuje limsup,,_, . ||z + z,|| — 1 <o(t, ).
Dla dowodu nieréwnosci w druga strone ustalmy x € Sx, ¢t > 0 oraz ¢ > 0. Niech {z}: n € N}
bedzie gestym podzbiorem przestrzeni X*. Oznaczmy Yy = ﬂfl\f:l ker z}; oczywiscie Yy jest

podprzestrzenia o skoniczonym kowymiarze. Dla kazdego n € N tak wybierzmy y,, € Sy, , aby
o+ tyall — 1> 0t 2, Vo) — .

Stad limsup,,_, || + tyal| — 1 > 6 (t,z) — £. Staba zbieznosé¢ do zera ciagu (y,)S; wynika
z gestosci zbioru {z}: n € N}.
Dowdéd drugiej rownosci przebiega analogicznie. O

Uwaga 1.29. Przy zalozeniu osrodkowosci przestrzeni X™* zachodza réwnosci

o(t,x) = sup { limsup ||z + x| — 1: (zn)5 jest ciagiem slabo zbieznym do zera, ||z,| < t}
n—oo

oraz

0 (t,z) = inf { liminf ||z + z,|| — 1: (z,)5e; jest ciagiem slabo zbieznym do zera, ||z,| > t}.
n—oo

Dowdd. Uzasadnimy pierwsza z réwnosci. Wobec lematu 1.28 nieréwnosé ,,<” jest oczywista. Dla
dowodu nieréwnosci w druga strone ustalmy stabo zbiezny do zera ciag (z,,)52; C X spelniajacy
warunek ||z,| <t oraz ¢ > 0. Korzystajac z wypuklosci normy, otrzymujemy nieréwnosé

X

|
t * t

‘x—i—

T
]

<1 (L+o(te)+) <1+p(ta)+e,

ktéra jest prawdziwa dla prawie wszystkich n € N. Stad limsup,, o |z + 2| — 1 <o(t,z). O

1.4. Typ potegowy przestrzeni /,

Celem niniejszej sekcji jest wyznaczenie typu potegowego Szlenka £,-sumy prostej przestrzeni
skonczenie wymiarowych, gdzie p € (1,00). W pracach matematycznych fakt ten traktuje sie
jako tak zwany folklor. Odpowiedni wzor natychmiast wynika takze z wniosku 4.18; tutaj jednak
bedziemy opierac sie tylko na podstawowych wiasnosciach normy w przestrzeni /,,.
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Definicja 1.30. Méwimy, ze przestrzen Banacha X ma wlasnosé (M), jezeli dla dowolnych
u,v € Sy oraz slabo zbieznego do zera ciagu (z,)5%; C X zachodzi réwnosé

limsup ||u + x,|| = hmsup v+ x|
n—oo

Przyklad 1.31. Przestrzen X = (P, Fn)gp, gdziep € [1,00), a (F),)52; jest ciagiem przestrzeni
skonczenie wymiarowych, ma wlasnosé (M).

Dowdd. Pokazemy, ze rownos$é

limsup [|u + zp||P = ||u]|P + limsup ||z, ||” (1.8)
n—oo n—oo

zachodzi dla dowolnych u € X oraz stabo zbieznego do zera ciagu (x,)52, C X.

Poniewaz stabo zbiezny do zera ciag elementéw przestrzeni X jest zbiezny po wspolrzednych
(w normach przestrzeni F),), réwno$é (1.8) zachodzi dla wektoréw w o skohczonym nosniku.
W przypadku dowolnego w niech (un,)5_; bedzie takim ciggiem wektoréw o skonczonych no-
$nikach, ze ||u — un|| < 1/m dla kazdego m € N. Oczywiscie réwnosé (1.8) zachodzi, gdy
w miejsce u wstawimy dowolny z wektoréow u,,. Dla zakonczenia dowodu wystarczy zauwazy¢,
ze limy, o0 ||um|| = ||u|| oraz

1
H|u+$n” — [Jum +xn||| < lu—upll < m O

Przyklad 1.32. Przestrzen X = (Pr; fg)gp, gdzie p € [1,00) i p # 2, nie ma wlasnosci (M).
W szczegdlnosci £),-suma prosta przestrzeni z wlasnodciag (M) nie musi mie¢ wlasnosci (M).

Dowdd. Niech (e,)s; bedzie kanoniczna baza przestrzeni ¢o oraz niech
u=(e1,0,0,...) 1 wv=1(0,e1,,0,...);
oczywiscie u,v € Sx. Zdefiniujmy stabo zbiezny do zera ciag (x,)52; C X wzorem
xn = (€n,0,0,...) dlaneN.
Mamy wéwczas

limsup ||u 4 =, = V2 # 217 = limsup [|v + z,,]|. O
n—oo n—oo

Wiasnosé (M) zostata wprowadzona przez Kaltona w artykule [21]; zostaly tam tez podane
jej powiazania z pewnymi idealami w algebrach operatoréw. Zwiazki wlasnosci (M) z indeksem
Szlenka badane byly w pracy [10]. W szczegdlnosci norma majaca wlasno$é (M) jest w pewnym
asymptotycznym sensie optymalna, co wyraza ponizszy lemat.

Lemat 1.33. Zaldzmy, Ze X jest osrodkowq przestrzeniq Asplunda z wilasnoscig (M). Wowczas
dla kazdej réwnowaznej normy |-| w przestrzeni X istnieje taka stata d > 1, ze g)|.||(t) < pj.|(dt).

Dowaod. Poltézmy

m = inf |m| oraz M =sup —- 2]
220 || a0 ||zl
Ustalmy dowolnie € > 0 i wezmy taki wektor zg € X, ze ||zg|| = 11 |zo] < m(1 + ). Wéwezas,
na mocy wlasnosci (M) oraz uwagi 1.29, nieréwnosci
. . 1 _
limsup ||z + z,|| = limsup ||zg + z, || < |x0|hmsup 20 4 In < (1+¢€)o. (dt) +1+e¢,
n—oo n—00 | 0| |I’0|

gdzie d = M /m, zachodza dla dowolnych x € X, ||z| = 1, oraz stabo zbieznego do zera ciagu
(zn)pZy C X spelniajacego warunek ||z,| = t. Stad p|. ||( ) < (1+¢€)o.(dt) + ¢, co wobec
dowolnosci € koniczy dowod. O
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Stwierdzenie 1.34. Niech X = (Do, Fn)ﬁp, gdzie p € (1,00), a (F),)2, jest ciggiem prze-
strzeni skoriczenie wymiarowych. Wéwczas zachodzi réunodé p(X) = q, gdzie p~' + ¢! = 1;

w szezegolnoscei p(Ly) = q.

Dowdd. Poniewaz
o(t)=1+)/P 1< ;tp dlat € (0,1),
na mocy wzoru (1.5) mamy p(X) < ¢. Dla dowodu nieréwnosci p(X) > ¢ pokazemy, ze dla
kazdej réwnowaznej normy |- | w przestrzeni X istnieje taka stata ¢ > 0, ze dla kazdego t € (0, 1)
zachodzi nieréwnosé . ((t) > ct?.
Ustalmy zatem réwnowazna norme | - | w przestrzeni X. Na mocy lematu 1.33 istnieje taka
stata d > 1, ze p(t) < 2|.|(dt). Poniewaz

L+)i/r—1 1
lim L ==
t—0 tP P

istnieje taka stala ¢; > 0, ze p(t) > c1tP dla t € (0,1). Zatem

@|.‘(t)>@(t/d)>%tp dlat e (0,1). 0
Whniosek 1.35. Kazda przestrzen ilorazowa i kazda podprzestrzen przestrzeni ¢, dla p € (1,00),
ma typ potegowy Szlenka ¢, gdzie p~' + ¢~ = 1.

Dowdd. Zalézmy, ze X jest przestrzenig ilorazowa lub podprzestrzenig przestrzeni ¢,. Nieréw-
nosé¢ p(X) < g wynika wprost z wniosku 1.17. Nieréwnosé p(X) > ¢ wynika za$ stad, ze prze-
strzen ¢, zanurza sie¢ w przestrzen X (zob. [18] w przypadku ilorazu oraz [1, Proposition 2.2.1]
w przypadku podprzestrzeni). O

1.5. Oryginalna przestrzen Tsirelsona

Typowymi przykladami przestrzeni z sumowalnym indeksem Szlenka, wsréd klasycznych
przestrzeni Banacha, sa przestrzen cg oraz jej podprzestrzenie. Rozwazajac ilorazy przestrzeni
g, nie otrzymamy zadnego nowego przyktadu, gdyz kazdy taki iloraz zanurza sie w przestrzen cg
(zob. [19]). W niniejszej sekcji podamy (bez dowodu) przyktad refleksywnej przestrzeni Banacha
z baza 1-bezwarunkows oraz sumowalnym indeksem Szlenka.

Przypomnijmy, ze ciag (en)o, elementéw przestrzeni Banacha X nazywamy bazq Schaudera
(krotko: bazq) tej przestrzeni, jeli dla kazdego x € X istnieje jedyny ciag (a,)5%; C R o tej
wlasnosci, ze = > 72 | ane,. Zachowujac te oznaczenia, mozemy zdefiniowaé ciag funkcjonaléow
wspdlrzednosciowych (€))%, wzorami e} (z) = a, dla n € N. Okazuje sie, ze funkcjonaly e} sa
ciaglymi funkcjonalami liniowymi (zob. [1, Theorem 1.1.3]).

Baze (e,)22, nazywamy K-bezwarunkowq, gdzie K > 1, jesli dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych ay,...,an, b1,...,by, spelniajacych warunek |a,| < |b,| dla n = 1,..., N, zachodzi

nierownosé
N N
§ An€n § bn €n
n=1 n=1

Baze nazwiemy bezwarunkowgq, jesli jest ona K-bezwarunkowa dla pewnego K > 1. Mozna
wykazaé (zob. [1, Proposition 3.1.3]), ze baza (e,)22; przestrzeni X jest bezwarukowa wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € X szereg > o7 ; ek (z)e, jest zbiezny bezwarunkowo.

<K
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Rozpoczniemy od konstrukcji przestrzeni Tsirelsona, ktéra zostala podana przez Figiela
i Johnsona w artykule [14]. Dla dowolnych niepustych zbioréw E, F' C N bedziemy pisa¢ E < F,
oile max F < min F', oraz n < E, gdzie n € N, o ile n < min F. Oznaczajac przez (t,)5>; kano-
niczna baze (Hamela) przestrzeni coy wszystkich ciagéw rzeczywistych, ktérych prawie wszystkie
wyrazy sa zerami, dla dowolnych x = Z,]Ll antn € cop oraz B C N definiujemy Bz = ), cp anty.
Przestrzeniq Tsirelsona, oznaczana w dalszym ciagu przez T, nazywaé¢ bedziemy uzupelnienie

przestrzeni cop z (jedyna) norma || - || spelniajaca zaleznosé rekurencyjna
1 N
HIL’H :maX{HxHCO, QSup{ZHEan: N<E<... <EN}} dla x € c¢y. (19)
n=1

Mozna pokazad, ze T jest refleksywng przestrzenia Banacha, ktora nie zawiera izomorficznej kopii
przestrzeni ¢y ani przestrzeni ¢, dla zadnego p € [1,00). Ponadto (t,)52; jest 1-bezwarunkowa
baza przestrzeni T'; zob. [3, Theorem 1.8].

Oryginalng przestrzeniq Tsirelsona, oznaczana w dalszym ciagu przez ¥, nazywaé¢ bedziemy
przestrzen T™. Podobnie jak T', przestrzen ¥ jest refleksywna przestrzenig Banacha, niezawiera-
jaca izomorficznej kopii przestrzeni co ani przestrzeni ¢, dla zadnego p € [1,00), a (t};)72; jest
jej baza 1-bezwarunkowa; zob. [3, str. 16].

Uwaga 1.36. We wzorze (1.9) warunek N < FE; < ... < Ey mozemy zastapi¢ warunkiem
N < FE; < ... < Ey. Okazuje sig, ze zdefiniowana w ten sposéb przestrzen jest izomorficzna
z przestrzenia Tsirelsona T' (zob. [3, str. 9]). Dokladniej bazy w tak zdefiniowanych przestrzeniach
sg réwnowazne jako ciagi bazowe; definicje odkladamy do sekcji 3.1.

Uwaga 1.37. Oryginalna przestrzen Tsirelsona byla pierwszym znanym przykladem nieskoncze-
nie wymiarowej przestrzeni Banacha, niezawierajacej izomorficznej kopii przestrzeni cy ani £p,.
Pierwotna konstrukcja podana w artykule [41] byla jednak dos$é skomplikowana i nie zawierala
zadnego wzoru definiujacego norme, a jedynie opis kuli jednostkowe;j.

Stwierdzenie 1.38. Oryginalna przestrzen Tsirelsona ma sumowalny indeks Szlenka.

Dowd6d powyzszego stwierdzenia pomijamy, mozna go znalezé w pracy [23]. Powierzchownie
rzecz ujmujac, fakt ten wynika z ,,podobienstwa’” przestrzeni Tsirelsona do przestrzeni £;.

Uwaga 1.39. W artykule [23] nie zostalo literalnie dowiedzione stwierdzenie 1.38, a pokazane
zostalo, ze przestrzen Tsirelsona ma sumowalny tak zwany H-indeks (dokladna jego definicje
pomijamy, gdyz jest do$¢ zmudna w sformutowaniu). Jednak przy dosé naturalnych zalozeniach,
ktore w szczegblnosci spelnia przestrzen Tsirelsona, sumowalnosé indeksu Szlenka przestrzeni X
jest rownowazna sumowalnosci H-indeksu przestrzeni X* (zob. [23, Proposition 2.8]).



Rozdziat 2

Odwzorowania drzewowe
1 przenormowania

2.1. Drzewa i stabo zerowe odwzorowania drzewowe

W rodzinie FN wszystkich skoniczonych podzbioréw zbioru N wprowadzamy relacje porzadku
w nastepujacy sposob: dla a,b € FN, gdzie a = {my,...,mg} (przy czym m; < ... < my) oraz
b={ni,...,n} (przy czym n; < ... < ny), przyjmujemy

a<b<<= k<l oraz m;=n;dlai=1,... k.
Symbolem |a| oznaczaé¢ bedziemy moc zbioru a € FN. Jezeli n € NU {00}, to drzewem wyso-

kosci n nazywaé bedziemy zbiér S,_1 = {a € FN: |a| < n} ze wczeséniej zdefiniowana relacja
porzadku. Drzewo nieskonczonej wysokoéci ilustruje ponizszy rysunek.

-

{2,3} {2,4}

1%}

. %
N\

Nastepnikiem elementu a € FN nazywaé bedziemy dowolny element b € FN spelniajacy warunki
a < bilb] = |a] + 1. Latwo zauwazy¢, ze b jest nastepnikiem a wtedy i tylko wtedy, gdy
b = a~k dla pewnego k > max a, gdzie symbol ™ oznacza konkatenacje. Poprzednikiem elementu
b € FN\ {@} nazywaé bedziemy jedyny element a € FN, ktérego nastepnikiem jest b. Zbior
I' C S, (dla pewnego n € N U {co0}) nazywa¢ bedziemy galezig, jesli wszystkie jego elementy
mozna zapisa¢ w postaci (skonczonego lub nieskoniczonego) ciagu (a;)i<n, gdzie ag = &, a a;
jest nastepnikiem a;—1 dla 0 < ¢ < n. Innymi slowy gatezia jest kazdy maksymalny zbiér
nastepujacych po sobie elementéw danego drzewa.

Zalézmy, ze V jest przestrzenia liniowo-topologiczna. Odwzorowaniem drzewowym w V be-
dziemy nazywaé dowolng funkcje a — x,: S, — V spetniajaca warunek xy = 0; w przypadku,
gdy n = oo, dodatkowo wymagaé¢ bedziemy, aby [{a € I': z, # 0} < oo dla kazdej galezi
I' C Se. Odwzorowanie drzewowe (x,)qes,, ilustruje ponizszy rysunek.

16
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l’g:O

SN LN

T12 %13 T23  X24 e

Odwzorowanie drzewowe (z4)qes, C V nazywaé bedziemy zerowym, jezeli dla kazdego a € S,,—1
zachodzi réwno$é limg oo o~ = 0. W szczegblnosci, w przypadku gdy V jest przestrzenia
Banacha, rozwazaé¢ bedziemy stabo zerowe odwzorowania drzewowe w V' oraz *-stabo zerowe
odwzorowania drzewowe w V*.

Nastepne stwierdzenie stanowi bardzo wazne narzedzie, ktére wykorzystamy w dowodach
gtéwnych twierdzen. Laczy ono derywacje Szlenka z dualnymi *-stabo zerowymi odwzorowaniami
drzewowymi. Jest ono prawie dostlownym sformutowaniem [15, Proposition 3.4].

Stwierdzenie 2.1. Zalozmy, ze X jest przestrzeniqg osrodkowq, a €1,...,en > 0. Warunkiem
koniecznym na to, aby te, ...ts, Bx+ # & jest istnienie *-stabo zerowego odwzorowania drzewo-
wego (23)aes, C X* spelniajgcego warunki

(i) ||l=k] = %sM dla kazdego a € Sy \ {@};
(i) | Xaerz;ll <1 dla kazdej galezi T' C S,,.

Warunkiem wystarczajgcym na to, aby te, ... te, Bx+ # @ jest istnienie *-stabo zerowego odwzo-
rowania drzewowego (x})qes, C X* spelniajacego warunek

(1) llzzll > €jq) dla kaidego a € Sy \ {D}
oraz wezesniejszy warunek (ii).

Zdefiniujemy jeszcze jedna wielko$é¢ zwiazang z odwzorowaniami drzewowymi w przestrze-
niach Banacha. Mianowicie, dla przestrzeni Banacha X i danego o > 0, symbolem N (o) oznaczaé
bedziemy najmniejsza liczbe naturalna n o tej wlasnosci, ze istnieje stabo zerowe odwzorowanie
drzewowe (x4)qcs, C X spelniajace warunki

(i) ||zal] < o dla kazdego a € S, \ {@};
(ii) || Xger zill > 1 dla kazdej gatezi I' C S,,.

W przypadku, gdy nie istnieje odwzorowanie o zadanych wlasnosciach, przyjmujemy N (o) = oc.
Ponizsze twierdzenie stanowi dostowna wypowiedZ [15, Theorem 4.10] i precyzyjnie charaktery-
zuje przestrzenie z sumowalnym indeksem Szlenka.

Twierdzenie 2.2 (Godefroy, Kalton i Lancien). Zaldzmy, ze X jest osrodkowq przestrzenig
Banacha. Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) Przestrzenn X ma sumowalny indeks Szlenka.

(ii) Istnieje taka liczba o > 0, Ze N(o) = oo, czyli dla pewnego o > 0 nie istnieje odpowiednie
drzewo o skonczonej wysokosci.

(iii) Istnieje taka liczba K > 0, ze dla kazdego T € (0,1) zachodzi nieréwnosé Cz(X,7) < K771,
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(iv) Dla kazdej funkcji f: (0,1) — (0,1) spetniajgcej warunek lim, o771 f(7) = 0 istniejg

réwnowazna norma | - | w przestrzeni X oraz stala ¢ > 0 o nastepujacej wlasnosci: jezeli
7€ (0,1), z* € X*, [2*| =1, a cigg ()52, C X* jest *-stabo zbiezny do zera i |x}| =T
dlan €N, to

liminf |* + )| > 1+ cf(7).

n—oo

2.2. Przenormowanie przestrzeni o sumowalnym indeksie
Szlenka

Zalézmy, ze X jest przestrzeniag Banacha oraz ze X* jest przestrzenia osrodkowa. W ce-
lu naszkicowania dowodu stwierdzenia o przenormowaniu przestrzeni z sumowalnym indeksem
Szlenka wprowadzimy jeszcze pewne wielkosci zwiazane z asymptotyczng geometria przestrzeni
Banacha. Mianowice dla o € [0, 1] przyjmujemy

(o) =inf{oy(0): dsm(X,Y) < 2},
gdzie dgm oznacza odlegtos¢é Banacha—Mazura, to znaczy
dgm(X,Y) = inf{||T||-||T7||: odwzorowanie T: X — Y jest izomorfizmem}. (2.1)
Podobnie dla 7 € [0, 1] ktadziemy
P(7) = sup {0y (7): dem(X,Y) < 2},
gdzie

0(7) = inf { liminf ||z* 4+ x| — 1: (x;,);=; jest ciagiem *-stabo zbieznym do zera,
n—oo

spelniajacym warunek ||x,| > 7, oraz ||z|| =1 }

Uwaga 2.3. Rozumujac podobnie jak w lemacie 1.28 oraz w uwadze 1.29, mozemy uzasadnié, ze
przy naszych zalozeniach wielko$¢ 6(7) jest réwna *-stabemu modulowi asymptotycznej wypu-
ktosci.

Definicja 2.4. Zalézmy, ze f,g: [0,1] — R sa ciaglymi funkcjami rosnacymi spelniajacymi
warunek f(0) = g(0) = 0.

(i) Powiemy, ze funkcje f i g sa C-rdwnowazne, gdzie C' jest pewna dodatnia stala, jezeli
zachodza nieréwnoéci

f(r/C) < g(r) oraz g(r/C)< f(r) dlarTe€]|0,1].
Piszemy wowczas f ~¢ g.

(ii) Funkcjg dualng Younga (lub transformatq Legendre’a) funkcji f nazywaé bedziemy funkcje
f*:[0,1] — R dana wzorem

[*(o) =sup{or — f(1): 0<7<1} dlaoce€]|0,1].

Podstawowe wlasnosci funkeji dualnych Younga mozna znalezé w [34, §1.7]; w szczegdlnosci
funkcja dualna Younga zawsze jest funkcja wypukla. Dla nas istotne beda jedynie réwnowaznosci
(zob. [15, Proposition 2.8]):

p~g ™ oraz  ©F 4. (2.2)
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Ponizsze stwierdzenie mozna w zasadzie odczytaé z twierdzenia 2.2; dla nas istotna jest
informacja, ze wystepujaca w jego tezie stala ¢ zalezy tylko od stalej sumowalnosci indeksu
Szlenka. Poniewaz wspomniany fakt nie zostal odnotowany w oryginalnej pracy, dla kompletnosci
zamieszczamy szkic jego dowodu.

Stwierdzenie 2.5. Zalozmy, ze X jest o$rodkowq przestrzeniq Banacha, ktora ma sumowalny
indeks Szlenka ze stalg M. Wowczas istnieje taka stala ¢ € (0,1), zalezna tylko od M, Ze dla
kazdego T € (0,1) istnieje norma |- | w przestrzeni X spelniajgca ponizsze warunki (symbolu |- |
uzywamy takie na oznaczenie odpowiedniej normy dualnej):

() 3zl < [a] < llo] dia hazdego = € X

(i) jesli x* € X*, |2*| = 1 oraz (z})22, C X* jest *-slabo zbieznym do zera ciggiem spelnia-
jacym warunek |x| > &> 1 dlan €N, to

liminf [z* + 2| > 1 + ¢£.

n—00
Szkic dowodu. Zauwazmy, ze powyzsze stwierdzenie wystarczy uzasadnié¢ jedynie dla & = 7.
Istotnie, zakladajac, ze warunek (ii) spelniony jest dla £ = 7, otrzymujemy

- (-1

—§+1>1+¢.
=

liminf [z* + |
n—oo

> lim inf ‘éx* +
n—oo | T

= élinniiolgf z* + gl‘z

Zalézmy, ze N = N(o) < oo dla pewnego o € (0,1). Wéwczas, na mocy [15, Lemma 4.3],
istnieja takie liczby €1,...,eny € (0,1), Ze tg, ... Ly Bx+ # @ oraz SN e > (30)~L. Zatem, na
mocy sumowalnoéci indeksu Szlenka, N(o) = oo dla kazdego o < (3M)~1. Zgodnie z [15, The-
orem 4.4] dla pewnej statej C' < 19200 zachodzi réwnowaznosé N (o)™ ~ ¢ ¢(0), co pokazuje,
ze p(o) =0dla o < (3CM)~1. Stad

©*(t) =sup{ro: 0< o < (3CM)~ '} = BOM) 7.

Zwigzki (2.2) implikuja ¥(7) > (12CM)~'7 dla kazdego 7 € [0,1]. To za$ dowodzi, ze istnieje
norma | -| w przestrzeni X, odlegta w sensie Banacha—Mazura od oryginalnej normy co najwyzej
o0 2, ktéra spelnia zadany warunek (ii), gdzie za ¢ mozna wziaé¢ dowolna liczbe dodatnia mniejsza
od (3CM)~!. Odpowiednie przeskalowanie normy | - | pozwala na uzyskanie warunku (i). O

Uwaga 2.6. Poniewaz kres dolny wystepujacy we wzorze (2.1) nie zawsze jest przyjmowany (zob.
[12, Ex. 5.44]), rozumowanie z powyzszego dowodu moze prowadzi¢ jedynie do uzyskania normy
|- |, ktéra zamiast warunku (i) spelnia warunek Q—}FEH:UH < |z, < [Jz||, gdzie € > 0. Dobierajac
jednak odpowiednio male ¢ > 0 oraz definiujac norme | - | wzorem |z| = max{1|z|,|z|.},
otrzymujemy norme, ktéra ,dokladnie” spelnia warunek (i).

Uwaga 2.7. Stwierdzenie 2.5 obrazuje podobienstwo przestrzeni z sumowalnym indeksem Szlenka
do podprzestrzeni przestrzeni cg, a takze podobienstwo przestrzeni dualnej do przestrzeni £;.
Mianowicie okazuje sie, ze zmieniajac kolejnos¢ kwantyfikatoréw w jego wypowiedzi, to znaczy
zadajac, aby istniala norma spelniajaca podane warunki dla kazdego 7 € (0,1), uzyskujemy
charakteryzacje zanurzania si¢ danej przestrzeni w przestrzen co. Wydaje sie, ze za te réznice
odpowiada ,brak izotropii” derywacji Szlenka (por. z uwagami zawartymi w [15, rozdzial 4]).
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2.3. Przenormowanie przestrzeni o danym typie potegowym

Podobnie jak w poprzedniej sekcji, nastepujace stwierdzenie jest przeformulowaniem [15,
Theorem 4.8], a najistotniejsza dla nas informacja jest fakt, iz stata v wystepujaca w jego wy-
powiedzi zalezy tylko i wytacznie od iloSciowego zachowania indeksu Szlenka. Dla kompletnosci
zamieszczamy szkic dowodu opisanego faktu.

Stwierdzenie 2.8. Niech X bedzie osrodkowq przestrzeniq Banacha o indeksie Szlenka w. Za-
lozmy, ze p(X) <r < q oraz Ze B > 0 jest takq stalq, zZe nieréuwnosé Sz(X,e) < Be™" zachodzi
dlae € (0,1). Wowczas istniejq stala vy € (0,1), zalezna tylko od B, q ir, oraz norma |-| w prze-
strzeni X spelniajace ponizsze warunki (symbolu |- | uzywamy takie na oznaczenie odpowiedniej
normy dualnej):

(i) =) <|z| < ||z|| dla kaidego x € X;

(i) jesliT >0, x* € X* oraz ()02, C X* jest *-stabo zbieznym do zera ciggiem spelniajgcym
warunek x| > 7 dlan € N, to

. * * *|q ql/q
liminf 2% + 27| > (|l2*|7 +~77) "

Szkic dowodu. Na mocy [15, Theorem 4.5] istnieje taka stala D < 10°, ze dla e € (0, 1) zachodza
nieréwnosci
Cz(X,e) < Y. 28Sz(X,2%/D) < BD" Y 20"k < BD"(1 —2'7") e,
k>0 k>0
2ke /D1
Dla kazdego k € N niech |- |, bedzie normg w przestrzeni X, ktéra spetnia warunki

(a) 3llzll < |z|, < ||z| dla kazdego z € X;

(b) jesli x* € X*, |z[,, =1 oraz (z,);; C X* jest *-stabo zbieznym do zera ciggiem spelnia-
jacym warunek |z%[, > 2% dlan € N, to

1
liminf [2* 4+ x|, > >1+4¢270,

n—00 CZ(X, (2kC)—1)
gdzie ¢; = B~}(CD)™"(1 — 2'"), a C < 19200 jest pewng stala.

(Istnienie powyzszej normy wynika z [15, Theorem 4.7]). Zdefiniujmy norme | - | w przestrzeni
X* wzorem -
R L e N
’x ‘ = 727,_‘1 22 (r q)‘x ‘k
k=1

Poniewaz |- | jest funkcja *-stabo pélciagla z dotu, jest ona norma dualna. Ponadto dla kazdego
x* € X* zachodza nier6wnodci ||z*|| < |z*| < 2||«*||, a wiec spelniony jest warunek (i). Pokazemy,
ze norma | - | spelnia takze warunek (ii).

Ustalmy 7 > 0, z* € X*\ {0} oraz *-stabo zbiezny do zera ciag (z})>>; C X* spelniajacy
warunek |z}| > 7 dla n € N. Zalézmy najpierw, ze 7 € (0, 1) oraz |z*| = 1. Niech k bedzie liczba
naturalna spelniajaca warunek 2% < iT < 217k Mamy wéwczas

|27, <2l <2027 =2,
skad
n” =

1 1
ol > llapll > Slanl > 57> 2178 > 27827
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Zatem, na mocy warunku (b),
.. —k
lim inf 2" + 23], > [27](1 4+ e 27),

a stad oraz z *-stabej potciaglosdci z dotu normy dualnej, otrzymujemy

P * * 1—2m = J(r=a) i * *
hnrgl()]gﬂx +xn|>W212 hnrriloréﬂx + x|, 2
]:
1-—2"1 . i i
> S (PN 4 2 (1 a2 ) =
J#k
1293 1—2r¢ k
:Wzlzj(r Q)|.CC ‘j—I—WCl‘m*’kQ 7>
J:
1—2"¢ 1—2"1
> |o¥] + ¥ )|237R > 1 4 )z =1+ gr9,

or+q 921+r+q

gdzie § = (1 —2“‘1)2*(1”*‘1)01 jest stala zalezna tylko od B, ¢ ir. Wreszcie, na mocy nieréwnosci
Bernoulliego, mamy

liminf |z* + 2, |7 > (1 + 1)1 > 1+ Bgr? > 1 + pro.
n—oo

Zalézmy teraz jedynie, ze |x*| = 1. Jezeli 7 € (0,4), to na mocy poprzedniej czesci oraz
wypuktosci funkgji | - |9 uzyskujemy

1liminf\x*-l—a:*|q>lirninf 1(x*—i-x*)—l-gcv"‘q—g\x*]q’—
4 n—oo nl 7 e 4 n 4 4 B
1 3 3 1
— limi £y x| 2 —a3.:0 _ 2 _ = 4 4934
—hnnigéfx +4xn 4>1+4 BT 4—4+4 674,

skad
liminf |z* + 25|97 > 1 + 479379,
n—oo
Jezeli zas T > 4, to
. . . 3 \1? 31—-1 _
liminf [z* + 2|92 (1 —-1)1>(-7] >1+ T1>14+279%9> 1+ p7Y
n—00 4 449
Kladac v = 41793, widzimy, Ze teza zachodzi pod warunkiem, ze |2*| = 1. W ogdlnym
przypadku mamy jednak
: : * * * Tq *
lim inf 2" 4 27,[* > |2 Iq(l +7,x*‘q) = |z"]* + 7. O

Uwaga 2.9. Podobnie jak stwierdzenie 2.5 obrazowalo podobienstwo przestrzeni dualnej do prze-
strzeni z sumowalnym indeksem Szlenka oraz przestrzeni ¢1, stwierdzenie 2.8 mozemy interpre-
towaé¢ w taki sposéb, ze przestrzen dualna do przestrzeni o typie potegowym réwnym p jest
~podobna” do przestrzeni £,.



Rozdziat 3

Sumowalnosé indeksu Szlenka
a sumy proste

3.1. Ogoblne sumy proste przestrzeni Banacha

Przedstawimy teraz definicje sumy prostej (wzgledem bazy bezwarunkowej) przestrzeni Ba-
nacha, stanowigca uogélnienie wezeéniej wprowadzonej £,-sumy prostej, a takze krétko oméwimy
podstawowe jej wlasnosci. Wzorowaé bedziemy sie na ujeciu przedstawionym w artykule [28],
skad pochodza te z ponizszych faktéw, do ktérych nie podajemy referencji.

Definicja 3.1. Niech & bedzie przestrzenia Banacha z unormowana (czyli zlozona z wektorow
o normie 1) baza 1-bezwarunkowa (e, )>°; oraz niech (X,)5°; bedzie dowolnym ciagiem prze-
strzeni Banacha. Sumq prostq wzgledem bazy (e,)52; lub kréotko €-sumq prostq ciagu (X,)o2
nazywamy przestrzen

oo oo oo
(@ Xn> = {(a:n)go:l S H X, : szereg Z |xn||en jest zbieZny}
n=1 e

n=1 n=1

wyposazong w dodawanie i mnozenie przez skalary po wspéirzednych oraz w norme

dla ( xnn1€<@X>,

¢

o0

Z |znllen

n=1

[(Zn)nza |l =

ktora okazuje sie zupelna. Przestrzen bedaca €-suma prosta nieskonczenie i przeliczalnie wielu
kopii tej samej przestrzeni X oznaczaé bedziemy symbolem €(X).

Uwaga 3.2. Méwienie o E-sumie prostej, bez wyrdzniania zadnej bazy 1-bezwarunkowej prze-
strzeni €, moze prowadzi¢ do nieporozumien. Czesto jednak z kontekstu wynika¢ bedzie, jaka
baze mamy na mysli; méwiac o E-sumie prostej, gdzie € jest klasyczna lub ,neoklasyczng”
(np. przestrzenia Tsirelsona) przestrzenia Banacha, zawsze bedziemy mie¢ na my$li sume prosta
wzgledem bazy kanonicznej.

Przyklad 3.3. Suma prosta E(R) jest izometryczna z przestrzenia €. Istotnie, latwo zauwazy¢,

ze odwzorowanie
oo

(an)pry — Z anen: €(R) — ¢

n=1

jest izometrycznym izomorfizmem. Poniewaz R zanurza sie (izometrycznie) w kazda przestrzen
Banacha, € zanurza si¢ izometrycznie w kazda E-sume prosta.

22
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Uwaga 3.4. Latwo zauwazy¢, ze jezeli przestrzenie X, i Y, (dla n € N) sa ,jednakowo” izo-
morficzne, to znaczy istnieje taki ciag izomorfizméw (T,,)02 , gdzie T),: X, — Y, dlan € N, ze
sup,en | Tnll < 00 i sup,ey || Y| < oo, to sumy proste (52, Xn)e i (D5, Yan)e sa izomor-
ficzne. Istotnie, w tym przypadku odwzorowanie

(£)n > (D) (@X) (ém)
n=1 ¢

jest izomorfizmem. Na ogdl jednak izomorficznosé przestrzeni X, i Y, (dla kazdego € N) nie
implikuje izomorficznosci sum prostych (Pr2; Xp)e 1 (B5—; Yn)e; przyklad 3.15 obrazuje taka
sytuacje.

Niech X i Y beda przestrzeniami Banacha. Ciag (e,)52; C X nazywamy bazowym, jezeli

jest on baza przestrzeni Span{e, : n € N}. Ciagi bazowe (e,,)52; C X i (f,)52; C Y nazywamy
rownowaznymi, jezeli odwzorowanie liniowe T': Span{e,,: n € N} — Span{f,: n € N} speliajace
warunek T'e, = f,, dla kazdego n € N jest izomorfizmem. Korzystajac z twierdzenia o domknie-
tym wykresie, mozna wykaza¢, ze ciagi bazowe (€,)5%; 1 (fn)o2, sa réownowazne wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego ciagu skalaréw (a,)22; zbieznosé jednego z szeregéw > o° 1 ane, lub
> o1 an frn pociaga zbieznos$é drugiego; zob. [1, §1.3].
Uwaga 3.5. Latwo zauwazy¢, ze jezeli € i § sg przestrzeniami Banacha z unormowanymi bazami
1-bezwarunkowymi odpowiednio (e,)02 i (fn)52;, ktére sa réwnowazne jako ciagi bazowe, to
sumy proste (PDre; Xpn)e 1 (Bneq Xn)z sa izomorficzne. W tym wypadku zadanym izomorfi-
zmem jest po prostu (formalna) identyczno$é. Na ogoél jednak, podobnie jak we wczesniejszej
uwadze, izomorficznosé przestrzeni € i § nie implikuje izomorficznosci sum prostych (B2, Xy )e
i (B, Xn)z; odpowiednia konstrukcja zostanie przedstawiona w przyktadzie 4.24.

Przejdziemy teraz do opisu przestrzeni dualnych do sum prostych. Zanim to zrobimy, przy-
pomnijmy, ze jezeli ciag (e,)52, jest baza przestrzeni X, to ciag (€)%, jest ciagiem bazowym
w przestrzeni X*; innymi slowy ciag (e))n2, jest bazg przestrzeni Z := span{e}: n € N}. Ba-
z¢ (en)22 nazywaé bedziemy zwezajgcq (ang. shrinking), jezeli Z = X*. Ponadto, jezeli baza
(en)>2; jest K-bezwarunkowa, to baza (e})o° ; takze jest K-bezwarunkowa. Pewna charaktery-
zacje przestrzeni z bezwarunkowymi bazami zwezajacymi, z ktorej czesto bedziemy korzystac,
podaje nastepujace twierdzenie [1, Theorem 3.3.1].

Twierdzenie 3.6. Zaldimy, Ze X jest przestrzeniq Banacha z bazq bezwarunkowq (en)3>,.
Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) baza (e,)52 nie jest zwezajaca;

(ii) przestrzen X zawiera izomorficzng kopie przestrzeni (1.
Wniosek 3.7. Kazda baza bezwarunkowa przestrzeni Banacha o osrodkowej przestrzeni dualnej
jest zwezajaca.

Zal6ézmy teraz, ze € jest przestrzenia Banacha z unormowana baza 1-bezwarunkowa (ey,)o;
i niech § =span{e: n € N}. Wobec weczesniejszych uwag mozemy méwié¢ o §-sumach prostych.
Ponadto zauwazmy, ze jezeli

X—xnn1€<@X> oraz X" = ( nnle(@X)

¢ 5
to

< el

[ ) )
Z [(Tn, @ Z [znl|z ) = ‘< > lznllen, Y ||w22||62>
n=1 n=1 n=1
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gdzie symbolem (z, ¢) oznaczyliSmy warto$¢ funkcjonalu ¢ w punkcie x. Oznacza to, ze mozemy

zdefiniowaé operator
o (0.0 *
T: (@X;;) — (@Xn>
n=1 5 n=1 e

oo
§ Tn,T

Mozna wykazaé, ze operator T jest 1Z0metrycznym zanurzeniem. Ponadto jest on surjekcja
dla dowolnego ciagu (X,,)22, przestrzeni Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy baza (e,)52 jest
Zwezajaca.

wzorem

Wniosek 3.8. Jedli € jest przestrzenig Banacha z unormowana bazg 1-bezwarunkowa, a &* jest
przestrzenig oSrodkows, to przestrzenie (,2 Xn)g i (Pr=q X;;)ex sa liniowo izometryczne.

Przyjmijmy dodatkowo, ze baza (e,)>2 | przestrzeni € jest zwezajaca. Dla dowolnego prze-
dziatu I C N symbolem P; oznaczaé b@dmemy kanoniczny rzut przestrzeni (P;2; X,)e na
przestrzen (@ne; Xn)ejr, gdzie € [ I =span{e,: n € I'}. Symbol P; oznaczaé bedzie rzut Py
Zauwazmy, ze zdefiniowane w analogiczny sposéb rzuty przestrzeni (D2, X,')e+ sa operatorami
sprzezonymi do kanonicznych zanurzenn (Pye; Xn)err — (Bneq Xn)e. Zatem rzuty w dualnych
sumach prostych sg operatorami ciaglymi w topologiach *-stabych.

3.2. Skonczone cy-sumy proste

W niniejszej sekcji wykazemy, ze sumowalnosé indeksu Szlenka zachowuje si¢ przy braniu
skoniczonych sum prostych. Przy dazeniu do gtéwnego wyniku, interesowaé¢ nas beda przede
wszystkim cg-sumy. Dowiedziemy, ze w tym przypadku , jednostajne” ograniczenie stalej su-
mowalnosci poszczegdlnych sktadnikéw przenosi sie na ograniczenie stalej sumowalnosci sumy
prostej (niezaleznie od liczby sktadnikéw!).

Lemat 3.9. Zalozmy, Ze X jest przestrzeniq Banacha, K, K1,..., K, C X* zbiorami *-stabo
wartymi oraz a,e > 0. Wowczas

(i) te(aK) = atz /o K
(i) te(Uiz1 Ki) C Uity tepa K.
Dowdd. Teze (i) uzyskujemy poprzez bezposredni rachunek:
te(aK) =aK \{V C X*: V jest zbiorem *-stabo otwartym, diam(V NaK) < e} =
=aK \ {aV C X™: V jest zbiorem *-slabo otwartym, diam(aV NaK) < e} =
=a(K\{V C X*: V jest zbiorem *-slabo otwartym, diam(V N K) < e/a}) = at. ), K
Teza (ii) jest szczegblnym przypadkiem [2, Lemma 3.1]. O

Stwierdzenie 3.10. Zalozmy, ze X1,..., XN sq¢ oSrodkowymi przestrzeniami Banacha, ktore
majg sumowalny, z tg samg stalg M, indeks Szlenka. Wiowczas przestrzen X = (@j\le Xi)eo
ma sumowalny indeks Szlenka ze stalg 4M .

Idea dowodu polega na pokryciu kuli dualnej N-wymiarowymi prostopadlo$cianami (przypa-
dek N = 2 zostal przedstawiony na rysunku), a nastepnie na wyrazeniu derywacji tej kuli przy
pomocy derywacji kul dualnych w przestrzeniach sktadowych. Ograniczenie sumy ,epsilonéw”
w derywacjach sktadowych pozwoli uzyskaé ograniczenie sumy ,epsilonéw” w catej derywacji.
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Dowdd. Rozpoczniemy od wykazania, ze dla dowolnej liczby m € N zachodzi inkluzja

k k
Bx- C U LBy % ... x X By (3.1)
m N
ki+..+kn<m+N
Poniewaz X* = ( é\le X7)e,, kazdy funkcjonal 2 € By~ ma posta¢ z* = (z7,...,2}), gdzie

z; € Xjdlaj=1,...,N oraz Z;-V:l |z5]l < 1. Dalej dla kazdego j = 1,..., N dobierzmy taka
liczb calkowity kj, ze (kj —1)/m < ||z}l < kj/m; oczywiscie z} € k;j/mBx:. Ponadto zachodza
nieréwnosci

1 N N
(ij —N) < llfll ==t < 1,
m . X

Jj=1 Jj=1

a w konsekwencji k1 4+ ...+ ky < m+ N.

Oznaczmy przez O(r), dla danej liczby r € N, rodzine wszystkich ciagéw (qi,...,qn) spel-
niajacych warunek Z;-V:l ¢; = 1 — N/r, gdzie kazda z liczb ¢; jest nieujemnym ulamkiem o mia-
nowniku r. Pokazemy, ze dla wszelkich *-slabo zwartych zbioréow K; € X7, gdzie j =1,..., N,
€ > 0 oraz r € N zachodzi inkluzja

te(K1 X ...x Ky) C U Lgre/2B1 X oo X g e KN (3.2)
(q1,--,an)EO(r)

W tym celu ustalmy y* = (y7,...,y5) € (K1 x ... x Ky). Poniewaz przestrzen X jest
osrodkowa, topologia *-slaba jest metryzowalna na zbiorach ograniczonych. Istnieje zatem ciag

(zr)nzy C Ki X ... x Ky, @y, = (73,4,..., T, y), "-slabo zbiezny do y*, ktéry spelnia waru-
nek ||z} — y*|| > £/2 dla n € N. Przechodzac do podciagu ciagu (x})%; (nadal oznaczanego

przez (z,)n% ), mozemy zalozy¢, ze dla kazdego j = 1,..., N ciag (||lz}, ; — y;[l)nZy jest zbiezny
do pewnej nieujemnej liczby §;/2. Dla kazdego j = 1,..., N niech g; bedzie takim ulamkiem
o mianowniku r, ze gje < 6; < (¢; + 1/r)e (dla §; = 0 przyjmujemy ¢; = 0 i umawiamy sie, ze
wk; = Kj). Oczywiscie 2 € 1y,./oKj dla j =1,..., N, a ponadto

N

N N
. 3 N
e <2 fim =y =2 Jim 3oy =l = 320 < (S04 )
Jj= J= J
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co dowodzi inkluzji (3.2).

Kolejnym krokiem dowodu bedzie wyrazenie derywacji kuli Bx+ przy pomocy derywacji kul
BX; przestrzeni sktadowych. Ustalmy € > 0 oraz m,r € N. Przyjmujac n; = mg;je/4k; dla
j=1,..., N, pokazemy, ze zachodzi inkluzja

Ky kn
1eBx+ C U U EL,HBX; X ... X EL”NBXE‘ (3.3)
ki+..+kny<m+N (ql,‘..,qN)E@(r)

Istotnie, korzystajac z lematu 3.9 oraz wzoréw (3.1) i (3.2), otrzymujemy

k1 kn
te Bx+ C e U fBXf X...XfBXR] C
Ktttk SmAN m
k1 kn
C U Le/2 —Bx* X ...x —Bx=* | C
m ! m N
E1+...+ky<m+N
k1 kn
C U U LQ15/4EBXT X ... X LqN5/4EBXXI =
ki+..+kn<m+N (q1,...,qn)€O(T)
k1 kn
= U U 7L771BX;“ X...XanNBXXI.
m m
kit+..+kn<m+N (q1,...,qn)€O(r)
Ustalmy teraz e1,...,&, > 01 zalézmy, ze ¢, ...t., Bx+ # &. Wezmy tez dowolnie m,r € N.
Wobec wzoru (3.3) mamy
kq kn
Lé‘l[’EQBX* C leq U U 7L772,1BX; X ... X ELnQvNBX]*\T (-
kit..+kn<m+N (g2,1,....92,8)€EO(T)
k1 kn
C U U ley )2 (mLm’lBXf X ... X E[’W,NBX;Q C
kit+..+kn<m+N (g2,1,-,92,8)€O()
k1 kn
- U U ELﬂl,lbﬁz,lBXf XX HLTM,NLTD,NBXZN
kit..+kn<m+N (q1,1,-,91,8)€0(r)
(@2,15-+,G2,N)€O(r)
gdzie n; j = mg; je;/4k; dlai = 1,2 oraz j = 1,..., N. Kontynuujac to rozumowanie, poprzez
indukcje otrzymujemy
]{71 kN
ley - le, Bx+ C U U gy -y Bxy X...XELULN...L%,NBX]*V,

kit..+kn<m+N (q1,1,..-,91,n8)€EO(T)

(‘In,lw--aq'r;,N)e@(T)

gdzie n; j = mgq; je;/4kj dlai=1,...,noraz j =1,...,N. Poniewaz t, ..., Bx+ # @&, ktérys
ze skladnikow powyzszej sumy musi by¢ niepusty. Oznacza to, ze ty, ;... iy, ;B X # o dla
kazdego j = 1,...,N. Wobec zalozenia sumowalnosci indeksu Szlenka kazdej z przestrzeni X;
mamy y ;- 7;; < M dla kazdego j =1,..., N, co oznacza, ze

“ Ak; M
Z%‘,j&i <
i=1

m
Dodajac powyzsze nieréwnosci stronami, po wszystkich liczbach j, uzyskujemy

dlaj=1,...,N.

N
k N
S g <AM S <apg R
="M

n n N
— < m

5(-2)es

i=1 i=1j=1

W konicu, przechodzac do granicy przy m,r — oo, dostajemy > i, g; < 4M. O
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Uwaga 3.11. Rozwazajac w powyzszym dowodzie ciagi uogdlnione zamiast ciggdw, mozemy
pominaé zalozenie osrodkowosci w stwierdzeniu 3.10.

Uwaga 3.12. Poniewaz dowolne skonczone ciagi bazowe (tej samej dlugosci) sa réwnowazne,
sumy proste wzgledem nich sa izomorficzne. Laczac zatem stwierdzenie 3.10 z wnioskiem 1.18,
mozemy odnotowaé, ze sumowalnos¢ indeksu Szlenka zachowuje si¢ przy braniu dowolnych skon-
czonych sum prostych (czego nie mozna powiedzie¢ o ,,jednostajnym” ograniczeniu stalej sumo-
walnosci).

3.3. Nieskonczone cy-sumy proste

W tym podrozdziale wykazemy pierwsza z gléwnych tez rozprawy, mianowicie pokazemy,
ze sumowalno$¢ indeksu Szlenka zachowuje si¢ takze przy braniu nieskoniczonych cg-sum pro-
stych (przy bardzo naturalnych zalozeniach). Dowdd prowadzi przez skoniczone cp-sumy, jednak
przejscie na przypadek nieskoficzony nie jest trywialne.

Definicja 3.13. Bedziemy méwié, ze rodzina {X;: i € I} przestrzeni Banacha ma jednako-
wo sumowalny indeks Szlenka, jesli istnieje taka stala M > 0, ze kazda z przestrzeni X; ma
sumowalny indeks Szlenka ze statg M.

Twierdzenie 3.14. Dla dowolnego ciggu (X,,)32, o$rodkowych przestrzeni Banacha z jednako-

wo sumowalnym indeksem Szlenka przestrzen X = (Pr; Xn)e, ma sumowalny indeks Szlenka.

W dowodzie korzystaé¢ bedziemy z