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Wstep

Pojecie schematu podziatu sekretu zostalo wprowadzone niezaleznie przez
Blakleya [3] i Shamira [2I] w 1979 roku. Pomyst, ktéry lezy u podstaw tego poje-
cia, polega na podzieleniu informacji, zwanej sekretem, na czesci, ktére nastepnie
sg przesylane do uczestnikéw. Kluczowe jest, ze tylko pewne, z gory ustalone
zbiory uczestnikow moga odzyskaé sekret. Takie zbiory nazywamy zbiorami au-
toryzowanymi, natomiast rodzine zbiorow autoryzowanych nazywamy struktura
dostepu. Rownie istotne jest, aby zbiory uczestnikéw nie nalezgce do struktury
dostepu nie mogtly odzyskaé sekretu.

Schematy podzialu sekretu znajduja zastosowanie w pewnych dziedzinach
zwigzanych z systemami zabezpieczen. Przykladowo, sejf w banku moze otwieraé
sie po podaniu klucza, ktory przyjmujemy jako sekret. Aby otworzy¢ sejf, pewna
z gbéry ustalona liczba pracownikéw banku musi wyrazi¢ na to zgode podajac
swoje udzialy pozwalajace na wyznaczenie sekretu, czyli klucza otwierajacego
sejf. Podobnie mozna zastosowaé schemat podziatu sekretu w srodowisku wojsko-
wym, gdzie wystrzelenie pocisku balistycznego powinno byé¢ mozliwe tylko wtedy,
gdy pewna liczba upowaznionych oséb wyrazi na to zgode i poda swoje udzia-
ly umozliwiajace obliczenie sekretu, czyli kodu uruchamiajacego pocisk. Te dwa
przyktady ilustruja jak schematy podziatu sekretu pozwalaja dzieli¢ kontrole nad
decyzjami o znaczacych konsekwencjach. Drugim obszarem zastosowania schema-
téw podzialu sekretu jest uwierzytelnianie. W takim przypadku nie jest istotna
sama wartos¢ sekretu, natomiast liczy sie fakt wyznaczenia jego poprawnej warto-
Sci. W ten sposob mozna wykorzystac schemat podziatu sekretu do potwierdzania
tozsamosci, na przyktad oséb uczestniczacych w pewnym spotkaniu. Jesli uczest-
nicy spotkania ujawnig swoje udzialy, ktére prowadza do wyznaczenia wartosci
nie bedacej sekretem, oznacza to, ze wsrdd nich znajduje sie osoba, ktora podata
niewtasciwa wartos¢ udziatu. Pomijajac mozliwo$é¢ pomytki lub celowego dziata-
nia, swiadczy to o przybyciu na spotkanie osoby nieuprawnionej, podszywajaca
sie¢ pod kogo$ innego.

Konstrukcje Blakleya i Shamira, pomimo, iz reprezentowaly te sama koncep-
cje, byly istotnie rézne. Propozycja Shamira zyskata duza popularnosé i zapo-
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czatkowala rozwdj nowego nurtu badan w kryptologii. Wiele schematéw podziatu
sekretu opisanych w literaturze to uogélnienia schematu Shamira. Warto wyroz-
ni¢ kilka prac, ktére wniosty istotny wklad w rozwdj pojecia schematu podziatu
sekretu. W dwoch, powstalych niezaleznie, pracach: Benaloha i Leichtera [2] oraz
Ito, Saito i Nishizeki [12], zostaly przedstawione konstrukcje schematéw podzia-
tu sekretu dla dowolnej rodziny monotonicznej podzbioréw zbioru uczestnikow.
Niestety skonstruowane w tych pracach schematy (dwa rézne), pomimo ze uniwer-
salne, maja powazna wade: mozliwe wartosci sekretu sa elementami ustalonego
ciata, podczas gdy udzialy sa wektorami o wspoélrzednych z tego ciata, a liczba
tych wspélrzednych rosnie wyktadniczo wraz ze wzrostem liczby uczestnikdw.

Uczestnicy bioracy udzial w schemacie podziatu sekretu nie musza by¢ row-
norzedni, lecz podobnie jak w zyciu codziennym, na przyktad w przedsiebior-
stwach czy wojsku, znajduja sie w réznego rodzajach hierarchiach, a ich pozycja
zalezy od zajmowanego stanowiska czy stopnia wojskowego. Naturalne jest za-
tem, aby schemat podzialu sekretu uwzglednial miejsce uczestnika w zajmowanej
hierarchii. Struktury dostepu, w ktérych uczestnicy podzieleni sa na roztaczne
bloki, odpowiadajace grupom oséb o tej samej pozycji w hierarchii, nazywamy
strukturami hierarchicznymi. W zbiorze autoryzowanym hierarchicznej struktury
dostepu dowolny uczestnik moze by¢ zastapiony przez uczestnika znajdujacego
sie w tym samym bloku lub bloku bedacym wyzej w hierarchii, i nadal bedzie to
zbior autoryzowany.

Hierarchie w zbiorze blokéw mozna zapisaé¢ za pomocg relacji czeSciowego
porzadku, co zostanie pokazane w niniejszej pracy. Pierwsze struktury hierar-
chiczne byly rozwazane przez Shamira [2I] i dotyczyly hierarchii, ktéra odpo-
wiada porzadkowi liniowemu w zbiorze blokéw. Takie struktury nazywamy $cisle
hierarchicznymi. Shamir zaproponowal rozwigzanie, w ktorym uczestnik stojacy
wyzej w hierarchii otrzymuje wiecej udziatow. Nie jest to cecha pozadana dla
schematu podziatu sekretu, poniewaz mozliwe wartosci sekretu oraz potencjalne
wartosci udzialéw powinny naleze¢ do tego samego zbioru. Schematy podzialu
sekretu spelniajace ten warunek nazywamy idealnymi. Schemat zaproponowany
przez Shamira dla struktur écisle hierarchicznych nie jest idealny, co sprawilo, iz
prace nad Scidle hierarchicznymi strukturami dostepu kontynuowato wielu auto-
réw, m.in. Simmons [22], Tassa [24] oraz Farras i Padré [10]. Ci ostatni zastuguja
na szczegdlng uwage, poniewaz w swojej pracy podali warunki konieczne i wy-
starczajace na to, aby struktura $cisle hierarchiczna byta idealna, czyli istnial
schemat idealny, dla ktérego ta struktura bytaby struktura dostepu.

Kolejna interesujaca klasa struktur dostepu rozwazana w literaturze sa struk-
tury oddziatowe, czyli takie, ktére odpowiadaja porzadkowi antyliniowemu w zbio-
rze blokéw. Piszac wprost, w takiej strukturze nie ma zadnej hierarchii pomiedzy
blokami. W literaturze mozna spotkaé¢ wiele przyktadéw oddziatowych struktur
dostepu, ktore sa idealne, jednakze do tej pory nie zostaly podane warunki ko-
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nieczne na to, aby oddzialowa struktura dostepu byta idealna. Pewien postep
do rozwoju tego zagadnienia wniesli Simmons [22], Brickell [4], Tassa i Dyn [25]
oraz Farras [7]. Jak dotad, najszersza klase takich struktur podal Farras. Wy-
kazemy w podrozdziale [4.6] ze warunki podane przez Farrasa nie sa warunkami
koniecznymi, aby oddzialowa struktura dostepu byta idealna.

Powstaje pytanie, czy istniejg hierarchiczne struktury dostepu, dla ktérych
czesciowy porzadek pomiedzy blokami uczestnikéw jest inny niz liniowy i anty-
liniowy. Niniejsza praca zawiera pozytywna odpowiedZ na to pytanie. Ponadto
wykazujemy, ze wérdd tych struktur sa takze struktury idealne.

Prace rozpoczynamy od wprowadzenia podstawowych definicji i faktéw do-
tyczacych schematow podziatu sekretu oraz struktur dostepu. Ponadto badane
sa wlasnosci spojnych i idealnych schematéw podziatu sekretu. W szczegdlno-
Sci pokazujemy zwiazek pomiedzy mocami zbiorow niezaleznych i maksymalnych
zbioréw nieautoryzowanych schematu podzialu sekretu (wniosek , majacy
zastosowanie w rozdziale trzecim.

Rozdziat drugi poswiecony jest matroidom i polimatroidom, poniewaz ist-
nieje silny zwiazek pomiedzy tymi pojeciami, a schematami podzialu sekretu
i strukturami dostepu. Zwiazek schematéw podzialu sekretu z matroidami za-
uwazyli Brickell i Davenport [5]. Farras, Marti-Farré i Padré [§], [9] wykazali
zwiazek wielodzielnych struktur dostepu z polimatroidami, co okazuje sie by¢
bardzo przydatnym narzedziem do ich badania. W rozprawie skupiamy sie gtow-
nie na strukturach dostepu, ktére sa wyznaczane przez polimatroidy jednorodne,
dlatego tez rozdzial ten zawiera wyniki opisujace wlasnoéci tej klasy polimatro-
idow. Pokazujemy miedzy innymi, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowied-
nioé¢ pomiedzy rodzing polimatroidéw jednorodnych zdefiniowanych na zbiorze
Jm 1rodzina m-elementowych nierosnacych ciagéw nieujemnych liczb catkowitych
(stwierdzenia i . Ponadto podajemy warunek konieczny i wystarczajacy
na to, aby polimatroid jednorodny byl polimatroidem boolowskim (twierdzenie
2.49)).

W rozdziale trzecim prezentujemy definicje struktury hierarchicznej, uogdl-
niajacej pojecia struktur &cisle hierarchicznych i oddzialowych. Przedstawiamy
takze wygodna wektorowa reprezentacje zbioréw uczestnikéw wprowadzona przez
Farrasa, Marti-Farré i Padré [8], [9]. Ponadto przyblizamy nieco historig¢ struktur
Scidle hierarchicznych i oddziatowych. Na zakonczenie tego rozdzialu podajemy
odpowiedZ (negatywna) na pewne pytanie postawione przez Tasse w pracy [24],
dotyczace idealnoséci pewnej klasy struktur $Scisle hierarchicznych. Pomimo, iz
Farras i Padr6 [10] réwniez odpowiedzieli na to pytanie, dowdd zawarty w roz-
prawie jest przeprowadzony za pomoca innych narzedzi i jest prostszy (twierdze-
nie [3.32)).

Rozdzial czwarty jest poswiecony badaniom hierarchicznych struktur dostepu,
w szczegdlnosci tych, dla ktérych porzadek pomiedzy blokami uczestnikéw jest
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inny niz liniowy i antyliniowy. Rozpoczynamy go od zacytowania twierdzenia [4.1]
Farrasa, Marti-Farré i Padré [8], [9], ktére stuzy nam w dalszym ciagu do konstru-
owania wielodzielnych struktur dostepu za pomocg polimatroidéw jednorodnych.
Otrzymane struktury dostepu badamy w podrozdziale [.3] pod wzgledem hierar-
chii w rodzinie blokéw uczestnikow, takze pod wzgledem idealnosci i spéjnosci.
Uzyskane wyniki prezentujemy w formie tabel na przyktadach struktur z dwoma,
trzema i czterema blokami. Podrozdziat poswiecamy na zbadanie wielodziel-
nych struktur dostepu wyznaczonych przez jednorodne polimatroidy boolowskie.
Ponadto, na zakonczenie, wykazujemy, ze warunki podane przez Farrasa nie sa
warunkami koniecznymi, aby oddziatowa struktura dostepu byta idealna.

Rozdzial piaty ma nieco inny charakter. Farras i Padré [10] w swojej pra-
cy wskazali jak poréwnaé¢ w Scisle hierarchicznej strukturze dostepu dwa zbiory
uczestnikéw badajac ich reprezentacje wektorowe. W tym rozdziale uogélniamy
ten wynik wskazujac sposéb na poréwnanie dwdch zbioréw uczestnikow w do-
wolnej wielodzielnej strukturze dostepu dysponujac ich reprezentacjami wekto-
rowymi (twierdzenie . Metoda wykorzystana w tym rozdziale nawiazuje do
znanego z teorii badan operacyjnych zadania transportowego, ktore zostanie dla
naszych potrzeb nieco zmodyfikowane.

Na zakonczenie podamy pewne hipotezy, ktére nasunely si¢ podczas pracy
nad wynikami zawartymi w niniejszej rozprawie.

Oznaczenia

W pracy bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen:

N — zbiér liczb naturalnych.

Np := NU{0} — zbiér liczb naturalnych razem z 0.

Z — zbiér liczb catkowitych.

R — zbior liczb rzeczywistych.

N§* = Np x - - - x Ny — iloczyn kartezjanski k& kopii zbioru Np.

m razy

P(A) - rodzina wszystkich podzbioréw zbioru A.
Pi(A) — rodzina wszystkich podzbioréw k-elementowych zbioru A.



Rozdziat 1

Schematy podziatu sekretu

1.1 Wiadomosci wstepne

Rozdziat ten rozpoczniemy od podstawowych oznaczen, definicji i twierdzen
dotyczacych schematéw podzialu sekretu. Niech P = {pi,...,p,} bedzie skon-
czonym zbiorem uczestnikéw oraz niech s bedzie pewna informacja, nazywang
sekretem. Ponadto py oznaczaé bedzie dealera, czyli osobe, ktéra realizuje sche-
mat podziatu sekretu, oraz niech P’ := P U {po}. Schematem podzialu sekretu
okresla sie protokot kryptograficzny generujacy informacje zwane udziatami, kto-
re nastepnie zostajg rozdzielone pomiedzy uczestnikow w taki sposéb, ze tylko
pewne ustalone grupy uczestnikow moga odzyskaé sekret, a pozostate zbiory oséb
nie sa w stanie tego zrobi¢. Zakladamy, ze dla kazdego schematu podziatu sekre-
tu zbiér mozliwych wartosci sekretu oraz zbiory mozliwych wartosci udzialéw sa
skonczone. Tymczasowo przyjmiemy nastepujace, nieformalne okreslenia, ktére
sprecyzujemy w kolejnym podrozdziale.

Definicja 1.1. Zbiorem autoryzowanym schematu podzialu sekretu nazywamy
taki podzbiér uczestnikow, ktérzy taczac swoje udzialty moga odtworzy¢ sekret.
W przeciwnym przypadku podzbiér uczestnikéw nazywamy zbiorem nieautoryzo-
wanym schematu podziatu sekretu. Strukturg dostepu schematu podzialu sekretu
nazywamy rodzine jego zbioréw autoryzowanych.

Nastepujacy przyklad, pochodzacy od Shamira [21], jest pierwszym historycz-
nie oraz najbardziej znanym schematem podzialu sekretu.

Przyklad 1.2. Na poczatku przeprowadzane sa pewne czynnosci przygotowaw-
cze. Dealer ustala g-elementowe cialo skonczone Fy, gdzie ¢ > n. Nastepnie wy-
biera n réznych, niezerowych elementéw z; € Fy, i € {1,...,n}, zwanych identy-
fikatorami i przypisuje je uczestnikom, w ten sposéb, ze uczestnik p; otrzymuje
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identyfikator x;. Ponadto dealer ustala prég schematu t < n oraz sekret s € IF,.
Poza sekretem, wszystkie powyzsze informacje sg jawne.
Chcac rozdzieli¢ sekret wsrdd uczestnikdéw, dealer wykonuje nastepujace kroki:

1. losuje t — 1 elementéw z ciata Fy: a1, az2,...,a:-1;

2. dla kazdego uczestnika p;, i € {1,...,n}, oblicza jego udzial u; = f(x;),
gdzie
f(z) = a2 ot aer® + a1z + s

3. wysyla udzialy do uczestnikéw, uzywajac bezpiecznego kanatu komunikacji.

Dowolny zbiér A C P, |A| > t, jest autoryzowany: jego uczestnicy chcac odzyskaé
sekret s stosuja interpolacje Lagrange’a, aby wyznaczy¢ wielomian f, a doktadniej
jego warto$¢ w punkcie 0. Jesli |A| < ¢, to zbiér A jest nieautoryzowany: uczest-
nicy takiego zbioru A nie maja mozliwosci odtworzenia wielomianu f, a w szcze-
gblnoéci sekretu s. Ponadto uczestnicy takiego zbioru A nie moga uzyska¢ nawet
czedciowe] informacji o sekrecie, to znaczy wykluczyé pewnych jego mozliwych
wartosci.

Opisany powyzej schemat Shamira jest przykiadem tak zwanego schematu
progowego.

Definicja 1.3. Schematem progowym (n,t), gdzie t < n, nazywamy schemat
podziatu sekretu, w ktérym kazdy zbiér uczestnikéw zawierajacy co najmniej ¢
elementéw jest autoryzowany. Rodzine

I'={ACP:|Al >t}
nazywamy progowq strukturg dostepu z progiem t.

Naturalne jest zalozenie, iz jesli pewien zbiér uczestnikéw potrafi odzyskaé
sekret, to kazdy jego nadzbidér réwniez ma taka mozliwosé, a zatem struktura
dostepu I' dowolnego schematu podziatu sekretu ma wtasno$é monotonicznosci:

ACB Acl'— Bel.

Definicja 1.4. Rodzine podzbioréw dowolnego zbioru, ktéra ma wtasnosé mo-
notonicznosci bedziemy nazywaé rodzing monotoniczng.

W $wietle twierdzenia [1.17] uzasadniona jest nastepujaca definicja.

Definicja 1.5. Strukturg dostepu nazywamy dowolna rodzing monotoniczna pod-
zbioréw zbioru P. Zbiorami autoryzowanymi nazywamy zbiory nalezace do struk-
tury dostepu, a zbiorami nieautoryzowanymi wszystkie pozostate podzbiory zbio-
ru P.
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Rodzine wszystkich zbioréw nalezacych do struktury dostepu I', minimalnych
w sensie inkluzji, oznaczamy jako min I'. Zauwazmy, ze elementy zbioru min I" sa
minimalnymi zbiorami autoryzowanymi. Nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze rodzina
min I" wraz z wlasno$cig monotonicznoséci wyznaczajg w sposéb jednoznaczny
rodzine I.

Pozadana cecha schematéw podziatu sekretu i struktur dostepu jest ich spéj-
nosé.

Definicja 1.6. Strukture dostepu I' C P(P) nazywamy spdjng, jesli kazdy
uczestnik p € P nalezy do pewnego minimalnego zbioru autoryzowanego, to

U A=P

AEmin I’

ZNnaczy

Schemat podziatu sekretu nazywamy spdjnym, jesli jego struktura dostepu jest
spdjna.

Latwo mozna zauwazy¢, ze jesli schemat podziatu sekretu nie jest spdjny, to
udzial pewnego uczestnika jest zbedny i zawsze mozna go pominaé w procesie
odzyskiwania sekretu. Schematy progowe, w szczegdlnosci schemat Shamira, sa
schematami spéjnymi dla ¢ > 0.

W niniejszej pracy nie bedziemy rozwazaé¢ schematéw podziatu sekretu, kté-
rych struktura dostepu I' = P(P) lub I' = (). W pierwszym przypadku mamy
min I” = {0}, co mozna interpretowaé¢ w ten sposéb, ze sekret jest publicznie zna-
ny, czyli kazda osoba, nawet spoza zbioru P, moze go wyznaczy¢. W drugim
przypadku stosowanie schematu jest bezzasadne, poniewaz nikt nie jest w stanie
wyznaczy¢ sekretu.

1.2 Schemat podziatu sekretu jako macierz

Brickell oraz Davenport zaproponowali w [5] bardzo ogélna i jednoczesnie
precyzyjna definicje schematu podziatu sekretu.

Definicja 1.7. Schematem podziatu sekretu z n uczestnikami nazywamy taka
macierz M z n 4+ 1 kolumnami oraz elementami z pewnego skonczonego zbioru,
ze kazde dwa jej wiersze sa rézne.

Kolejne kolumny macierzy M sa przypisane kolejnym uczestnikom i zawieraja
mozliwe wartosci ich udzialéw. Pierwsza kolumna jest szczegélna, poniewaz jest
przypisana dealerowi i zawiera potencjalne wartosci sekretu. Dlatego tez przyj-
muje sie, ze sekret to inaczej udzial dealera. Macierz M jest publicznie znana
i kazdy uczestnik wie, ktéra kolumna jest z nim utozsamiana.

Nawiazujac do przykladu reprezentacja macierzowa schematu Shamira
jest nastepujaca. Nalezy rozwazyé wszystkie wielomiany f stopnia co najwy-
zej t — 1 nad cialem IF,. Nastepnie, postugujac si¢ identyfikatorami uczestnikéw
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ziyi € {1,...,n}, tworzymy kolejne wiersze macierzy M obliczajac dla kazdego
wielomianu f wartosci:

FQ0), f(zn), - s [ an)-

W ten sposdb w pierwszej kolumnie pojawia sie¢ wszystkie mozliwe wartosci se-
kretu s, zas w kolejnych kolumnach wszystkie mozliwe wartosci udziatéw odpo-
wiednich uczestnikéw.

Zanim opiszemy procedury dzielenia i odzyskiwania sekretu, wprowadzmy
kilka oznaczen:

e M(r,p) jest elementem macierzy M w wierszu r i kolumnie p.

e M(r, A) jest wierszem r ograniczonym do kolumn przypisanych uczestnikom
ze zbioru A, A C P'.

e S(p) jest zbiorem elementéw w kolumnie p. W szczegdlnosei S(pg) jest zbio-
rem elementow w pierwszej kolumnie i jest to zbiér wszystkich mozliwych
wartosci sekretu. W celu skrécenia zapisu, zamiast S(pg) piszemy S.

e S(A) ={M(r, A) : r jest wierszem macierzy M}, A C P’.

Jesli dealer chce rozdzielié¢ sekret s € S wérdd uczestnikéw ze zbioru P, wykonuje
nastepujace kroki:

1. wybiera taki wiersz 7, ze M(7,po) = s;

2. dostarcza udzial «, := M(7,p) kazdemu uczestnikowi p € P uzywajac
bezpiecznego kanatu komunikacji.

Uczestnicy w zbiorze A C P chcac odzyskaé sekret s € S:
1. ujawniaja wzajemnie swoje udzialy;

2. szukaja takiego wiersza 7 w macierzy M, ze o, = M(7,p) dla kazdego
pE A

3. przyjmuja, ze sekretem jest element s = M(7, pg).

Zazwycza] uczestnicy pragnacy odzyskaé sekret odnajda w macierzy M wie-
cej niz jeden wiersz 7 opisany w punkcie 2. Jednakze, jesli stanowia oni zbiér
autoryzowany, to warto$¢ M(7, pg) dla tych wierszy bedzie taka sama, réwna se-
kretowi wybranemu przez dealera. Z drugiej strony, jeli uczestnicy tworza zbior
nieautoryzowany, zgodnie z idea podziatu sekretu nie powinni oni mie¢ mozliwosci
poznania sekretu, a wigec opisana procedura odzyskiwania sekretu nie doprowa-
dzi w takim przypadku do jednoznacznego wyniku. Wprowadzimy teraz kilka
definicji usprawniajacych postugiwanie sie macierza M.
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Definicja 1.8. Niech M bedzie schematem podziatu sekretu. Méwimy, ze uczest-
nicy ze zbioru A C P nie majqg zadnej informacji o udziale uczestnika p € P\ A,
jesli

A AV (M A)=M@F A) i@ M(#,p) = a),

T aeS(p) T
albo rownowaznie

A ANV (MEA =5 MG =)

,,’A

g

)
2
2
Q

M
&
=

Ujmujac powyzsza definicje w stowa, uczestnicy ze zbioru A C P nie maja
zadnej informacji o udziale uczestnika p € P’ \ A, jesli dla dowolnego ciagu
udziatéw w € S(A) i dowolnego udziatu o € S(p) istnieje taki wiersz, w ktérym w
oraz a wystepuja jednoczesénie jako, odpowiednio, udziaty uczestnikéw ze zbioru
A i uczestnika p. To oznacza, ze proba odgadniecia wartosci udziatu uczestnika
p przez uczestnikéw ze zbioru A prowadzi do wniosku, iz zadnej wartoéci tego
udziatu nie mozna wykluczy¢.

Przeciwienstwem sytuacji opisanej powyzej jest posiadanie cze$ciowej infor-
magcji o sekrecie pewnego uczestnika, o czym méwi nastepujaca definicja.

Definicja 1.9. Niech M bedzie schematem podziatu sekretu. Méwimy, ze uczest-
nicy ze zbioru A C P majg cze$ciowq informacje o udziale uczestnika p € P'\ A,
jesli
VoV A (MG A) £@ ub M@F,p) #a).
weS(A) aeS(p) 7

Mozemy powiedziec¢, ze uczestnicy ze zbioru A C P maja czesciowa informacje
o udziale uczestnika p € P’ \ A, jedli istnieja taki ciag udzialéw w € S(A) oraz
taki udzial a € S(p), dla ktérych nie znajdziemy wiersza, w ktérym w oraz «
wystepowalyby jednoczesnie jako, odpowiednio, udziaty uczestnikow ze zbioru A
i uczestnika p. W takiej sytuacji, jesli uczestnicy ze zbioru A otrzymaja udziaty
w, to beda mogli wydedukowaé, ze uczestnik p na pewno nie otrzymal udziatu
rownego «, co stanowi juz pewng informacje o udziale uczestnika p.

Szczegdlnym przypadkiem posiadania czesciowej informacji o sekrecie pewne-
go uczestnika jest znajomo$¢ jego udziatu, co jest sprecyzowane w nastepujacej
definicji.

Definicja 1.10. Niech M bedzie schematem podziatu sekretu. Mowimy, ze uczest-
nicy ze zbioru A C P znajg udzial uczestnika p € P\ A, jesli

AN (M4 =M@EA) = M(rp) =M(p).

Moéwimy, ze uczestnicy ze zbioru A C P znaja udzial uczestnika p € P\ A,
jesli we wszystkich wierszach, ktére sa réwne po ograniczeniu ich do udzialow

uczestnikéw ze zbioru A, wystepuje taka sama wartosé udziatu dla uczestnika p.
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Teraz zaprezentujemy bardziej precyzyjne definicje poje¢ wprowadzonych opi-
sowo w poprzednim podrozdziale.

Definicja 1.11. Zbior A C P nazywamy zbiorem autoryzowanym schematu po-
dzialu sekretu M, jesli uczestnicy ze zbioru A znaja (w sensie definicji|l.10) udzial
uczestnika pg.

Definicja 1.12. Strukturq dostepu I' schematu podziatu sekretu M nazywamy
rodzine

I' := {A C P: uczestnicy ze zbioru A znaja udzial uczestnika pg}.

W praktyce od schematéow podziatu sekretu wymaga sie, aby byty one bez-
pieczne, to znaczy, aby zbiory nieautoryzowane nie mogly uzyskaé¢ zadnej infor-
magcji o udziale uczestnika pg, czyli sekrecie. W zwiazku z tym rozwaza si¢ tak
zwane schematy doskonate, ktére spetniaja ten warunek.

Definicja 1.13. Schemat podziatu sekretu M nazywamy doskonalym, jesli dla
dowolnego zbioru A C P, z tego, ze uczestnicy ze zbioru A maja cze$ciows infor-
macje o udziale uczestnika pg, wynika, iz A jest zbiorem autoryzowanym.

Schemat Shamira jest doskonaly: jesli uczestnicy ze zbioru A C P, |A| < t,
chcieliby wyznaczy¢ sekret, to byliby zmuszeni za brakujace udzialy podstawiaé
wszystkie elementy ciata [Fy, co skutkowatoby otrzymaniem wszystkich mozliwych
wartosci sekretu, a to jest rownoznaczne z brakiem jakiejkolwiek informacji o nim.

0Od schematéw podziatu sekretu wymaga sie réwniez, aby udziaty byly mozli-
wie jak najbardziej zblizone dlugoscia do dtugosci sekretu. Piszac dlugo$é, mamy
na mys$li liczbe bitéw potrzebnych do zapisania elementu x pewnego zbioru skon-
czonego X, ktéra wynosi w przyblizeniu log, | X |. Wymaganie to ma uzasadnienie
praktyczne, z uwagi na sumaryczng ilos¢ informacji o sekrecie, jaka musi by¢ dys-
trybuowana miedzy uczestnikéw.

Definicja 1.14. ZiozZonoscig schematu podziatu sekretu M nazywamy liczbe:

1 S(p;
o(M) = max 08215l
ie{l,..n} logy|5]
Definicja 1.15. Schemat podziatu sekretu M nazywamy idealnym, jesli jest do-
skonaly i p(M) = 1.

Schemat Shamira jest schematem idealnym, poniewaz jest doskonaly oraz
S(pi) =S =F, dla kazdego i € {1,...,n}.

Lemat 1.16. Jesli schemat podziatu sekretu M jest spojny i doskonaly, to dla
kazdego p € P zachodzi nierdwnosé |S(p)| = |S|. Jesli, ponadto, schemat podzialu
sekretu M jest idealny, to |S(p)| = |S| dla kazdego p € P.
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Dowadd. Niech p bedzie dowolnym uczestnikiem ze zbioru P. Woéwczas ze spdj-
noéci schematu M wynika, iz istnieje taki minimalny zbiér autoryzowany A, ze
p € A. Zbiér B = A\ {p} jest zbiorem nieautoryzowanym. Zalézmy nie wprost,
ze |S(p)| < |S]. Gdyby teraz uczestnicy ze zbioru B prébowali odgadnaé sekret
sprawdzajac wszystkie wartosci ze zbioru a € S(p), to istnieje co najmniej jedna
wartos$¢ ze zbioru S, ktéra nie moze byé¢ w ten sposéb uzyskana. To oznacza, ze
uczestnicy ze zbioru B maja czesciowa informacje o sekrecie, wiec na mocy zalto-
zenia o doskonalosci schematu M zbiér B jest autoryzowany. Stad otrzymujemy
sprzecznosé.

W celu wykazania drugiej tezy zatézmy, ze schemat M jest idealny. Z definicji
idealnosci oraz pierwszej tezy otrzymujemy |S(p)| = |S| dla kazdego p € P. [

Zgodnie z obowiazujacym zalozeniem, ze dla kazdego schematu podziatu se-
kretu zbiér mozliwych wartoéci sekretu S oraz zbiory mozliwych wartosci udzia-
6w S(p), p € P, sa skoniczone, mozemy przyjaé¢ bez straty ogélnosci, ze jesli
S()| = IS, to S(p) = S.

Zauwazylidmy juz, ze jeSli dany jest schemat podziatu sekretu, to mozemy
jednoznacznie opisaé jego strukture dostepu I'. W takiej sytuacji méwimy, ze ten
schemat realizuje I'. Jednakze wiemy takze, iz zgodnie z definicja [I.5] kazda ro-
dzing monotoniczna podzbioréow zbioru P nazywamy struktura dostepu. Uzasad-
nieniem takiego postepowania jest nastepujace twierdzenie wykazane w dwodch,
powstalych niezaleznie, pracach: Benaloha i Leichtera [2] oraz Ito, Saito i Nishi-
zeki [12].

Twierdzenie 1.17 ([2, Theorem 2|, [I12, Theorem 1]). Dla kazdej struktury do-
stepu I' C P(P) istnieje doskonaly schemat podzialu sekretu realizujacy I.

Niestety, doskonale schematy skonstruowane dla dowolnej struktury dostepu
I' C P(P) przez dwa niezalezne zespoly autoréw twierdzenia nie sg idealne,
poniewaz sekret jest elementem ciala skonczonego, podczas gdy kazdy udzial jest
wektorem z wieloma wspélrzednymi z tego ciata. Ponadto w obu zaproponowa-
nych konstrukcjach liczba wspéirzednych w udziatach rosnie wykltadniczo wraz
ze wzrostem liczby uczestnikow. Do tej pory nie udalo sie tego wyniku istotnie
poprawié ani pokazac, ze jest optymalny. Ponadto wiadomo, ze istnieja struktury
dostepu, ktére nie sg realizowane przez idealne schematy podziatu sekretu, co
zostalo wykazane w pracy Benaloha i Leichtera (|2, Theorem 3]).

7 drugiej strony, schematéw podzialu sekretu realizujacych zadana strukture
dostepu moze by¢ wiele.

Definicja 1.18. ZioZonoscig struktury dostepu I' nazywamy liczbe:
p(I') :=inf{p(M): M jest doskonalym schematem podzialu sekretu i realizuje I'}.

Definicja 1.19. Strukture dostepu I' nazywamy idealng, jesli istnieje idealny
schemat podziatu sekretu M realizujacy I.
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Idealne schematy podziatu sekretu sa z definicji doskonale, co oznacza, ze
posiadanie czedciowej informacji o sekrecie implikuje jego znajomosé. Okazuje
sie, ze taka sama implikacja dotyczy znajomosci udzialu dowolnego uczestnika
w schematach spdjnych, o czym mdwi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.20 (Brickell, Davenport [5, Theorem 3]). Niech M bedzie spdj-
nym i idealnym schematem podziatu sekretu. Jesli uczestnicy ze zbioru A C P
majq cze$ciowq informacje o udziale uczestnika p € P’, to uczestnicy ze zbioru
A znajq udzial uczestnika p.

W zbiorze uczestnikéw P’ mozna wprowadzi¢ pojecie zaleznosci.

Definicja 1.21. Zbiér uczestnikéw A C P’ schematu podzialu sekretu M nazy-
wamy zbiorem zaleznym, jeSli istnieje taki uczestnik p € A, ze uczestnicy ze zbioru
A\ {p} znaja udzial uczestnika p. W przeciwnym przypadku zbiér A nazywamy
zbiorem niezaleznym.

Przyjmujemy oznaczenie D(M) na rodzine wszystkich zbioréw zaleznych sche-
matu M. Wprost z powyzszej definicji wynika, ze jesli A C P jest zbiorem au-
toryzowanym, to A U {po} jest zbiorem zaleznym. Ponadto latwo zauwazy¢, ze
kazdy minimalny zbiér autoryzowany jest zbiorem niezaleznym.

1.3 Wrtasnosci idealnych schematéw podziatu sekretu

W tym podrozdziale oméwimy kilka wtasnosci spéjnych i idealnych schema-
tow podziatu sekretu. W szczegdlnoéci zbadamy zwiazek pomiedzy mocami zbio-
row niezaleznych i maksymalnych zbioréw nieautoryzowanych, czyli takich, ktére
po dodaniu do nich dowolnego uczestnika staja sie zbiorami autoryzowanymi.
Zastosowanie uzyskanych wynikéw, opublikowanych w [13], opiszemy w podroz-
dziale 3.3

Na poczatku zacytujmy interesujacy wynik jaki zostat wykazany w pracy Bric-
kella oraz Davenporta [5], ktéry dotyczy budowy spdjnego i idealnego schematu
podziatu sekretu M. Na potrzeby tego podrozdziatu przyjmijmy ¢ := |S| > 0.

Lemat 1.22 (Brickell, Davenport [5, Proposition 1]). Niech M bedzie spdjnym
i idealnym schematem podziatu sekretu. Jesli B C P, to |S(B)| = ¢* dla pewnego
k € N.

Jedli przyjmiemy dodatkowe zalozenia dotyczace zbioru B C P, to otrzymamy
doktadniejszy wynik, o czym méwi nastepujacy lemat.

Lemat 1.23 ([13, Lemma 2]). Niech M bedzie spéjnym i idealnym schematem
podziatu sekretu. Jesli B C P’ jest zbiorem niezaleinym, to |S(B)| = ¢'Bl.
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Dowdd. Niech M bedzie spéjnym i idealnym schematem podzialu sekretu. Aby
wykazaé teze, udowodnimy, ze dla kazdego w € SB! istnieje taki wiersz r, ze
M(r, B) = w. Dowdd bedzie polegal na indukcji wzgledem k& = |B|. Dla k =1
prawdziwo$é tezy wynika z lematu

Niech B := {p1, ..., pr} bedzie takim zbiorem niezaleznym, ze k > 2. Zauwaz-
my, ze B := B \ {pr} jest réwniez zbiorem niezaleznym. Rozwazmy dowolny ciag
udzialéw (o, ..., ap_1,04) € S*. Z zalozenia indukcyjnego istnieje taki wiersz
7, ze M(7, B) = (aq,...,a_1). Z niezaleznosci zbioru B wynika, ze uczestnicy ze

A~

zbioru B nie maja zadnej informacji o udziale uczestnika py, dlatego tez istnieje
taki wiersz r, ze M(r, B) = M(#, B) i M(r, p) = o, co konczy dowd6d. O

Ponizsze twierdzenie pozwala oszacowaé z gory liczbe wierszy w spdjnym
i idealnym schemacie podziatu sekretu.

Twierdzenie 1.24 ([I3, Theorem 3]). Jesli M jest spdjnym i idealnym schema-
tem podzialu sekretu, to liczba wierszy w macierzy M jest nie wieksza niz glA+1
dla kazdego maksymalnego zbioru nieautoryzowanego A C P.

Dowdd. Niech M bedzie spéjnym i idealnym schematem podziatu sekretu oraz
niech A C P bedzie maksymalnym zbiorem nieautoryzowanym. Zalézmy nie
wprost, ze macierz M ma wiecej niz ¢l41t! wierszy. Woéwczas istnieja takie dwa
rozne wiersze 7, ¥ w macierzy M, ze

M(7, AU {po}) = M(#, AU {po}).

Ponadto z faktu, iz zadne dwa wiersze macierzy M nie sa rowne, wnioskujemy, ze
istnieje uczestnik p € P\ A, dla ktérego M(7, p) # M(#, p). Poniewaz AU{p} jest
zbiorem autoryzowanym, wiec dla kazdego ciagu udziatéw w € S(A), a € S(p),
sekret jest wyznaczony jednoznacznie, to znaczy, jesli M(r, A) = w = M(r’, A)
oraz M(r,p) = a = M(r',p), to M(r,pg) = M(r’, po).

Przypus$émy, ze uczestnicy ze zbioru A prébujg odgadnaé sekret, dla ustalo-
nego udzialu w € S(A) sprawdzajac wszystkie wartosci a € S(p). Liczba uzy-
skanych w ten sposéb mozliwych wartosci sekretu jest nie wieksza niz liczba
elementéw zbioru S(p), ale macierz M jest schematem idealnym, wiec S(p) = S
na mocy lematu Jednakze, rozpatrujac wiersze 7 i 7, dla dwoch réznych
udzialéw & = M(7,p) i & = M(#, p), uczestnicy ze zbioru A otrzymuja ten sam
sekret M(7,pg) = M(7, po). Istnieje zatem co najmniej jedna wartosé¢ zbioru S,
ktora nie moze by¢é w ten sposdb uzyskana, co oznacza, ze uczestnicy ze zbio-
ru A maja czeéciowa informacje o sekrecie. Z doskonalosci schematu M wynika
wiec, ze zbidr A jest zbiorem autoryzowanym, w sprzecznosci z poczatkowym
zalozeniem. O

Whniosek ptynacy z powyzszego twierdzenia jest nastepujacy.
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Whniosek 1.25 ([I3| Theorem 4)). Jesli M jest spdjnym i idealnym schematem
podziatu sekretu, to dla kazdego maksymalnego zbioru nieautoryzowanego A C P
i kazdego zbioru niezaleznego B C P zachodzi nieréwno$é |B| < |A| + 1. Jesl
dodatkowo zalozymy, Ze zbior B jest zbiorem nieautoryzowanym, to |B| < |A].

Dowdod. Niech M bedzie spéjnym i idealnym schematem podziatu sekretu oraz
niech A i B beda zbiorami opisanymi w zalozeniach. Z lematu [I.23] otrzymujemy,
ze M ma co najmniej ¢!B wierszy. Z drugiej strony, stosujac twierdzenie m
liczba wierszy macierzy M nie przekracza ¢4, Stad ¢/Bl < ¢4+, co implikuje
pierwsza teze.

Jedli dodatkowo B jest zbiorem nieautoryzowanym, to dla kazdego ciagu
udzialéw w € S(B) oraz dla kazdego elementu v € S(pg) istnieje taki wiersz
r, ze M(r, B) = w oraz M(r,pp) = a. Stad macierz M ma w takim przypadku co
najmniej ¢'BIH1 wierszy. Zatem ¢!BIT1 < ¢l4+1 co koniezy dowdd tezy drugiej. O



Rozdziat 2

Matroidy i polimatroidy

W tym rozdziale podamy podstawowe definicje i fakty dotyczace matroidéw
i polimatroidow. Odgrywaja one istotna role w badaniu schematéw podziatu se-
kretu oraz struktur dostepu.

2.1 Matroidy

Matroidy zostaly wprowadzone przez Whitneya [27] jako najbardziej ogdl-
na struktura, w ktérej mozna rozwazaé pojecie niezaleznodci rozwazane dotad
w przestrzeniach liniowych. Istnieje wiele réwnowaznych definicji matroidu, a dla
naszych potrzeb przedstawimy dwie z nich. Ich réwnowaznos¢ jest szczegdlowo
wykazana w monografii Oxleya [16].

Definicja 2.1. Matroidem M nazywamy pare (E,r), gdzie E jest niepustym
zbiorem skonczonym i odwzorowanie r: P(E) — Z spelnia warunki:

1. Jesli X C E, to 0 < r(X) < |X]|.

2. Jesi X CY CE, tor(X)<r(Y).

3. JeSli X, Y CE, tor(XUY)+r(XNY) <r(X)+r).
Ponadto:

— Odwzorowanie r nazywamy funkcjg rangi: matroidu M;
— Liczbe 7(X), X C F, nazywamy rangq zbioru X;

— Liczbe r(F) nazywamy rangg matroidu M,

— Warunek drugi nazywamy monotonicznoscig funkcji r;

— Warunek trzeci nazywamy submodularnoscig funkcji r.

11
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Definicja 2.2. Matroidem M nazywamy pare (E,Z), gdzie E jest niepustym
zbiorem skonczonym i rodzina Z podzbioréw zbioru F spelnia warunki:

1. 0 eT.
2. Jedli [y e T oraz I, C I, to I, € T.

3. Jedli I 1,1y € T oraz |I1| < |I2|, to istnieje taki element e € I \ I, ze
I U{e} eT.

Ponadto:

— Elementy rodziny Z nazywamy zbiorami niezaleznymi matroidu M;

— Podzbioér zbioru E nie nalezacy do rodziny Z nazywamy zbiorem zaleinym;

Kazdy maksymalny zbiér niezalezny nazywamy bazg matroidu M;

— Kazdy minimalny zbiér zalezny nazywamy obwodem matroidu M.

W dalszej czesci pracy bedziemy korzystaé z pewnych wtasnosci baz matroidu,
ktére prezentujemy w ponizszych lematach. Pierwszy stwierdza, iz wszystkie bazy
matroidu sa réwnoliczne, a wlasno$¢ baz opisana w drugim lemacie okreslana jest
czasem aksjomatem wymiany.

Lemat 2.3 (Oxley [16, Lemma 1.2.1]). Jesli By oraz By sq bazami pewnego
matroidu, to |B1| = |Ba|.

Lemat 2.4 (Oxley [16, Lemma 1.2.2]). Jesli By i By sq¢ bazami matroidu M,
e € By \ By, to istnieje taki element f € By \ Ba, Ze zbior (B \ {e}) U{f} jest
rowniez bazg M.

Jedli matroid M jest zdefiniowany za pomoca rangi r, to rodzina Z sktada sie
z takich podzbioréw zbioru F, ktorych ranga jest réwna ich mocy:

I:={ICE:r(l)=]|I}.

Jesli matroid M jest zdefiniowany za pomocg rodziny zbioréw niezaleznych Z,
to wartos¢ odwzorowania r dla dowolnego zbioru X C FE jest réwna maksimum
mocy zbioréw niezaleznych zawartych w X:

r(X):=max{|I|: I C X,I € T}.

Stad i z réwnolicznosci baz wynika, ze ranga matroidu M jest réwna mocy do-
wolnej jego bazy.

Przy pomocy obwodéw matroidu mozemy zdefiniowaé pojecie matroidu spéj-
nego.

Definicja 2.5. Matroid (E,Z) nazywamy spojnym, jesli dla kazdych dwéch réz-
nych elementéw e, f € E istnieje taki jego obwdd C, ze e, f € C.
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Duza role w badaniach zwiazanych ze schematami podziatu sekretu i struk-
turami dostepu odgrywa pojecie portu matroidu, o czym przekonamy sie w pod-
rozdziale [2.3] Jego definicja jest nastepujaca.

Definicja 2.6. Portem matroidu M = (E,r) w punkcie py € E nazywamy
rodzine:

Ipo (M) :={X C E\ {po} : (X U{po}) = r(X)}.

W dalszej czesci pracy, zamiast precyzyjnego sformutowania ,,port matroidu,
zdefiniowanego na zbiorze F, w punkcie py” bedziemy czesto pisa¢ po prostu
»port matroidu”, o ile nie bedzie to prowadzi¢ do zadnych nieporozumien.

Zauwazmy, ze port matroidu moze by¢ rodzina pusta, wiec oczywiscie jest
woéwcezas rodzing monotoniczna. Jesli port I5,, (M) matroidu M w punkcie pg nie
jest rodzina pusta, to réwniez jest rodzing monotoniczng. Istotnie, wezmy takie
zbiory X, Y C E\{po}, ze X € I}),(M) oraz X C Y. Wéwczas z submodularnoéci
funkcji r wynika, ze

r({po} UY) +7(X) =r((X Ufpo}) UY) + (X U{m})NY) <
<r(X U{po}) +r(Y),
a z monotoniczno$ci rangi oraz zatozenia X € I, (M) otrzymujemy
r(Y)<r({po}UY) <r(Y).

Stad r({po} UY) = r(Y), czyli Y € I},(M). Zatem, zgodnie z twierdzeniem
[[.17] kazdy port matroidu jest struktura dostepu pewnego doskonalego schematu
podziatu sekretu.

Szczegbdlng rodzina matroidéw sa matroidy reprezentowalne nad ciatem, ktére
definiujemy nastepujaco.

Definicja 2.7. Matroid (E,r) nazywamy matroidem reprezentowalnym nad cia-
tem IF, jedli istnieja taka przestrzen liniowa V' o skoficzonym wymiarze nad cialem
F oraz takie odwzorowanie ¢: E — V| ze

r(X) = dim (lin{p(X)})
dla kazdego niepustego zbioru X C FE.

W sytuacji, gdy wskazanie ciala I nie jest istotne, bedziemy moéwili po prostu
o matroidzie reprezentowalnym.

2.2 Polimatroidy

Ten podrozdzial po$wiecimy polimatroidom, ktére stanowig uogdlnienie klasy
matroidéw. Czytelnikom zainteresowanym szerszym omdwieniem ich teorii pole-
camy monografie Schrijvera [19].
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Definicja 2.8. Polimatroidem S nazywamy pare (Q, h), gdzie @ jest niepustym
zbiorem skonczonym i odwzorowanie h: P(Q)) — R spelnia warunki:

1. h(0) =0.

2. JeSli X CY CQ, to h(X) <h(Y).

3. JeSli XY CQ,to h(XUY)+h(XNY) <h(X)+h(Y).
Ponadto:

— Odwzorowanie h nazywamy funkcjg rangi polimatroidu S;

Liczbe h(X), X C Q, nazywamy rangq zbioru X;

Liczbe h(Q) nazywamy rangq polimatroidu S;
— Warunek drugi nazywamy monotonicznoscig funkcji h;

— Warunek trzeci nazywamy submodularno$cig funkcji h.

Definicja 2.9. Punktem atomowym polimatroidu & = (@, h) nazywamy taki
element pg € @, ze dla kazdego X C @ zachodzi

A(X U f{po}) = h(X) Tub A(X U {po}) = h(X) + L.

Zauwazmy, ze jeéli S jest matroidem, to kazdy element nalezacy do @ jest
jego punktem atomowym.

Definicja 2.10. Portem polimatroidu S = (Q, h) w punkcie atomowym py € Q
nazywamy nastepujaca rodzine podzbioréw zbioru Q:

Ap(8) :={X S Q\{po} : H(X U{po}) = h(X)}.

Port polimatroidu A, (S) jest zawsze rodzina monotoniczng, co pokazujemy
analogicznie jak w przypadku portu matroidu.

Definicja 2.11. Polimatroidem catkowitym nazywamy polimatroid, ktérego funk-
cja rangi przyjmuje wylacznie wartosci catkowite.

Jesli § = (@, h) jest polimatroidem catkowitym oraz dla kazdego X C Q
spelniony jest warunek h(X) < |X]|, to S jest matroidem.

Podobnie jak w przypadku matroidéw, mozemy wyrézni¢ rodzine polimatro-
idéw reprezentowalnych. Przyjmujemy oznaczenie L£(V') na rodzine wszystkich
podprzestrzeni przestrzeni liniowej V.

Definicja 2.12. Polimatroid (Q, h) nazywamy reprezentowalnym nad ciatem F,
jesli istnieja taka przestrzen liniowa V' nad cialem F, o skonczonym wymiarze,
oraz takie odwzorowanie ¢: @ — L(V), ze
h(X) = dim (> (i)
1€X

dla kazdego niepustego zbioru X C Q.
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Kazdy polimatroid reprezentowalny jest réwniez polimatroidem catkowitym.
Nietrudno takze zauwazy¢, ze jeSli w powyzszej definicji zalozymy dodatkowo,
ze dim(¢(7)) < 1 dla kazdego i € @, to otrzymamy réwnowazna definicje ma-
troidu reprezentowalnego nad cialem F. Podobnie jak w przypadku matroidow,
gdy wskazanie ciala F nie bedzie istotne, bedziemy uzywali pojecia polimatroidu
reprezentowalnego.

W dalszej czedci pracy bedziemy rozpatrywali zwiazek pomiedzy strukturami
dostepu, a polimatroidami catkowitymi. W zwiazku z tym przyjmujemy zatozenie,
ze wszystkie rozwazane polimatroidy sa catkowite.

W dalszym ciaggu pracy przez Z oraz Z’ bedziemy oznaczaé¢ polimatroidy cal-
kowite zdefiniowane odpowiednio na zbiorach J,, :== {1,...,m}iJ, :={0,...,m}
oraz majace funkcje rangi h i h'. Symbol é&; oznaczaé bedzie wektor, ktérego i-ta
wspolrzedna jest réwna 1, natomiast pozostate wspotrzedne sa réwne 0. Dla wek-
tora w = (wi,...,wy) € NJ'1 X = {i1,...,4;} C Iy, i1 < --- < ij, przyjmujemy
w(X) = (wjy, ..., w;,), za8 Wy oznacza taki wektor (wi,...,wn), ze:

w;, jesliie X;
0, jeslii¢g X.

w; 1=
Definicja 2.13. Sume wspotrzednych wektora w € Nj' nazywamy jego wagq
i oznaczamy jako |w|.
Zauwazmy, ze |w(X)| = |wx| dla dowolnych w € Ni* oraz X C J,,,.

Definicja 2.14. Noénikiem wektora w € Ni' nazywamy zbiér

supp w := {i € Jp, 1 w; # 0}.
Jesli © jest rodzing wektoréw nalezacych do N{*, to zbiér

supp © := {suppw : w € O}
nazywamy no$nikiem rodziny 6.

Wprowadzimy teraz pojecia zbioru wektoréw niezaleznych polimatroidu oraz
baz polimatroidu. Zagadnienia te sg szerzej oméwione w pracy Herzoga i Hibi
[11]. Pamietajmy, ze rozwazamy jedynie polimatroidy calkowite.

Definicja 2.15. Zbiorem wektorow niezaleznych polimatroidu Z nazywamy ro-
dzine
D(2) :={w e Ny : |wx| < h(X) dla kazdego X C J,}.

Nie jest trudno zauwazy¢, ze je$li Z jest polimatroidem i D(Z) jego zbiorem
wektoréw niezaleznych, to h(X) = max{|wx|: w € D(Z)} dla kazdego X C J,,,.
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Przypomnijmy, ze przez porzadek standardowy w zbiorze wektoréw rozumie-
my relacje <; w zbiorze Z™ okreslong jako:

W< V= w; < V4, w,v € Z™.

W [11] wykazano, ze zbiér wektoréw niezaleznych D(Z) polimatroidu Z spelnia
nastepujace warunki:

1. D(Z2) jest niepusty i skoniczony.
2. Jesliw € D(Z), v € Ny’ oraz v < w, to v € D(Z).

3. Jedli w,v € D(Z), |[w| < |v], to istnieje taki i € Jp, ze w; < v; oraz
w +e; € D(Z)

Geometrycznie D(Z) jest wiec zbiorem punktéw o nieujemnych i caltkowitych

wspéirzednych zawartych w pewnym m-wymiarowym wieloScianie wypuktym,

ktéry dodatkowo spelnia powyzsze warunki. W tej samej pracy pokazano, ze dla

kazdego zbioru D C Nj* spelniajacego powyzsze trzy warunki istnieje dokladnie

jeden polimatroid catkowity Z, ktérego zbiorem wektoréw niezaleznych jest D.
Teraz przechodzimy do pojecia bazy polimatroidu.

Definicja 2.16. Jesli Z jest polimatroidem i D(Z) jego zbiorem wektoréw nieza-
leznych, to wektory maksymalne w sensie porzadku standardowego <; w zbiorze
D(Z) nazywamy bazami polimatroidu Z. Zbiér baz polimatroidu Z oznacza-
my B(Z).

Wagi wszystkich baz polimatroidu Z sa réwne h(.J,,), czyli sa réwne randze
polimatroidu Z. Ponadto nie jest trudno sprawdzié, ze (X, h]P( X)) dla dowolnego
X C J,, jest réwniez polimatroidem. Oznaczamy go symbolem Z|X i nazywamy
polimatroidem Z ograniczonym do zbioru X.

Jesli Z jest polimatroidem oraz X C J,,, to przez B(Z, X) oznaczaé bedziemy
zbior takich wektoréw niezaleznych w € D(Z), ze suppw C X oraz |w| = h(X),
czyli:

B(2,X) = {w € Nf' : supp C X, Vycx |oy| < h(Y), |ox] = h(X)}.  (2.1)

Nalezy zwréci¢ uwage na bliski zwiazek zbioru B(Z, X) oraz zbioru baz polima-
troidu Z|X. Istotnie, zauwazmy, ze

weB(Z,X) <= suppw C X oraz w(X) € B(Z|X).

Uwaga 2.17. Rodzina B(Z, X) zawsze jest niepusta. W skrajnych przypadkach,
gdy X = ) lub funkcja rangi polimatroidu Z przyjmuje wylacznie warto$é¢ réwna
0, rodzina B(Z, X) zawiera jedynie wektor zerowy.
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Zwrbémy jeszcze uwage na fakt, ze jesli Z jest matroidem, to wektory nalezace
do rodziny B(Z, X ) maja tylko wspélrzedne réwne 0 lub 1.
Czesto bedziemy korzystaé z nastepujacego lematu.

Lemat 2.18. Jesli w € B(Z,X), X C Jy,, to w € B(Z,suppw).

Dowdd. Wystarczy pokazaé¢ réwno$¢ |Wsuppw| = h(supp w). Korzystajac z zato-
zenia oraz monotoniczno$ci funkcji h otrzymujemy:

@] = |wx| = h(X) > h(supp @) > [Wsuppw| = |@]- ]

Przechodzimy teraz do rozwazan, ktére dotycza pojecia rodziny kompatybil-
nej z polimatroidem. Rozpoczniemy od nastepujacej definicji.

Definicja 2.19. Polimatroid 2’ = (J],, h') nazywamy uzupelnieniem polimatro-
idu Z, jesli h'({0}) = 1 oraz Z = Z'|J,.

Zauwazmy, ze z warunku h’'({0}) = 1 wynika, iz 0 jest punktem atomowym
polimatroidu Z’. Istotnie, niech X C J/ . Jesli 0 € X, to A/ (X U{0}) = K/(X).
Jesli natomiast 0 € X, to korzystajac z submodularnosci funkeji A’ otrzymujemy

R(X U{0}) =K (X U{0})+ K (D) =
=K (X U{0})+ ' (X N{0}) <K(X)+ K ({0}) =1'(X)+1.

Jednakze z monotonicznosci funkeji A’ mamy A'(X) < h'(X U {0}), wiec biorac
pod uwage fakt, iz mamy do czynienia z polimatroidami calkowitymi, wniosku-
jemy, ze (X U{0}) = A/ (X) lub W(X U{po}) = A'(X) + 1.

Jesli Z’/ jest uzupelnieniem polimatroidu Z, to port Z’ w punkcie atomowym
0 oznaczamy jako A(Z’), to znaczy A(Z') := A¢(Z’). Nietrudno zauwazyé, ze
jesli A(Z") # 0, to z monotonicznosci rodziny A(Z') mamy J,,, € A(Z’). Nalezy
pamietaé, ze dla polimatroidu Z jego uzupelnienie nie jest wyznaczone jedno-
znacznie.

Definicja 2.20. Rodzine monotoniczna A C P(J,,) nazywamy kompatybilng
z polimatroidem Z, jezeli istnieje uzupelnienie Z’ polimatroidu Z, dla ktérego
A=A(Z).

Pokazemy, ze jesli rodzina A jest kompatybilna z polimatroidem Z, to polima-
troid Z’ w powyzszej definicji jest wyznaczony jednoznacznie. Zalézmy zatem, ze
rodzina monotoniczna A C P(J,,) jest kompatybilna z polimatroidem Z oraz, ze
AW') = A = A(Z2'), gdzie W oraz 2’ sa uzupelnieniami polimatroidu Z, kté-
rych funkcje rangi sa odpowiednio réwne f’ oraz h'. Wezmy dowolny zbiér X C J/
i rozpatrzmy dwa przypadki. Jedli 0 ¢ X, to oczywiscie f/(X) = h(X) = W/(X).
W przypadku, gdy 0 € X, przyjmijmy Y := X \ {0} i ponownie rozwazmy dwie
mozliwodci. Jesli Y € A, to

(X)) =Y u{o}) = (V) =hY)=n0(Y)=h1 U{0}) = h(X),
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ajesli Y € A, to skoro 0 jest punktem atomowym, wiec:
fX)=fYu{oh)=f¥)+1=hrY)+1=Hr(Y)+1=hr(YU{0}) =K (X).

Pokazalisémy, ze dla kazdego X C J/, mamy f'(X) = h/(X), co oznacza, ze
polimatroidy W' oraz Z’ sa réwne.

Zauwazmy, ze polimatroid Z, ktorego funkcja rangi ma wszystkie wartosci
réwne 0, jest kompatybilny jedynie z rodzing monotoniczng A = (). Z drugiej stro-
ny, pusta rodzina monotoniczna jest kompatybilna z kazdym polimatroidem Z.
Ponadto, jesli A = P(J,,), to rodzina A nie jest kompatybilna z zadnym polima-
troidem. Stad w dalszej czesci pracy wszystkie rozwazane rodziny monotoniczne
A sg réozne od ()1 P(Jy,). Zakladamy réwniez, ze funkcja rangi polimatroidu Z nie
jest funkcja zerowa. Rodzing minimalnych, w sensie inkluzji, zbioréw nalezacych
do rodziny monotonicznej A oznaczamy jako min A.

Sprawdzenie kompatybilnosci dowolnej rodziny A z polimatroidem Z nie na-
strecza trudno$ci zwigzanych z konstrukcjg Z’, jedli zastosujemy ponizszy lemat,
ktory jest wnioskiem z wyniku uzyskanego przez Csirmaza [0, Proposition 2.3].

Lemat 2.21 (Farras, Marti-Farré, Padré [8, Proposition 7]). Rodzina monoto-
niczna A C P(Jy) jest kompatybilna z polimatroidem Z wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnione sq nastepujgce warunki:

1. JesliY CX CJm, Y 2 A i X €A, to h(Y) < h(X).
2. Jesli X,Y €A i XNY ¢ A, to h(XNY)+h(XUY) <h(X)+h(Y).

Bedziemy bardzo czesto powolywaé sie na powyzszy lemat w dalszej czesci
pracy, dlatego bedziemy uzywali nazwy lemat Csirmaza odwolujac sie do [2.21]

Warto jeszcze wspomnieé¢ o pewnych mozliwych uproszczeniach. Pierwsze
z nich jest wynikiem pochodzacym od Schrijvera [19] i dotyczy submodularnosci
funkcji rangi.

Twierdzenie 2.22 (Schrijver [19, Theorem 44.1]). Przeksztalcenie h: P(Q) — R
jest funkcjg submodularng wtedy i tylko wtedy, gdy

h(X) + h(X U{i,j}) < M(X U{i}) + (X U{j})
dla wszystkich i,j € Q, i # j, oraz dla wszystkich X C Q \ {i,j}.

Okazuje sie, ze dla lematu Csirmaza (2.21)) istnieje prostsza, réwnowazna,
wersja.

Lemat 2.23 (Martin, Padré, Yang [15, Proposition 2]). Rodzina monotonicz-
na A C P(Jp) jest kompatybilna z polimatroidem Z wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnione sq nastepujgce warunki:
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1. Jesli X C Jp, X ¢ A, i€ Jpy, oraz X U{i} € A, to h(X) < L(X U{i}).
2. Jesli X ¢ A, i,j € Iy, 1 #j oraz X U{i}, XU{j} € A, to

MX)+h(XU{i,j}) <h(XU{i})+ (X U{j}).

2.2.1 Polimatroidy jednorodne

Polimatroidy jednorodne beda odgrywaé istotng role w naszych badaniach.
Ich definicja jest nastepujaca.

Definicja 2.24. Polimatroid calkowity Z = (J,,, h) nazywamy jednorodnym,

gdy
| X[= Y] = h(X)=n"h(Y)

dla wszystkich X, Y C J,,.

Zauwazmy, iz przyjmujac h; = h(X) dla X C J,,, |X| = i, otrzymujemy
ciag liczb catkowitych, ktory wyznacza funkcje rangi polimatroidu jednorodnego.
Okazuje sie, ze prosta charakteryzacje takich ciggdéw, a zatem i polimatroidow,
mozna uzyskaé¢ badajac wlasnosci ciagu jego przyrostow.

Stwierdzenie 2.25. Jesli para (Jp, h) jest polimatroidem jednorodnym, to cigg
9 = (Gt)t=0,1,...m—1, okreslony wzorem

gt:ht‘Fliht? t:Oa]-a'”vm*]-a

gdzie hy = h(X) dla X C J,,, |X| =1, jest nierosngcy i jego wyrazy sq nieujem-
nymi liczbami catkowityms.

Dowdd. 7 definicji polimatroidu jednorodnego wynika, ze liczby h;, i =0,1,...,m,
a zatem réwniez ciag g, sa poprawnie okreslone. Z monotonicznosci funkcji rangi
wynika, ze ciag (hi)i=o,1,...,m jest niemalejacy, wiec ciag g ma wyrazy nieujemne.
Podobnie, skoro ranga h polimatroidu calkowitego przyjmuje jedynie wartosci
calkowite, zatem zaréwno ciag (h;)i=o1,..m, jak i ciag g maja wylacznie wyrazy
catkowite.

WeZzmy teraz dowolne t € {0,1,...,m — 2} oraz takie zbiory X, Y C J,,, ze
I X|=1Y|=t+1,|XNY| =t Stad | X UY| =t + 2, wiec z submodularnosci
funkcji h otrzymujemy

hivo 4+ hy = h(X U Y) + h(X N Y) < h(X) + h(Y) = hig1 + Ay,

a stad
941 = hiyo — hip1 < hyp1 — by = gy,

co oznacza, ze ciag g jest nierosnacy. O
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Niech teraz g = (g¢)t=0,1,...m—1 bedzie dowolnym ciggiem liczb catkowitych.
Definiujemy ciag (hi)i=o,1,...,m przyjmujac hg = 0 oraz

1—1
hi=Y g dai=1,....m
t=0

Przy pomocy liczb h; okreslamy funkcje h: P(Jy) — Z wzorem h(X) = h x| dla
X C Jn.

Stwierdzenie 2.26. Jesli ciqgg g jest nierosngcy i jego wyrazy sq nieujemnymi
liczbami calkowitymi, to para (Jp, h) jest polimatroidem jednorodnym.

Dowdd. Nalezy sprawdzié, ze okreslona powyzej funkcja h spelnia warunki ran-
gi polimatroidu jednorodnego. Warunek h(()) = hy = 0 wynika bezposrednio
z przyjetego wzoru. Skoro wyrazy g sa nieujemne, wiec ciag (hi)i—o1,..m jest
niemalejacy, skad wynika monotonicznos¢ funkcji h.

Aby udowodnié¢ submodularnoéé funkcji h, postuzymy sie twierdzeniem [2.22
Istotnie, dla i,j € Jp,, @ # j, X C Jpn \ {4, 7}, przyjmijmy ¢t = | X| i zauwazmy, ze
skoro ciag g jest nierosnacy, to

(h(X Ui} +h(X U {5} — (MX) +A(X Ui, 5})) =
= 2hi41 — he — higa = (her — he) — (hig2 — hig1) = ¢ — Gew1 > 0.

Pokazaliémy zatem, ze (J,,, h) jest polimatroidem. Poniewaz liczby (g¢)t=0.1,....m—1
sa calkowite, wiec to samo mozemy powiedzie¢ o liczbach (h;)i=0.1,...m, a stad
funkcja h ma wytacznie wartodci catkowite. Na koniec, z okreslenia funkcji A,
jesli | X| = [Y], to h(X) = hx| = hyy| = h(Y), wigc (Jm, h) jest polimatroidem
jednorodnym. 0

7 powyzszych dwoch stwierdzen wynika, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna
odpowiedniosé pomiedzy rodzing polimatroidéw jednorodnych zdefiniowanych na
zbiorze J,, i rodzina m-elementowych nierosnacych ciagéw nieujemnych liczb
calkowitych. Zauwazmy, ze wypowiedzi powyzszych stwierdzen nie zmienia sie
istotnie, jesli dodatkowo bedziemy przyjmowaé g, := 0, co znacznie utatwi nam

kolejne wypowiedzi.

Definicja 2.27. Jesli Z = (Jp,h) jest polimatroidem jednorodnym, to ciag
g = (gt)tZO,l,...,mv Okreélony jako gm = Oa

gt:ht+1_ht7 t:O717"'7m_17

gdzie h; = h(X) dla X C J,, |X| = ¢, nazywamy ciggiem wyznaczonym przez
polimatroid jednorodny Z.
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Jesli ciag g = (9¢)i=0,1,...,m jest ciagiem wyznaczonym przez polimatroid jed-
norodny Z = (J,, h), to uznajemy za zdefiniowane liczby hy = 0 oraz

hizg:lgt dlai=1,...,m.
t=0
Zauwazmy, ze
e go=0<—=h;=---=h,, =0;
e g1 =0« h;=---=hy, = qgo-

Stad, zgodnie z wczesniejszym zalozeniem, iz rozwazamy jedynie polimatroidy
Z, ktorych funkcja rangi jest niezerowa, w dalszej czesci pracy zakladamy, ze dla
wszystkich ciggéw g oraz wszystkich polimatroidéow jednorodnych Z zachodzi
go # 0 lub réwnowaznie hy # 0.

Wielokrotnie w dalszej czesci pracy beda wykorzystywane nastepujace lematy.

Lemat 2.28. Jesli g = (9¢)i=0,1,....m jest ciggiem wyznaczonym przez polimatroid
jednorodny Z = (Jpm,h), to dla dowolnych i,j € {0,1,...,m}, j < i, zachodzi

réwnosé
i—1
hi — hj = E gt.
t=j

Dowod. Wystarczy zauwazy¢é, ze
i—1 j—1 i—1
hi—hj = 9= 9= g O
t=0 t=0 t=j

Przypomnijmy, ze zbiér B(Z, X) jest okreslony za pomoca (2.1)).

Lemat 2.29. Niech g = (g¢)i=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez poli-

matroid jednorodny Z = (Jm,h), niech X C Jp,, k = |X| oraz w € B(Z, X).
Woéwczas:

1. Dla kazdego i € X zachodzi w; > gg_1.-
2. Jesli w; = gi—1 dla pewnego i € X, to w —w;e; € B(Z,X \ {i}).
Dowéd. 1. Zauwazmy, ze |wx| = h(X) = hy, [wx\ (| < h(X \ {i}) = hy—1, wiee
w; = [wx| — [wx\fiy| = b — he—1 = gr—1-
2. Oznaczajac 0 := w — w;€; mamy suppv C X \ {i} oraz

”l_)’ =hy — g1 =hp_1 = h(X \ {Z}) ]
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Lemat 2.30. Niech g = (gt)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez poli-
matroid jednorodny Z = (Jm,h). Jesli g = 0 dla pewnego 1 < k < m oraz
Y, X C Jy, sq takimi zbiorami, ze |Y| >k 1Y C X, to B(Z,Y) C B(Z,X).

Dowdd. Wezmy dowolny wektor w € B(Z,Y). Wystarczy pokazaé, ze |wx| = h(X).
7 faktu, ze ciag g jest ciagiem nierosnacym, a jego wyrazy sg nieujemne wynika,
ze gr = ... = gm = 0. Zauwazmy, ze suppw C Y C X. Korzystajac z zalozen
oraz lematu |2.28| otrzymujemy:
|X]—1
jwx| = |wy| =h(Y) =hy =hx — Y g =hx = h(X),
t=|Y|

co konczy dowdd. O
Rozwazmy teraz zagadnienie kompatybilnosci rodziny monotonicznej z po-

limatroidem jednorodnym. Wprowadzamy pewne pojecia, ktére beda dogodne
w dalszych zastosowaniach.

Definicja 2.31. Dla danej rodziny monotonicznej A C P(J,,) definiujemy zbiory
Li(A), Ix(A) €{0,1,...,m — 1} nastepujaco:

1. k € 1(A) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki zbiéor X € P(J,,) \ A oraz
taki element i € J,,, ze | X|=ki1 X U{i} € A.

2. k € Ix(A) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja taki zbiér X € P(J,,) \ A oraz
takie elementy i,j € Jp, 1 # J, ze | X|=k1 X U{i} € A, X U{j} € A.

Definicja 2.32. Niech g = (90,91, 9m—1,9m), gm = 0, bedzie nierosnacym
ciagiem nieujemnych liczb catkowitych. Sygnaturg ciagu g nazywamy taki ciag
zero-jedynkowy o(g) = (00,01, ...,0m—1), 7€

L, gdy gi > git1,
g; \—
07 gdy 9i = Gi+1,
dlai=0,1,...,m — 1.
Zauwazmy, ze jesli k € Jp, jest najwiekszym takim wskaZnikiem, dla ktérego
or=1,tog0>...2 9k > gk+1 = -.- = gm-1 = gm = 0. W szczegdlnosci
o(g)=(0,....0,1) &= go=g1 ="+ = g1 >0
oraz
olg)=(1,....1,1) <= g0 > g1 >+ > gm-1 > 0.

Twierdzenie 2.33. Niech g = (9t)i=0,1,....m bedzie ciggiem wyznaczonym przez
polimatroid jednorodny Z = (Jm, h) oraz niech o(g) = (00,01,...,0m—1) bedzie
sygnaturg ciggu g. Rodzina monotoniczna A C P(Jy,) jest kompatybilna z poli-
matrotdem Z wtedy i tylko wtedy, gdy speinione sq warunki:
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1. istnieje taka liczba | € Jp,, | > max I1(A), Ze o7 = 1.

2. o =1 dla kazdego k € I>(A).

kY

Dowdd. Rozpocznijmy od implikacji ,,=” i przyjmijmy n := maxI;(A). Stad
istnieja takie podzbiory X CY C J,,ze X ¢ A,Y € Aoraz | X|=n, |Y| =n+1.
Zgodnie z warunkiem 1 lematu mamy hy, = h(X) < (YY) = hyy1, wiec
gn = hpy1 — hyp > 0. Poniewaz g, = 0, wiec istnieje taka liczba naturalna [, ze
n<l<mig >g+1 =0, ato oznacza, ze op = 1.

Rozwazmy teraz dowolna liczbe k € Iy(A). Wtedy istnieja taki podzbiér
X C Jp, i takie elementy i,j € J, \ X, i # j, ze | X| =k, X ¢ A, X U {i},
X U{j} € A. Zgodnie z warunkiem 2 lematu otrzymujemy

MX)+h(XU{i,j}) <h(XU{i})+h(XU{j}).

Stad hg + hrio < 2hjy1. Nastepnie, po oczywistych przeksztalceniach otrzymu-
jemy gry1 = hgq2 — hgyr < hpg1 — hg = gg, a stad o = 1.

Dla dowodu implikacji ,,<=”, zalézmy, Ze spelnione sa warunki 1 i 2 tego twier-
dzenia. Z faktu, ze o; = 1 dla pewnego | > max [;(A) wynika, iz g, > 0 dla kaz-
dego n < I, wigc h(X) < h(Y') dla wszystkich X CY C J,,, |Y|—-1=|X|=n.
Zauwazmy, ze jesli X € A, to | X| < I, wiec w szczegdlnosci spelniony jest waru-
nek 1 lematu 2.23

Aby udowodni¢ warunek 2 lematu[2.23] rozwazmy taki podzbiér X C J,, oraz
elementy i,j € J, \ X, ze i # j, X ¢ A, X U{i}, X U{j} € A. To oznacza, ze
| X| =:n € I2(A), wiec zgodnie z warunkiem 2 naszego twierdzenia o, = 1. Stad

(P(X) +h(X U {i,j}) = (MX U} +h(X U{}) =
= (hn + hn+2) - 2thrl = (hn+2 - hn+1) - (hn+1 - hn) = gnt+1 — gn <0,
co konczy dowdd. O

Whniosek 2.34. Niech g = (9t)i=0,1,....m 010z § = (§t)t=0,1,....m beda cigga-
mi wyznaczonymi odpowiednio przez polimatroidy jednorodne Z = (Jpy,h) oraz
Z = (Jims ﬁ) Jesli sygnatury ciggow g oraz g sq rowne, to rodzina monotoniczna
A C P(Jn) jest kompatybilna z polimatroidem Z wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
kompatybilna z polimatroidem Z.

Dowdd. Wniosek wynika bezpoérednio z twierdzenia [2.33 O

Powyzszy wniosek pokazuje, ze kompatybilnosé rodziny monotonicznej z po-
limatroidem jednorodnym nie zalezy bezposrednio od wartosci jego funkcji ran-
gi, ani od warto$ci wyrazéw ciagu g wyznaczonego przez ten polimatroid, ale
od rozmieszczenia tych indekséw, dla ktérych wyrazy ciagu g zmieniajg swoja
wartos¢. Dlatego, do zbadania kompatybilnosci rodziny monotonicznej z polima-
troidem wyznaczajacym ciag g, mozna uzy¢ polimatroidu wyznaczajacego ciag
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9 = (§t)t=0.1,....m, ktérego wyrazy otrzymujemy z sygnatury o(g) = (0o, ..., 0m—1)
za, pOmMocy Wzoru:

m—1
G=> o1 te{0,...,m—1}
1=t

Teraz zaprezentujemy kilka lematow, ktore beda wykorzystywane w dalszych
rozdziatach pracy.

Lemat 2.35. Niech g = (gt)i=0.1

I} PPN

m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polima-
troid jednorodny Z = (Juy, h). Jesli g = 0 dla pewnego 1 < k < m oraz rodzina
monotoniczna A C P(Jy,) jest kompatybilna z polimatroidem Z, to wszystkie
podzbiory zbioru Jp,, ktére majg co nagmniej k elementéw, nalezg do A.

Dowdd. Przypu$émy nie wprost, ze pewien zbiér Y C J,,, |Y| > k, nie nalezy
do rodziny A. Wezmy zatem taki zbiér X, ze Y C X i X € A. Taki zbiér X na
pewno istnieje, jest nim na przyktad .J,,,. Wowczas, na podstawie lematu Csirmaza
(2.21)) oraz lematu otrzymujemy kolejno

| X]—1 |X]—1

hY)<h(X) = 0<h(X)=h(Y)=hx —hy = >, < >, g
t=|Y| t=k

7 zatozenia g = 0, wiec z monotonicznosci ciagu g wynika, iz w ostatniej sumie
wszystkie sktadniki sa réwne 0. Mamy zatem 0 < 0, co jest sprzecznodcia. O

Przypomnijmy, ze min A oznacza rodzine minimalnych zbioréw nalezacych
do rodziny monotonicznej A, a Pr(A) jest rodzina wszystkich podzbioréw k-
elementowych zbioru A.

Lemat 2.36. Niech g = (g¢)1=0,1,..m bedzie takim ciggiem wyznaczonym przez
polimatroid jednorodny Z = (Jm, h), Ze gx—1 > g = 0 dla pewnego 1 < k < m,
oraz niech A C P(Jy,) bedzie rodzing monotoniczng. Wowczas:

1. Jesli Pp(Jm) C A, to dla takich zbiorowY CW C J,,, zeY ¢ A i W € A
mamy h(Y) < h(W).

2. Jesli Pr(Jm) CAorazgo>q1 > > g1 >0k ="""=0gm-1=Ggm =0,
to rodzina A jest kompatybilna z polimatroidem Z.

3. Jesli min A = {X} dla pewnego X C J,, oraz k = m, to rodzina A jest
kompatybilna z polimatroidem Z.

Dowdd. 1. Wezmy takie zbiory Y C W C J,, ze Y ¢ A1 W € A. Oczywiscie
Y| < |W|, wiec z lematu otrzymujemy

W|-1

W) =h(Y) =hw| —hy| = Y g
v
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Przypusémy, ze powyzsza suma jest rowna 0. Wowczas suma ta ma wszystkie
skladniki réwne 0 = gy = -+ = gw|-1, a zatem z zalozen mamy k < Y.
Poniewaz wszystkie podzbiory k-elementowe zbioru J,, nalezg do A, wiec Y € A.
W ten sposob otrzymalismy sprzecznosé.
2. Zauwazmy, ze o(g) = (1,...,1,0,...,0). Z zalozenia, iz wszystkie zbiory
AR NG

k m—Fk
k-elementowe naleza do A wynika, ze I1(A),Io(A) € {0,1,...,k — 1}. Zatem

warunek 1 twierdzenia jest spelniony, skoro maxI1(A) < k—11io0p_1 =1.
Roéwniez warunek 2 tego twierdzenia jest spelniony, poniewaz o; = 1 dla kazdego
ie{0,1,...,k—1}.

3. Pokazemy, ze spelnione sa warunki lematu Csirmaza . Pierwszy waru-
nek wynika z punktu 1 tego lematu, gdyz dla k = m mamy Pk (J,) = {Jn} C A,
poniewaz Jp, jest jedynym swoim m-elementowym podzbiorem oraz nalezy do
dowolnej niepustej rodziny monotonicznej. Zauwazmy, ze jesli min A = {X} oraz
W)Y € A,to X C Woraz X CY,skad X C WNY. Zatem warunek drugi
lematu Csirmaza jest spelniony pusto. O

Whiosek 2.37. Niech g = (g¢)i=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez poli-
matroid jednorodny Z = (Jym, h). Jesli go > g1 > -+ > Gm-1 > gm = 0, to kazZda
rodzina monotoniczna A C P(Jy,) jest kompatybilna z polimatroidem Z.

Dowod. Wystarczy zauwazyé, ze jedynym podzbiorem m-elementowym zbioru
Jm jest on sam. Ponadto J,, nalezy do kazdej niepustej rodziny monotonicznej A,
stad oraz lematu m (2) otrzymujemy wniosek. O

Na zakonczenie tego podrozdzialu wprowadzimy pojecie wektora wierzchot-
kowego.

Definicja 2.38. Niech g = (g¢)t=0,1,....m bedzie ciagiem wyznaczonym przez poli-
matroid jednorodny Z = (J,,,, h). Jedli g1 > 0, to kazdy wektor, ktéry powstaje

z wektora
k—1
Zgzéz = (gOagla"'agk—1707"'>O)
1=0

m—k
przez dowolna permutacje jego wspétrzednych nazywamy wektorem wierzchotko-
wym rzedu k.

Zauwazmy, ze jesli g1 > 0, to dowolny wektor wierzchotkowy rzedu k ma
doktadnie k£ niezerowych wspélrzednych o wartosciach: go, g1, ..., 9x—1. Nazwa
wektorow wierzchotkowych nie jest przypadkowa, sa to bowiem wierzchotki wie-
loécianu D(Z).

Lemat 2.39. Niech g = (g¢)1=0,1,..m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polima-
troid jednorodny Z = (Jym, h). Wowczas dla kazdego wektora wierzcholkowego w
mamy w € B(Z,supp w).
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Dowdd. Niech w bedzie dowolnym wektorem wierzchotkowym rzedu k. Oczywi-
Scie |suppw| = k. Wezmy dowolny podzbiér Y C suppw i niech |Y| =: [ < k.
Woéwezas, korzystajac z tego, ze ciag g jest nierosnacy oraz z lematu [2.28| otrzy-
mujemy:

-1
oy | < gi = hi = h(Y).
i=0

Ponadto zauwazmy, ze jesli Y = supp w, to |Y'| = k oraz w powyzszej nieréwnosci
otrzymamy |Bsuppw| = >org gi = hi- Stad |Wsuppw| = h(supp @), co ostatecznie

dowodzi, ze w € B(Z,suppw). O

2.2.2 Jednorodne polimatroidy boolowskie

Jednorodne polimatroidy boolowskie beda odgrywaé pewna role w naszych
badaniach, o czym przekonamy sie w podrozdziale Ten podrozdzial rozpocz-
niemy od definicji polimatroidu boolowskiego, a zakonczymy warunkiem koniecz-
nym i wystarczajacym na to, aby polimatroid jednorodny byl boolowski.

Definicja 2.40. Polimatroid catkowity Z = (Jy,, h) nazywamy polimatroidem
boolowskim, jesli istnieje taka rodzina {B;};c,, zbioréw skonczonych, ze

Us,

1€X

h(X) =

dla kazdego X C J,,. Rodzing {B;}ic,, nazywamy reprezentacjq boolowskq poli-
matroidu Z. Przyjmujemy oznaczenie B := (JI*; B;.

Stwierdzenie 2.41. Jesli polimatroid calkowity Z = (Jp,, h) jest polimatroidem
boolowskim, to jest reprezentowalny nad kazdym ciatem skoriczonym.

Dowdd. Niech {B;};c,, bedzie reprezentacja boolowska polimatroidu Z = (J,,, h).
Dalej, niech F bedzie dowolnym cialem skonczonym. Przyjmijmy r := |B|. Bez
straty ogélnoéci mozemy zalozyé, ze B jest baza przestrzeni liniowej V := F".
Woéwezas, dla kazdego ¢ € Jy,,, mozemy zdefiniowaé podprzestrzen liniows V; prze-
strzeni V jako V; := lin{B;}, czyli podprzestrzen rozpieta na takich wektorach
bazy B, ktore naleza do zbioru B;. Oczywiscie

h(X) = dim(lin{ | J B:}) = dim () Vi),
i€X ieX
dla kazdego niepustego X C J,,. O

Niech rodzina { B; };c,, bedzie rodzina zbioréw skoniczonych. Rozwazmy funk-
cje U: B — P(Jy,) zdefiniowana wzorem ¥(z) := {i € J,,, : © € B;}. Za pomoca
tej funkcji definiujemy (parami roztaczne) zbiory

Wy={xeB:¥(zx)=A} dla A€ P(Jn). (2.2)
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Zauwazmy, ze dla A € P(J,,) oraz x € B:
A=VY(z) <= z € Wy.
Oznaczmy wy := |Wy| dla A € P(J,,,) oraz wk = Y APy () WA

Lemat 2.42. Niech {B;}ic,, bedzie rodzing zbioréw skoriczonych. Wowczas dla

Usi= U Wa

icl AEP(Jm)
ANITH#D

dowolnego I C Jy, mamy

Dowdd. Niech b € ;e Bi, czyli b € By, dla pewnego k € I. Stad k € ¥(b) =: C,
wiec b € We. Poniewaz k € INC, wiec I NC # (), skad ostatecznie

beWe<C |J Wa

AEP(Jm)

ANT#D
Niech teraz b € Uaep(y,,), anrzo Wa. Zatem b € Wy dla pewnego A € P(Jy),
ANT # (. Stad U(b) = A, wiec b € B; dla kazdego i € A. Biorac k € AN,
otrzymujemy

be B, C B O
i€l

Lemat 2.43. Niech rodzina {B;}ic,, bedzie reprezentacjq boolowskq polimatro-
idu Z = (Jpm, h). Jesli polimatroid Z jest jednorodny, to istniejq takie liczby wy,
t € Jm, Ze wo = wy dla kazZdego t-elementowego zbioru C € P(Jp,). W szczegol-
nosci |C| = |C'| = we = wer dla wszystkich C,C" € P(Jy,).

Dowdéd. Zastosujemy indukcje wzgledem ¢. Niech ¢ = 1. Ustalmy k € J,, oraz
niech I := J,, \ {k}. W tym przypadku kazdy zbiér jednoelementowy, ktéry nie
jest roztaczny z I, jest zawarty w I, natomiast kazdy zbiér, ktéry ma co najmniej
dwa elementy, ma niepusty przekréj z I. Stad i z lematu [2:42] mamy

o =rM=|UBl=| U W= ¥ wt} ¥ wa=
AeP(Jm) AEP1(Jm) 1=2 AePy(Jm)
ANI#D INA#D INA#)D

m m
= w# — Wik} +sz# = sz# = W{k}-
=1

=2

Zatem przyjmujac
m
w1 1= Zwl# — hm_1,
=1
otrzymujemy wyy = w dla kazdego k € Jp,.
Zatézmy, ze 1 <t < midlal < r <t zdefiniowaliSmy juz takie liczby w,,
ze wo = wy, gdy C € P(Jp), |C| = r. Ustalmy zbiér C' € P(J,), |C| =t oraz
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niech I := J, \ C. Zauwazmy, ze kazdy zbiér rozlaczny z I jest zawarty w C,
za$ kazdy zbidr, ktéry ma wiecej niz t elementéw, kroi sie niepusto z I. Ponownie
korzystajac z lematu [2.42] oraz z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy

hp—t = h(I) = U WA‘
AEP(JIm)
Aﬂ[#@
t—1 m
= Z Z w4 + Z wA + Z Z wA =
I=1 A€P;(Jm) AEP(Jm) I=t+1 A€P;(Jm)
INA#0 INA#D INA#£D
— m
—Z( <>wl>+wz¢—wc+2wl#—
I=1 I=t+1
m t—1
= Zwl# ( >U}l — wce.
1 =1

l

Zatem przyjmujac
m t—1 ¢
Wy 1= Zwl# - Z (l)wl — hin—t,
=1 =1
otrzymujemy wc = w; dla dowolnych C € P(J,,), |C| = t, co konczy krok
indukcyjny. O

W dalszej czedci pracy liczby wy, t € Jp,, oznaczaja liczby opisane w powyz-
szym lemacie.

Whniosek 2.44. Niech rodzina {B;}ics,, bedzie reprezentacjqg boolowskq polima-
troidu Z = (Jm, h). Jesli polimatroid Z jest jednorodny, to w;f = (Vwy dla kaz-
dego k € Jp,.

Dowdd. Wniosek wynika bezposrednio z lematu [2.43] O

Whniosek 2.45. Niech rodzina {B;}icy,, bedzie reprezentacjq boolowskq polima-
troidu Z = (Jpm, h). Jesli polimatroid Z jest jednorodny, to

m m—t
= Z (T) w; oraz hy = by — Z (ml— t) wy

=1 =1

dlat=1,2,...,m—1.

Dowdd. Stosujac lematy oraz wniosek otrzymujemy

’:‘ U WA‘ 2 “’A—Z“’z—i@)wl-

i€Jm AEP(Jm) AEP(Jm) =1

hm = h(J,
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Niech teraz t < m oraz I C Jp,, |I| = t. Wowczas

U wl=Y T wmr YT w-

he = h(1) = || B;
el

AEP(Jm) =1 AGPZ(J77L) l=m—t+1 AEPZ(Jm)
ANI#Q INA#D INA#Q
m—t m—t m m -t m—t
S T R AR SIS o0 ol L R
=1 l=m—t+1 =1 =1

o m—t
:hm—z ; wy.

Lemat 2.46. Niech rodzina {B;}icj,, bedzie reprezentacjqg boolowskq polima-
troidu Z = (Jm, h). Jesli  Z jest polimatroidem jednorodnym i wyznacza cigg

g = (9t)t=0,1,....m, to
Tt —t—1
gt = Z 1—1 wy

=1
dlat=0,1,...,m—1.

Dowod. W dowodzie korzystamy ze znanej tozsamosci

ny (n-—1 n n—1
k) k k—1)
Dla t = 0 otrzymujemy

m—1 m m—1
m—1 m m—1
gOZhlzhm_Z< ; >’wlzz<l>wl_ < ) )wl:
m—1 m—1
m m—1 m—1
=1 =1
i(m—l)w
p— l'
Pt -1

Gdy t > 0, to z wniosku [2.45] otrzymujemy

gt = hiy1 —hy =
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Whniosek 2.47. Niech rodzina {B;}ic,, bedzie reprezentacjq boolowskq polima-
troidu Z = (Jm, h). Jesli
g = (9t)i=0.1,..m; to

Z jest polimatroidem jednorodnym i wyznacza cigg

gdzie wektory g = [gqfl,gm727..-7glng]T, W = (w1, w2, ..., W1, Wy]T oraz
. _ [pi—1y]m ™
macierz F = [(jfl)}jzlw.,m.

Dowdd. Wniosek wynika bezposrednio z lematu [2.46] O

Whniosek 2.48. Niech rodzina {B;}icy,, bedzie reprezentacjq boolowskq polima-
troidu Z = (Jm, h). Jesli
9 = (9t)t=0,1,....m, to

Z jest polimatroidem jednorodnym i wyznacza cigg

W = _F'_]'77 (2.4)
gdzie wektory g = [gm_l,gm_g,...,gl,go]T, w = [wi,wa, ..., Wn_1,wn]’ oraz
macierz F~1 = [(—1)1""3'(",_1)}Z:Lm’m

J=V]i=1,...m’

Dowdd. Bezpoérednim, choé¢ zmudnym rachunkiem mozna sprawdzi¢, ze jesli

F= [(éj)r:hw% to F~ = [(—1)i+j(i—1)]i:1,~..,m !

j—1
Zauwazmy, ze réwnoéci (2.3)) oraz (2.4]) z powyzszych wnioskéw mozna zapisaé
nastepujaco:

7j=1,...m 7j=1,....m

(gm] [T 0 ... 0 0 ][ w |
Im—2 1 1 0 0 w2
g1 m—2 1 Wm—1
) |1 m- 1 m—1 1 || wm |
oraz
[ wy ] (1 0 0 ] [gm-1]
w2 -1 1 0 0 Im—2
Wyn—1 (=)™ (=1)"H(m —2) 1 0 g1
L wn | (D)™ (D)™ (m - 1) —(m-=1) 1 ][ g0 |

Teraz przystepujemy do podania warunku koniecznego i wystarczajacego na to,
aby polimatroid jednorodny byt polimatroidem boolowskim.

Twierdzenie 2.49. Niech polimatroid Z = (Jy,, h) bedzie polimatroidem jedno-
rodnym wyznaczajgcym ciqgg g = (9¢)t=0,1,....m- Polimatroid Z jest polimatroidem
boolowskim wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego t =1,...,m zachodzi

t
t—1
Z(_l)l+t (l N 1>gm—l >0

=1

(2.5)
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Dowad. Jesli Z jest polimatroidem boolowskim, to istnieje rodzina zbioréw, kté-
ra jest reprezentacja boolowska tego polimatroidu. Reprezentacja ta zgodnie ze
wzorem (2.2) wyznacza rodzine zbioréw {Wy4 : A € P(Jy,)}. Stad i z wniosku

[2.48 mamy
t
> (= Ht( ng—l =wy = |[Wa| >0
=1
dla wszystkich t =1,...,m i A € Py(Jm).

Dla dowodu odwrotnej implikacji zalézmy, ze nieréwnosci sa spelnio-
ne, to znaczy liczby Wy := Yi_;(—1 )l+t(§ i)gm ,, t = 1,...,m, sa nieujem-
ne. Niech X bedzie wystarczajaco duzym zbiorem skonczonym. Dalej, niech

= {W4:Ae€P(Jn)} bedzie taka rodzina parami rozlacznych podzbioréw
zbioru X, ze |Wyu| = wy, gdy |A| = t. Dla kazdego i € J,,, tworzymy zbidr
Bi = Uaep(s,),iea Wa.

Aby pokazaé, ze zbiory Bi, ..., By, sa reprezentacja boolowska polimatroidu
Z, ponownie rozwazmy funkcje ¥ : ;c; Bi — P(Jm) zdefiniowana wzorem
U(z) ={i € Jn : = € B;}. Zalézmy, ze x € Wy. Zauwazmy, ze ze wzgledu na
roztacznosé zbioréw w rodzinie W element = nalezy do B; wtedy i tylko wtedy,
gdy Wa C B;, a to ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy i € A. Stad wynika, ze
U(x) = A. W ten sposéb pokazaliSmy, ze W4 = {z € B : ¥(z) = A}.

Wezmy zbiér I C Jp,, |I| =t > 0. Pokazemy, ze |U;c; Bil = h(I) = hy.
Korzystajac z lematu otrzymujemy:

m—t m
1=l U mal=% ¥ @+ ¥ ¥ =
iel AEP(Jm) =1 AePi(Jm) l=m—t+1 A€P;(Jm)
ANT#D INA#D INA#D

() (e 2 (0
(1) ()

Korzystajac z tozsamosci
k
I EAVEER!
—1)"t =1
(1))

prawdziwej dla ¢ > 1 oraz k > 1, zauwazmy, ze dla k = 1,...,m mamy

(e () (e

b g ()() -

3
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Zatem kontynuujac wczesniejszy rachunek otrzymujemy

icl =1 i=1 i=1

m t—1
= > gmi=Y_gi=h,
i=0

i=m—t+1

gdzie ostatnia réwnosé wynika z lematu [2.28
=0=h =h(I). O

Jedli t = 0, to oczywiscie ‘ Uier Bi

Przyktlad 2.50. Rozwazmy polimatroid jednorodny Z = (Js, h), ktéry wyznacza

ciag g = (90,91, 92,93), g3 = 0. Z wniosku wiemy, ze nastepujaca zaleznosé
definiuje liczby w1, we, ws:

w1 1 0 gz
wo | = -1 1 0 a1
w3 1 =2 1] |go

Zgodnie z twierdzeniem [2.49 polimatroid (.J3, h) ma reprezentacje boolowska wte-
dy i tylko wtedy, gdy g2 > 0, —g2 + g1 = 0 oraz gs — 291 + go > 0. Pierwsze
dwie nieréwnosci sa spelnione dla kazdego polimatroidu jednorodnego. Dlatego
w tym przypadku polimatroid jednorodny jest boolowski wtedy i tylko wtedy,
gdy 25792 > g,

Przyktad 2.51. Rozwazmy polimatroid jednorodny Z = (Jy, h), ktéry wyznacza

ciag g = (90, 91, 92, 93, 94), g4 = 0. Z wniosku [2.48| wiemy, ze nastepujaca zaleznosé
definiuje liczby w1, weo, w3, wy:

wy 1 0 0 0] |gs
w9 . —1 1 0 0 gz
wyl |1 -2 1 0| |g¢s
Wy -1 3 -3 1 go

Zgodnie 7z twierdzeniem polimatroid (Jy,h) ma reprezentacje boolowska
wtedy i tylko wtedy, gdy g3 > 0, —g3s + g2 > 0, g3 — 292 + g1 > 0 oraz
—g3 4+ 392 — 3g1 + go > 0. Pierwsze dwie nieréwnosci sg spetnione dla kazdego
polimatroidu jednorodnego. Dlatego w tym przypadku polimatroid jednorodny

jest boolowski wtedy i tylko wtedy, gdy 239 > gy oraz D28 > g1 — go.

2.3 Schematy podziatu sekretu i matroidy

Rozdziat ten zakonczymy kréotkim oméwieniem zwiazkéw, jakie tacza matro-
idy i polimatroidy ze schematami podzialu sekretu. Przypomnijmy, ze D(M)
oznacza rodzine wszystkich zbioréw zaleznych schematu podzialu sekretu M.
Rozpocznijmy od nastepujacej definicji.
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Definicja 2.52. Jesli M jest schematem podziatu sekretu w zbiorze uczestnikow
P iistnieje taki matroid zdefiniowany na zbiorze P’ = PU{pg}, ze D(M) C P(P’)
jest rodzing jego wszystkich zbioréw zaleznych, to matroid ten nazywamy matro-
idem stowarzyszonym ze schematem M i oznaczamy 9t(M).

Zwiazek pomiedzy schematami podzialu sekretu i matroidami zostal dostrze-
zony przez Brickella i Davenporta i jest zaprezentowany w ponizszych twierdze-
niach.

Twierdzenie 2.53 (Brickell, Davenport [5, Theorem 1]). Dla kazdego spéjnego
1 idealnego schematu podziatu sekretu istnieje spojny matroid z nim stowarzyszo-

ny.

Zauwazmy, ze jesli M jest spojnym i idealnym schematem podziatu sekretu,
to stowarzyszony z nim matroid jest wyznaczony jednoznacznie. Jest to uzasad-
nione tym, ze wskazujac rodzine D(M) C P(P’) jako rodzine wszystkich zbioréw
zaleznych matroidu zdefiniowanego na zbiorze P’ = P U {py}, jednoznacznie go
okreslamy.

Twierdzenie 2.54 (Brickell, Davenport [5, Theorem 2]). Niech M = (E,r)
bedzie spojnym matroidem reprezentowalnym nad ciatem F oraz niech ey € E.
Wéwczas istnieje taki spéjny i idealny schemat podziatu sekretu M, ze P = F,
po = eg, S =TF oraz M = M(M) jest matroidem z nim stowarzyszonym.

Zauwazmy, ze jesli ustalimy spdjny matroid M = (E, r) reprezentowalny nad
cialem F i zastosujemy powyzsze twierdzenie, mozemy uzyskaé¢ rézne schematy
podziatu sekretu M, w zaleznosci od wyboru eg € E.

Powyzsze dwa twierdzenia maja swoje odpowiednie wersje wykorzystujace
pojecie portu matroidu i brzmig nastepujaco.

Twierdzenie 2.55 (Farras, Marti-Farré, Padré [0l Theorem 2.1)). Jesli I' C P(P)
jest spojng i idealng strukturg dostepu, to istnieje taki spojny matroid zdefinio-
wany na zbiorze P', ze I' jest jego portem w punkcie pg.

Twierdzenie 2.56 (Farras, Marti-Farré, Padré [9, Theorem 2.1]). Niech matroid
M = (E,r) bedzie spojnym matroidem reprezentowalnym nad cialem F oraz niech
eo € E. Wowczas port matroidu M w punkcie eqg jest spdjng i idealng strukturg
dostepu I' C P(E \ {ep}).

Podobnie jak w przypadku twierdzenia [2.54] jesli ustalimy spéjny matro-
id M = (E,r) reprezentowalny nad cialem F i zastosujemy twierdzenie
mozemy, w zaleznosci od wyboru ey € FE, uzyska¢ rozne struktury dostepu
[ ¢ P(E\ {eo}).

Pierwsze pytanie, ktére mozna w tym momencie postawi¢, brzmi nastepujaco:
czy istnieje spdjny matroid, ktérego co najmniej jeden port jest spdjna, ale nie
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idealng struktura dostepu? Odpowiedz jest pozytywna, a takim matroidem jest
matroid Vamosa. Kazdy z jego portéw jest spdjna, lecz nie idealng struktura
dostepu, co zostalo wykazane przez Seymoura [20].

Kolejne pytanie, nad ktérym warto sie zastanowic, jest nastepujace: czy istnie-
je spdjny i niereprezentowalny nad zadnym cialem matroid, ktérego co najmniej
jeden port jest spdjna i idealng strukturg dostepu? W tym przypadku réwniez
odpowiedZ jest pozytywna, a matroidem takim jest matroid non-Pappus. Po-
mimo tego, iz ten matroid nie jest reprezentowalny nad zadnym cialem, kazdy
z jego portow jest spdjna i idealna struktura dostepu, co zostalo wykazane przez
Simonisa i Ashikhmina [23].

Marti-Farré i Padré zaprezentowali interesujacy wynik dotyczacy zlozonosci
struktury dostepu. Warto przy tym odnotowaé, iz w przypadku portéw matroidu
Vamosa zostalo wykazane przez Beimela, Livne, Padro [1, ze ich zlozonosci nie
przekraczaja %.

Twierdzenie 2.57 (Marti-Farré, Padré [14, Corollary 18]). Jesli I' C P(P) jest
spojng strukturg dostepu oraz p(I") < %, to istnieje taki spojny matroid zdefinio-
wany na zbiorze P’, ze I' jest jego portem w punkcie pg.

Podsumowaniem tego rozdzialu jest rysunek [2.1] opisujacy relacje pomiedzy
oméwionymi klasami struktur dostepu.
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Rysunek 2.1: Relacje miedzy klasami spéjnych struktur dostepu:
A — zbiér spdjnych struktur dostepu,
B — zbiér spéjnych portéw matroidow,
C — zbidér spdjnych struktur dostepu, ktérych ztozonosé jest mniejsza niz %,
D — zbiér spdjnych i idealnych struktur dostepu,
FE — zbiér spéjnych portéw matroidéw reprezentowalnych,
P — zbiér portéw matroidu non-Pappus,
V' — zbiér portéw matroidu Vamosa.



Rozdziat 3

Wielodzielne struktury dostepu

3.1 Wiadomosci wstepne

Badajac wtasnosci struktur dostepu mozna zauwazy¢, ze ze struktury tej wy-
nika naturalna hierarchia wsréd uczestnikéw. Z drugiej strony, w zdecydowanej
wiekszosci istniejacych organizacji istnieje hierarchia nalezacych do tych organi-
zacji oséb. Zatem, jesli chcemy wprowadzi¢ schemat podzialu sekretu w pewnej
organizacji, to rozsadne byloby uwzgledni¢ w strukturze dostepu tego schematu
istniejaca w niej hierarchie. Rozpocznijmy od nastepujacych definicji.

Definicja 3.1. Méwimy, ze uczestnik ¢ € P jest hierarchicznie podrzedny lub
rownowazny wzgledem uczestnika p € P (lub, ze uczestnik p € P jest hierar-
chicznie nadrzedny lub réwnowazny wzgledem uczestnika ¢ € P) w strukturze
dostepu I C P(P), co oznaczamy q < p, jesli

A (Au{q}eF:>A u{p}er).
ACP\{p.g}

Definicja 3.2. Moéwimy, ze uczestnicy p,q € P sa hierarchicznie réwnowazni
w strukturze dostepu I' C P(P), co oznaczamy q ~p p, jeSli ¢ <p p oraz p <r q.

Definicja 3.3. Mowimy, ze uczestnik g € P jest hierarchicznie podrzedny wzgle-
dem uczestnika p € P (lub, ze uczestnik p € P jest hierarchicznie nadrzedny
wzgledem uczestnika ¢ € P) w strukturze dostepu I" C P(P), co oznaczamy
q <r p, jesli ¢ <r p oraz p i g nie sa hierarchicznie réwnowazni w strukturze
dostepu I

O ile nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumien, postugujac sie powyzszymi
definicjami bedziemy pomijaé¢ wyrazenie ,w strukturze dostepu I™.

Zauwazmy, ze definicja 3.2 wprowadza relacje rownowaznosci w zbiorze uczest-
nikéw P przy ustalonej strukturze dostepu I'. Jej zwrotnosc¢ i symetrycznosé jest

36
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oczywista. Pozostaje wykazaé, ze ta relacja jest przechodnia. Niech ¢,p,r € P
beda takie, ze ¢ ~r p oraz p ~p r. Pokazemy, ze q <p r. Wezmy taki zbiér
AC P\{q,r}, ze AU{q} € I' i rozwazmy nastepujace przypadki:

i) p & A. Wowezas z tego, ze ¢ <p p i p < r otrzymujemy

Au{gtel' = AU{pleI' = AU{r} €I,

co oznacza, 7ze ¢ X T.
ii) p € A. Rozwazmy zbiér B := A\ {p}. Poniewaz p < r oraz ¢ < p, wiec

AU{¢qteI' = BU{p}U{q} e ' = BU{q}U{rt el =

= BU{ptu{rtel = Au{r}el,

co oznacza, ze ¢ <X 7.
Podsumowujac, wykazaliSmy, ze:

(g<rp ip=<rr) = q=<rr (3.1)

Dowdd faktu r < g przebiega analogicznie. W ten sposob wykazalidmy, ze relacja
~r jest relacja rownowaznosci w zbiorze uczestnikow P przy ustalonej strukturze
dostepu I'.

Definicja 3.4. Niech I' C P(P) bedzie struktura dostepu. Zbior klas abstrakeji
wzgledem relacji réwnowaznosci ~ oznaczamy IIL, = {P,..., P}.

Klasy abstrakcji wyznaczajg pewien podzial zbioru P na rozlaczne i niepu-
ste podzbiory, a podzial ten zalezy $cidle od struktury dostepu, jaka rozwazamy.
Jednakze podzial zbioru uczestnikéw moze by¢ narzucony z goéry, na przyktad
wynikajac z hierarchii w danej organizacji, zanim jeszcze zaczniemy rozwazaé
jakakolwiek strukture dostepu. Ta obserwacja uzasadnia wprowadzenie poniz-
szej definicji W dalszym ciggu piszac o podziale zbioru P mamy na mysli
podzial zbioru uczestnikéw P na roztaczne i niepuste podzbiory. Ponadto, roz-
taczne i niepuste podzbiory bedace elementami podziatu zbioru uczestnikéw P
bedziemy nazywaé blokami.

Definicja 3.5. Niech IT = {II;, ..., II,, } bedzie podziatem zbioru uczestnikéw P.
Moéwimy, ze struktura dostepu I" C P(P) jest II-dzielna, jesli:

/\ /\ p~rgq.

i€{1,...,m} p,q€ll;

Dowolna struktura dostepu I jest Hga—dzielna. Jesli rozwazymy podzial zbio-
ru P = {p1,p2,...,pn} na podzbiory jednoelementowe:

IL, = {{pl}’ {p2}7 R {pn}}v

to kazda struktura dostepu I" C P(P) jest II,-dzielna.
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Uwaga 3.6. Niech I' C P(P) bedzie struktura dostepu. Wowczas:

1. Jesli I' jest struktura progowa, to wszyscy uczestnicy sg parami hierarchicz-
nie réwnowazni, zatem 1L = {P}.

2. Jedli I' jest II-dzielna dla IT = { P}, to I jest struktura progowa.
Ten wstep podsumowuje nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.7. Niech II = {Il,...,IL,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kéw P. Jesli I' C P(P) jest ll-dzielng strukturg dostepu, to 1L = {Py,..., P}
jest podziatem grubszym od 11, to znaczy

AV ek

ie{l,...m} je{1,..,l}

Dowdd. Ustalmy dowolny blok II; podziatu Il oraz dowolnego uczestnika p € I1;.
Zauwazmy, ze istnieje takie j € {1,...,l}, ze p € P;. Stad wszyscy uczestnicy,
z ktorymi p jest hierarchicznie réwnowazny, nalezg do P;, wigc II; C P;. O

Dla dowolnej struktury dostepu I', najgrubszym podziatem, dla ktorego I'
jest Il-dzielna, jest Hga, natomiast najdrobniejszym podziatem, dla ktérego I’
jest II-dzielna, jest IL,.

Uwaga 3.8. W przypadku, gdy uczestnicy z réznych blokéw II; oraz II; po-
dziatu II sa parami hierarchicznie réwnowazni w Il-dzielnej strukturze dostepu
I', mozna rozwazaé podzial grubszy, w ktérym wspomniani uczestnicy znajda sie
w jednym bloku. Dokltadniej, nalezy utworzy¢ podzial IT', w kt6érym bloki IT; oraz
I1; sa zastapione blokiem IT; UII;. Oczywiscie I" jest réwniez struktura IT'-dzielna.
Sytuacja, gdy nie istniejg rézne bloki II; oraz 11;, ktérych uczestnicy sa parami
hierarchicznie réwnowazni w II-dzielnej strukturze dostepu I', ma miejsce wtedy
i tylko wtedy, gdy podzial II jest réwny podziatowi Hga. Zatem operacje ,,reduk-
¢ji” podziatu mozna powtarzaé¢ wielokrotnie, az do uzyskania podziatu Hga.

Aby kontynuowaé dalsze rozwazania, ustalmy podziat IT = {II;, ..., II,, } zbio-
ru P oraz Il-dzielna strukture dostepu I" C P(P). W zbiorze II mozemy zdefi-
niowaé nastepujaca relacje:

IL Xr 1lj <= /\ /\ q <r p.
q€ell; pEH]‘

Ze wzgledu na implikacje (3.1) mozemy powyzsza relacje zapisa¢ w nastepujacy
sposob:

IL; Xr 1l; <= \/ \/ q <r p- (3.2)
qell; pGH]'
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Powyzsza relacja jest oczywiscie zwrotna. Jest réwniez relacja przechodnia, co
nie jest trudne do wykazania, jesli skorzystamy z implikacji . Jednakze rela-
cja <r w zbiorze II nie musi by¢ antysymetryczna. Relacje, ktéra jest zwrotna
i przechodnia (niekoniecznie antysymetryczna) bedziemy nazywaé praporzgdkiem.

Uwaga 3.9. Relacja (3.2) jest antysymetryczna, a wiec jest relacja czeSciowego
porzadku, wtedy i tylko wtedy, gdy podziat II jest réwny podziatowi Hga

W ponizszych definicjach (3.10]—[3.16|) zakladamy, ze IT = {II;, ..., II,,} jest
podzialem zbioru uczestnikow P oraz I' C P(P) jest II-dzielna struktura dostepu.

Definicja 3.10. Moéwimy, ze blok II; jest hierarchicznie podrzedny lub réwno-
wazny wzgledem bloku II; (lub, Ze blok II; jest hierarchicznie nadrzedny lub
rownowazny wzgledem bloku II;) w strukturze dostepu I, jesli II; <p II;.

Definicja 3.11. Méwimy, ze bloki II; oraz II; sa hierarchicznie réwnowazne
w strukturze dostegpu I', co oznaczamy II; ~p II;, jesli II; <p II; 1 II; < II;.

Zauwazmy, ze 1l = Hga wtedy i tylko wtedy, gdy w zbiorze II nie ma dwoch
réznych blokéw, ktére bytyby hierarchicznie rownowazne w strukturze dostepu I

Definicja 3.12. Méwimy, ze blok II; jest hierarchicznie podrzedny wzgledem
bloku II; (lub, ze blok II; jest hierarchicznie nadrzedny wzgledem bloku II;)
w strukturze dostepu I', co oznaczamy 1I; < II;, jesli 1I; <p II; oraz II; i II; nie
s hierarchicznie réwnowazne w strukturze dostepu I

Definicja 3.13. Méwimy, ze bloki II; oraz II; sa poréwnywalne w strukturze
dostepu I', jesli II; < 11 lub II; <r II;. W przeciwnym przypadku bloki II; oraz
II; nazywamy nieporéwnywalnymi w strukturze dostepu I'.

Definicja 3.14. Moéwimy, ze blok II; jest maksymalny w zbiorze ® C II w struk-
turze dostepu I, jesli dla wszystkich takich blokéw 11; € @, ze 1I; < II;, otrzy-
mujemy 1I; = II;.

Definicja 3.15. Mdéwimy, ze blok II; jest minimalny w zbiorze ® C II w struk-
turze dostepu I, jedli dla wszystkich takich blokéw II; € @, ze II; < II;, otrzy-
mujemy 1I; = II;.

Oczywiscie, jesli rézne bloki 11; oraz I1; sg hierarchicznie réwnowazne w struk-
turze dostepu I', to zaden z nich nie moze by¢ minimalny ani maksymalny w zbio-
rze, do ktérego oba te bloki naleza.

Definicja 3.16. Méwimy, ze zbiér blokéw & C 11 tworzy prafancuch w strukturze
dostepu I, jesli kazde dwa bloki nalezace do ® sa poréwnywalne w strukturze
dostepu I
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Poshugujac sie powyzszymi definicjami bedziemy pomija¢ wyrazenie ,,w struk-
turze dostepu I'”, o ile nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumien. Teraz podamy
definicje, ktéra wyjasnia tytul rozdziatu.

Definicja 3.17. Strukture dostepu I' C P(P) nazywamy wielodzielng, jesli jest
[I-dzielna dla pewnego podziatu II zbioru uczestnikow P.

Definicja 3.18. Niech IT = {IIj,...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kéw P. Strukture II-dzielna I' C P(P) wraz z relacja czesciowego porzadku
(I, < ) nazywamy hierarchiczng.

Zauwazmy, ze kazda struktura dostepu I" jest wielodzielna, poniewaz jest II-
dzielna na przyktad dla II = Hga lub II = II,,. Ponadto powyzsza definicja struk-
tury hierarchicznej nie jest bezcelowa, poniewaz pojawia sie wtedy, gdy chcemy
badaé strukture I' za pomoca relacji < zdefiniowanej w zbiorze II. Jak juz
wspomnieliémy wczeéniej, relacja < wprowadza w zbiorze II praporzadek, ktory
mozemy interpretowaé jako hierarchie wsréd blokéw nalezacych do podziatu II.

Wiréd hierarchicznych struktur dostepu rozréoznia sie dwa skrajne przypadki,
ktorych definicje sa nastepujace.

Definicja 3.19. Niech II = {II;,...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw
P oraz niech I' C P(P) bedzie II-dzielng struktura dostepu. Strukture I' na-
zywamy $cisle hierarchiczng, jesli kazde dwa bloki podziatu II sa poréwnywalne
w strukturze dostepu I'.

Definicja 3.20. Niech II = {IIy, ... ,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikow
P oraz niech I' C P(P) bedzie II-dzielng struktura dostepu. Strukture I' na-
zywamy oddzialowg, jesli kazde dwa bloki podziatu II, ktére sa poréwnywalne
w strukturze dostepu I', sa hierarchicznie rownowazne w strukturze dostepu I'.

Warto zwréci¢ uwage, ze w literaturze czesto spotykana jest inna, rownowazna
definicja $cigle hierarchicznej struktury dostepu.

Definicja 3.21. Niech II = {II;,...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw
P oraz niech I' C P(P) bedzie II-dzielna struktura dostepu. Strukture I" nazy-
wamy $cisle hierarchiczng, jesli dla kazdej pary uczestnikéw p,q € P zachodzi

g=<rplubp<raq.

Struktury Scisle hierarchiczne oraz oddziatlowe zostaly blizej zbadane, o czym
piszemy w podrozdzialach [3.3] oraz [3.4. W obu przypadkach, to znaczy struktur
Scidle hierarchicznych i oddzialowych, istniejg takie, ktére sg portami matroidéw,
a nawet sa idealne. Mozna zapytaé, czy istnieja struktury dostepu, ktore sa por-
tami matroidéw lub sa idealne, ale nie sa ani $ciéle hierarchiczne ani oddziatowe?
Pozytywna odpowiedZ na to pytanie dajemy w rozdziale [4 niniejszej pracy.
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Struktury dostepu, ktére sa II-dzielne dla pewnego podziatu II zbioru P skta-
dajacego sie z dwoch lub trzech blokéw nazywa sie odpowiednio strukturami dwu-
dzielnymi i trojdzielnymi. Dwudzielne struktury dostepu, ktore sg spdjne i ideal-
ne, zostaly pierwszy raz w pelni scharakteryzowane przez Padrd i Séeza, czego
efektem jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.22 (Padrd, Sdez [17, Theorem 3.7]). Niech I' C P(P) bedzie
spojng dwudzielng strukturg dostepu. Wowczas nastepujgce warunki sq réowno-
wazne:

1. I jest portem pewnego matroidu reprezentowalnego;
2. I jest strukturg idealng;
3. p(I') < 3.

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze jesli rozwazamy tylko spéjne dwudzielne
struktury dostepu, to zbiory C, D i E na rysunku [2.1] sa sobie réwne. Poslugujac
sie teorig polimatroidéw, jeszcze dokladniejszy wynik otrzymali Farras, Marti-
Farré i Padrd, o czym moéwi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.23 (Farras, Marti-Farré, Padro [9, Corollary 7.4]). Niech rodzina
I' C P(P) bedzie spojng dwudzielng strukturg dostepu. Jesli I jest portem pewne-
go matroidu, to I' jest strukturqg idealng. Dokladniej, jesli I' jest portem pewnego
matroitdu, to ten matroid jest reprezentowalny.

Dokladnie taka sama charakteryzacje udato si¢ uzyskaé¢ temu samemu zespo-
towi dla tréjdzielnych struktur dostepu.

Twierdzenie 3.24 (Farras, Marti-Farré, Padro [9, Theorem 7.6]). Niech rodzina
I' C P(P) bedzie spdjng tréjdzielng strukturg dostepu. Jesli I' jest portem pewnego
matroidu, to I' jest strukturg idealng. Dokladniej, jesli I' jest portem pewnego
matroidu, to ten matroid jest reprezentowalny.

7 powyzszych twierdzen wynika, ze jeli rozwazamy tylko spéjne dwudzielne
lub trojdzielne struktury dostepu, to zbiory B,C, D i E na rysunku sg sobie
rowne. Wiadomo ponadto, ze tego wyniku nie da si¢ uogoélni¢ na czterodziel-
ne struktury dostepu. Przyczyna tego stanu rzeczy sa porty matroidu Vamosa,
ktore, jak juz wiemy, nie sa idealnymi strukturami dostepu, ale sg strukturami
czterodzielnymi.

3.2 Reprezentacja wektorowa zbioréw

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan, warto wprowadzi¢ bardzo wygodna
reprezentacje zbioréw za pomoca wektoréw wprowadzona przez Farrasa, Marti-
Farré i Padré, zob. [§], [9]. Niech II = {II;,...,II,,} bedzie podzialem zbioru
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uczestnikow P. Rozwazmy odwzorowanie 7 : P(P) — N{* okreslone wzorem
m(A) = (JANTIL,...,|[ANTIL,|).
Dla dowolnej rodziny A C P(P) zdefiniujmy zbiér wektoréw
m(A) ={m(A) : A e A}. (3.3)
W zwiazku z powyzszym zachodzi nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.25. Niech Il = {Ily,...,I1,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kow P. Jesli I' C P(P) jest II-dzielng strukturg dostepu, to

Aell = n(A) en(l).

Dowdd. Niech I' C P(P) bedzie II-dzielng struktura dostepu. Implikacja ,,=”
jest oczywista. Wykazemy zatem implikacje w druga strone. Wezmy taki zbiér
AC P, zen(A) € n(I'). Z definicji m(I") wynika, iz istnieje taki zbiér B € I', ze
m(B) =m(A). Jesli A = B, to dowdd jest zakonczony.

Jesli A # B, to rozwazmy zbior uczestnikow B\ A = {p1,pa, ..., px}, ktory jest
niepusty, poniewaz |A| = >, |ANIL| = Y |BNIL| = | B|. Oczywiscie istnieje
taki blok II;, ze p; € II;. Skoro w(B) = 7w(A), to do bloku II; nalezy réwniez
element ¢; € A. Uczestnicy py i ¢ sa hierarchicznie réwnowazni w strukturze I,
wiec C1 := B\ {p1} U {q1} jest zbiorem autoryzowanym. Ponadto 7(C}) = 7(A)
oraz C1 \ A = {p2,...,px}

Powtarzamy powyzsze rozumowanie jeszcze k — 1 razy budujac w i-tym kroku
zbiér C; = Cj_1 \{pi} U{¢}. Dla kazdego i € {2, ...,k —1} zbiér C; jest zbiorem
autoryzowanym, 7(C;) = w(A) oraz C; \ A = {pit+1,-..,pr}- Natomiast zbiér
C}, otrzymany w ostatnim kroku réwniez jest zbiorem autoryzowanym oraz jest
rowny A. W ten sposéb wykazalidmy, ze A € I O

Od tej pory Il-dzielna struktura dostepu I' bedzie utozsamiana ze zbiorem
wektoréow m(I7) definiowanym za pomoca . Oczywiscie majac dany wektor
nalezacy do 7(I"), wiemy, ze odpowiada mu wiele zbioréw uczestnikow. Jednakze
biorac pod uwage stwierdzenie [3.25] nie prowadzi to do zadnych nieporozumien.
Bardzo czesto nie interesujg nas konkretni uczestnicy nalezacy do pewnego zbioru
A, ale wiedza z jakiego bloku pochodza, a taka wlasnie informacje przekazuje
wektor m(A). Wektor 7(A) nazywamy reprezentacja wektorowa zbioru A.

Przyjmijmy |II;| =: n; i zauwazmy, ze
7(P)=(|PNIL],...,|PNIy,]) = (|I],..., |yl = (n1,...,nm).
Wobec powyzszego mozemy napisaé, ze I' C J), x --- x J} ~C Nj'. Nietrudno

zauwazy¢, ze wlasnos¢ monotonicznosci struktury I' ma nastepujaca interpreta-
cje:

((wl,...,wm)EF/\(wl,...,wm) < (vl,...,vm)) = (v1,...,0m) € T.



ROZDZIAL 3. WIELODZIELNE STRUKTURY DOSTEPU 43

Stad elementy min I sa utozsamiane z wektorami minimalnymi wzgledem porzad-
ku (N, <;) ograniczonego do rodziny I, ktére nazywamy minimalnymi wek-
torami autoryzowanymi. Nie prowadzi to do zadnych nieporozumien poniewaz
nietrudno sprawdzié, ze

A€eminl <= 7(A) € m(minI).

Warto takze zwrdci¢ uwage na fakt, ze z wlasno$ci monotonicznosci rodziny I”
wynika, iz rodzina supp 7(I") (zob. definicja [2.14) réwniez ma te wlasnosé.
Niech IT = {IIy, ..., II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P oraz niech
I' € P(P) bedzie II-dzielna struktura dostepu. Zauwazmy, ze réwnowazny zapis
relacji (3.2)) jest nastepujacy:
I <0 I <=\ ((U}Z’>O/\’U}j<’Hj’):>’lf)—éi+éjep). (3.4)
wel’
Okazuje si¢, ze aby wykaza¢, iz II; <r II;, wystarczy bada¢ jedynie minimalne

zbiory autoryzowane.

Lemat 3.26. Niech II = {II,...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikow P
oraz niech I' C P(P) bedzie I1-dzielng strukturg dostepu. Wowczas:

Hiﬁpﬂj<:> /\ ((wi>0/\wj<|Hj|):>w—éi+éjef).
wEmin I"
Dowdd. Dowodu wymaga jedynie implikacja ,,<=”. Wezmy zatem dowolny wektor
w e I', wy > 0, wyj < |IL;]. Jedli pokazemy, ze w — €; + €; € I', to zakonczymy
dowdd. Oczywiscie istnieje taki v € min I, ze v <g w. Jedli v; = 0, to
UVte; SswW— €+ €
oraz U+ €; € I'. Jedli v; > 0, to z zalozenia v — €; + €; € I oraz
U—e€;t+ e <sw— € + €.
Z monotonicznosci rodziny I" otrzymujemy w —€; +¢&; € I'. O
Na zakonczenie tego podrozdzialu dokonajmy pewnych obserwacji.

Uwaga 3.27. Niech II = {IIy, ... ,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P
oraz niech I' C P(P) bedzie II-dzielna struktura dostepu. Wéwczas:

1L Zr Hj:> /\ w—min{|H]~|—wj,wi}é¢+min{|ﬂj|—wj,wi}éj el
wemin I
wi>0,wj <|Hj ‘
Powyzsza uwaga wskazuje ilu maksymalnie uczestnikow w wektorze w z bloku
II; mozna zamieni¢ na uczestnikéw z bloku II; tak, aby na i-tej wspdtrzednej nie
pojawila sie liczba ujemna i na j-tej wspolrzednej nie pojawila sie liczba wieksza
od |HJ|
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Uwaga 3.28. Niech IT = {IIy, ... ,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P
oraz niech I' C P(P) bedzie II-dzielna struktura dostepu. Wowczas struktura I”
nie jest spdjna, to znaczy istnieje taki uczestnik p € Il dla pewnego k € J,,, ze p
nie nalezy do zadnego minimalnego zbioru autoryzowanego, wtedy i tylko wtedy,
gdy wy, = 0 dla kazdego w € min I'. Ponadto II;, < II; dla kazdego j € J,,.

Uwaga 3.29. Niech II = {II;, ..., II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P
oraz niech I" C P(P) bedzie II-dzielna struktura dostepu. Jesli istnieje taki blok
Iy, ze wy = |IIi| dla kazdego w € min I, to II; < IIj dla kazdego i € J,,.

Powyzsze uwagi oraz wynikaja bezposrednio ze wzoru (3.4]). W przy-
padku uwagi poprzednik implikacji jest pusto spelniony.

3.3 Sciéle hierarchiczne struktury dostepu

Pomyst $cisle hierarchicznych struktur dostepu pochodzi od Shamira [21].
Rozwaza on schemat, w ktérym dana jest z géry pewna hierarchia w zbiorze
uczestnikéw. Na poczatku okredlamy, ile udzialéw otrzyma uczestnik nalezacy do
danego stopnia w hierarchii: uczestnicy, stojacy wyzej w tej hierarchii, otrzymuja
wiecej udziatéw od tych, ktérzy sa umieszczeni nizej. Nastepnie konstruujemy
schemat progowy Shamira, w ktorym liczba uczestnikéw n jest suma wszystkich
potrzebnych udzialéow, a prég t jest ustalong liczbg naturalng, mniejsza badz réw-
na n. Kazdy uczestnik otrzymuje tyle udzialéw, ile zostato to ustalone wczesniej.
Zbiér uczestnikéw jest zbiorem autoryzowanym, jesli liczba udziatéw, ktérymi
razem dysponujg wynosi co najmniej t. Oczywiscie taki schemat nie jest idealny.

Pomyst Shamira zostal uogélniony: zaczeto rozwazaé sytuacje, w ktérej kaz-
dy uczestnik ma przypisang wage, bedaca dodatnig liczbe rzeczywista. Yaczac
w bloki uczestnikéw z ta sama waga otrzymujemy podzial II zbioru P. Zbiér
uczestnikéw jest autoryzowany wtedy i tylko wtedy, gdy suma wag uczestnikow
nalezacych do tego zbioru jest wigksza badz réwna od ustalonego wczesniej pro-
gu. Otrzymujemy w ten sposob tak zwana wagowa strukture dostepu. Zauwazmy,
ze jeSli w zbiorze autoryzowanym zamienimy uczestnika na innego z waga réwna
lub wigksza, to otrzymamy réwniez zbidr autoryzowany. Mozemy zatem uznad, ze
kazdy uczestnik jest hierarchicznie podrzedny lub réwnowazny wzgledem uczest-
nika 7z waga réwna lub wieksza. Nie jest trudno zauwazy¢, ze wagowa struktura
dostepu I C P(P) jest spdjna i II-dzielna oraz podzial II jest réwny podzialowi
H{;a na klasy abstrakcji wyznaczone przez I'.

Simmons [22] przy ustalonym podziale II = {II;, ..., IL,,} zbioru P rozwazal
struktury dostepu postaci

Iy:={ACP: E|z'e{1,...,m} AN (U;":lﬂj” > ki},

gdzie (k;)i=1,..m jest silnie rosngcym ciagiem liczb naturalnych. Struktura do-
stepu Iy byla takze rozwazana przez Tasse w [24], ktéry nazwal ja struktura
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dysjunkcyjna. W tym samym artykule badal takze strukture nazwang koniunk-
cyjna, ktéra ma postaé

Iy:={ACP: vz'e{l,...,m} AN (U;":lﬂj” > ki},

gdzie (k;)i=1,. m jest réwniez silnie rosnacym ciagiem liczb naturalnych. Tassa
zauwazyl, ze powyzsze struktury I\, oraz I'n stanowia dwa skrajne elementy
rodziny {[, : v=1,...,m}, gdzie

Iry:={ACP:|AN (U§=1Hj)| > k; dla co najmniej v wartosci ¢ € {1,...,m}},

przy czym (k;)i=1,..m jest oczywiscie silnie rosnacym ciagiem liczb naturalnych.
Jedli v = 1, to I, = I, natomiast dla v = m, mamy [, = I'\. Zauwazmy, ze
dla kazdego v € {1,...,m} struktura dostepu I', jest spdjna i II-dzielna. Bez
trudu mozna dostrzec, ze w powyzszych przypadkach wszystkie struktury doste-
pu wyznaczaja podzial H{g na klasy abstrakcji, ktéry jest rowny wyjsciowemu
podziatowi II. Tassa wykazal, ze istniejg idealne schematy podziatu sekretu reali-
zujace struktury I\, oraz I'n konstruujac te schematy. Sformutowat takze problem
polegajacy na rozstrzygnieciu, czy pozostate elementy rodziny I, sa réwniez ide-
alne.

Wszystkie opisane powyzej struktury dostepu sg przyktadami struktur $cisle
hierarchicznych. Farras i Padré udzielili negatywnej odpowiedzi na pytanie sfor-
mutowane przez Tasse. Odpowiedz ta byla wnioskiem z charakteryzacji sp6jnych
i idealnych $cisle hierarchicznych struktur dostepu ([10, Theorem 16]). W wyniku
tej charakteryzacji otrzymali rowniez ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.30 (Farras, Padr6 [10, Theorem 1)). Niech II bedzie podzialem
zbioru uczestnikéw P oraz niech I' C P(P) bedzie spojng I1-dzielng $cisle hierar-

chiczng strukturg dostepu. Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:
1. I jest portem pewnego matroidu reprezentowalnego;
2. I' jest strukturg idealng;
3. p(I) < 3;
4. I jest portem pewnego matroidu.

Na zakonczenie tego podrozdziatu zaprezentujemy alternatywne uzasadnienie
dlaczego odpowiedZ na pytanie postawione przez Tasse jest negatywna. Zanim
przejdziemy do twierdzenia rozwigzujacego ten problem i korzystajacego z wy-
nikéw zaprezentowanych w podrozdziale wprowadzimy na potrzeby dowodu
nastepujace okreslenie.

Definicja 3.31. Niech II = {IIy, ... ,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikoéw
P oraz niech 0 < k1 < ... < ky,, bedzie SciSle rosnacym ciagiem liczb naturalnych.
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Moéwimy, ze zbiér A C P spelnia progowq wlasnosé na poziomie i (w skrécie T'F;),
jesli |A N (Us2y 10y)| > ks

Twierdzenie 3.32 ([13, Theorem 6]). Niech 0 = ko < k1 < ... < kp, m > 2,

bedzie Scisle rosngcym ciggiem liczb naturalnych oraz niech 11 = {IIy,... I, }
bedzie takim podziatem zbioru uczestnikow P, ze |II;| > kj — kj—1 dla kazdego
j=1....,m.

Jesliv e {2,...,m—1}, My—yy1| = km oraz [My—yy2| 2 km—ki, to struktura

dostepu I, nie jest realizowana przez spojny i idealny schemat podziatu sekretu.

Dowdd. Ustalmy v € {2,...,m — 1} i zalézmy nie wprost, ze istnieje spdjny
i idealny schemat podziatu sekretu M, ktory realizuje I',. Na podstawie twier-
dzenia mozemy rozwaza¢ matroid 9(M) stowarzyszony ze schematem M.
Przypomnijmy, ze rodzina wszystkich zbioréw zaleznych schematu M jest réwna
rodzinie wszystkich zbioréw zaleznych matroidu z nim stowarzyszonego 2(M).
Stad wynika, ze rodzina wszystkich zbioréw niezaleznych schematu M jest réwna
rodzinie wszystkich zbioréw niezaleznych matroidu 2t(M).

Pierwsza cze$¢ dowodu polega na wykazaniu, ze ranga matroidu stowarzyszo-
nego M(M) wynosi co najwyzej ky,. Rozwazmy taki zbiér uczestnikéw A C P,
ze m(A) := (t1,t, ..., tm), gdzie

k1 dla j = 1;
tj = kj—kj_l—l dlaj:v;
kj— ki1 w pozostalych przypadkach.

Zauwazmy, ze A jest maksymalnym zbiorem nieautoryzowanym. Istotnie, jesli
1<t<v—1,to

Jj=1

An(J Il =)_t; = ki,
j=1

ajesliv<i<m,to

An(UI)l=>_t; =ki - 1.
=1 =1

To pokazuje, ze A nie spetnia T'P; dla i > v, wigc A jest zbiorem nieautoryzowa-
nym. Jednakze, dodajac dowolnego uczestnika p € P\ A do zbioru A otrzymujemy
zbiér autoryzowany, poniewaz A U {p} spelnia T'P; dlai < v — 1 oraz dla i > j,
jesli p € I1;. Zauwazmy, ze |A| = ky, — 1. Aby zastosowaé wniosek [1.25] rozwazmy
dowolny zbiér niezalezny B schematu M i rozwazmy dwa przypadki:

i) po & B. Wéwcezas B C P, wiec z pierwszej tezy wniosku otrzymujemy
|B| < k.

ii) po € B. Zauwazmy, ze zbiér B\ {po} jest nieautoryzowany. Istotnie, gdyby
B\ {po} byt autoryzowany, to zbiér B bylby zalezny. Z drugiej tezy wniosku
otrzymujemy |B\ {po}| < ki, — 1, stad |B| < k.
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Zbiér B jest takze zbiorem niezaleznym matroidu 9(M). Z powyzszych roz-
wazan wynika, ze moc kazdego zbioru niezaleznego matroidu stowarzyszonego
M(M), w szczegdlnosci kazdej jego bazy, wynosi co najwyzej ky,. W ten sposéb
wykazalidmy, Ze ranga matroidu stowarzyszonego 9t(IM) wynosi co najwyzej ki, .

W nastepnym kroku pokazemy, ze ranga matroidu stowarzyszonego 2t(M)
wynosi doktadnie k,,. Wykazemy ten fakt wskazujac minimalny zbiér autoryzo-
wany, ktory zawiera dokladnie k,, uczestnikow. Rozwazmy taki zbiér By C P,

ze
By :=(0,...,0,km,0,...,0).
———
m—v
Latwo wida¢, ze By spetnia TP, dlat =m—v+1,m—v+2,...,m. Ponadto zaden

wlasciwy podzbiér zbioru Bj nie spetnia T'P,,. To pokazuje, ze B jest minimal-
nym zbiorem autoryzowanym schematu M, stad jest jego zbiorem niezaleznym,
wiec jest takze zbiorem niezaleznym w matroidzie stowarzyszonym 9t(M). W ten
sposéb wykazaliSémy, ze ranga matroidu 9t(M) wynosi dokladnie k,,, oraz Bj jest
jego baza.

Nastepnie rozwazmy taki zbior B, ze

BQ = (k1,07...,0,km_k1707"'70)'
S——

m—v

Pokazemy, ze By jest takze baza matroidu stowarzyszonego 9(M) wykazujac,
ze By jest minimalnym zbiorem autoryzowanym schematu M mocy k,,. Latwo
sprawdzi¢, ze spelnia TP, dla ¢ = 1,m — v + 2,...,m, to znaczy dokladnie v
wartosci spo$réd m mozliwych. Dodatkowo zbiér By \ {p} nie spelnia T'P; lub
T P,,, jesli odpowiednio p € I} N By lub p € I,;,_y12 N Bs.

W ostatnim kroku dowodu zastosujemy lemat Dla p € B, N1l istnieje
taki p’ € By, ze Bs := (B2 \ {p}) U {p'} jest baza, stad Bs jest niezalezny. Latwo
sprawdzié, ze

Bs = (k1 —1,0,...,0,1,ky, — k1,0,---,0),
NG
m—v—1
poniewaz By C Il,,,—y+1. Oczywiscie B3 spetnia T'P; tylko dlai = m—v+2,...,m,
co pokazuje, ze Bs jest nieautoryzowany. Wedlug drugiej tezy wniosku [I.25] mamy
km = |Bs| < |A| = ky, — 1. Ta sprzeczno$é konczy dowdd. O

3.4 (Oddziatowe struktury dostepu

Oddzialowe struktury dostepu znajdujg swoje zastosowanie w organizacjach
sktadajacych sie z kilku réwnorzednych oddzialéow, wsrdd ktérych nie mozna
wskazaé zadnej hierarchii.

Pierwszy przyklad oddziatlowej struktury dostepu pojawil sie w pracy Sim-
monsa [22], ktéry przy ustalonym podziale IT = {IIy, ..., II,, } zbioru P rozwazal



ROZDZIAL 3. WIELODZIELNE STRUKTURY DOSTEPU 48

rodzine:
I''={ACP: Vi, m AN >k},

gdzie(k;)i=1,..m jest ciaggiem liczb naturalnych. Zauwazmy, ze dla powyzszej ro-
dziny istnieje dokladnie jeden wektor minimalny: (ki, ..., kpy).

Brickell [4] natomiast, réwniez przy ustalonym podziale IT = {II;,... I, }
zbioru P, rozwazal strukture dostepu:

I .= {A g P: Vie{l,...,m} ’A N H1| > kz oraz ’A‘ > k‘}, (35)

gdzie (k;)i=1,..m jest takze ciaggiem liczb naturalnych oraz k > Y ;% k; jest liczba
naturalna. Zauwazmy, ze jesli k& = Y /", k;, to otrzymujemy strukture, ktéra
rozwazal Simmons. Brickell w swojej pracy wykazal, ze struktura dostepu postaci
jest struktura idealna.

Oddziatowymi strukturami dostepu zainteresowali sie takze Tassa i Dyn, kto-
rzy w swojej pracy [25] rozwazali przy ustalonym podziale IT = {II,...,IL,}
zbioru P strukture

Tyo :={A C P :istnieje taki B C A, 7ze Vicq1,. my |BNIL| > k; oraz |B| = k}
oraz
Iyo :={A C P :istnieje taki B C A, 7e Vicq1, . my |[BNIL| <; oraz |[B| =1},

gdzie (ki)i=1,..m oraz k > > 1" k; sa takie jak wyzej, natomiast (I;)i=1,..m jest
ciagiem liczb naturalnych oraz I < Y%, l;, | € N. Powyzsze rodziny nosza nazwy
odpowiednio struktury dostepu z dolnymi ograniczeniami oraz struktury doste-
pu z gérnymi ograniczeniami. Zauwazmy, ze struktura dostepu Iy, to struktura
rozwazana przez Brickella. Dyn i Tassa wykazali, korzystajac z interpolacji dla
wielomianéw dwoch zmiennych, ze rodziny I7g, i Iy, sa idealnymi strukturami
dostepu. Wszystkie powyzsze struktury dostepu sa spdjne i II-dzielne. Bez trudu
mozna dostrzec, ze w powyzszych przypadkach struktura dostepu I' wyznacza
podziat Hga na klasy abstrakcji, ktory jest rowny wyjsciowemu podziatowi II.

Kolejny krok zrobil Farras [7], ktéry rozwazal nastepujaca strukture dostepu,
takze przy wczesniej ustalonym podziale IT = {IIy, ..., II,,} zbioru P:

min I" := {w € N{' : |w| = d oraz a <; w <; b}, (3.6)

gdzie d jest liczba naturalng, natomiast a € N{' oraz b e NG' sa wektorami.
Zauwazmy, ze jesli a = (0,...,0), to I' jest struktura z gérnymi ograniczenia-
mi. Ponadto, jesli b = (|Pi],...,|Pnl|), to I' jest struktura z dolnymi ograni-
czeniami. Stad wniosek, ze struktura dostepu rozwazana przez Farrasa obejmuje
wszystkie weczesniej wymienione struktury. Zauwazmy jeszcze, ze jesli jednocze-
énie @ = (0,...,0) oraz b = (|P1,...,|Pnl), to I' jest struktura progowa z pro-
giem rownym d. Farras wykazal, ze struktury postaci sa nie tylko idealne,
ale takze sa portami pewnych matroidéw reprezentowalnych.
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Przyjrzyjmy sie jeszcze blizej strukturze dostepu . Nie ulega watpliwodci,
ze jest ona Il-dzielna. Okazuje sie jednak, ze nie musi byé¢ spéjna. Wezmy takie
aib, ze a; = b; = 0 dla pewnego i € {1,...,m}. Wéwczas, na podstawie uwagi
3-28, otrzymujemy, ze struktura I nie jest spéjna oraz II; < II; dla kazdego
j € {1,...,m}. Stad widaé, ze struktury typu obejmuja takze struktury
dostepu, ktére nie sa strukturami oddzialowymi w sensie definicji [3.20

Niech zatem @ i b bedg wektorami, ktérych kazda wspotrzedna jest dodat-
nia. Wéwczas struktury typu sg spojne i oddzialowe. Stad otrzymujemy
warunki wystarczajace na to, aby struktura oddzialowa byla struktura idealna.
Powstaje pytanie, czy sa to takze warunki konieczne aby struktura oddziatowa
byta struktura idealng. Otéz negatywng odpowiedZ dostarczy nam podrozdziat
[4.6] w ktérym wskazemy idealne oddzialowe struktury dostepu nie majace postaci
0. 20

Na zakonczenie warto jeszcze przytoczy¢ pewien przyktad oddzialowej struk-
tury dostepu, ktora byla rozwazana przez Seza i Herranza [18]:

I'={ACP:|Al >k, |JANIL| > 1 dla co najmniej v wartosci ¢ € {1,...,m}},

gdzie II = {IIy,...,IL,,} jest wczesniej ustalonym podzialem zbioru P oraz k
jest taka liczbg naturalna, ze v < k. Sdez i Herranz wykazali, ze powyzsza struk-
tura jest idealna. Jest ona interesujaca, poniewaz zbiér autoryzowany, oprocz
ustalonej liczby k uczestnikéw, musi ,angazowaé” co najmniej v sposréd m blo-
kéw. Zauwazmy, ze jesli v = m, to mamy pewien szczegdlny przypadek struktury
z dolnymi ograniczeniami, w ktérym (k;)i=1,...m jest ciagiem zlozonym z samych
jedynek. Ponadto ta struktura jest spdjna i II-dzielna oraz wyznacza podziat H£ a
na klasy abstrakcji, ktory jest réwny podziatowi II.

Podsumowujac, w literaturze mozna spotka¢ wiele przyktadéw oddziatowych
struktur dostepu, ktére sa idealne, a takze sa portami pewnych matroidéw repre-
zentowalnych. Jednakze do tej pory nie zostaly podane warunki konieczne na to,

aby oddziatowa struktura dostepu byla idealna.



Rozdziat 4

Hierarchiczne struktury dostepu

4.1 Wiadomosci wstepne

Rozpoczniemy od przedstawienia twierdzenia, ktére jest naszym podstawo-
wym narzedziem w budowaniu struktur dostepu, ktére sa portami pewnych ma-
troidéw.

Twierdzenie 4.1 (Farras, Marti-Farré, Padré [8, Theorem 8],[9, Theorem 5.3]).
Niech I = {11y, ..., I1,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P oraz niech rodzi-
na I' C P(P) bedzie spdjng I1-dzielng strukturg dostepu. Wowcezas I' jest portem
pewnego matroidu wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki polimatroid Z = (Jy,, h),
ze h({k}) < |Ilg| dla kazdego k € Jp, oraz taka rodzina monotoniczna A C P(Jy,)
z nim kompatybilna, Ze

min I’ = min{w € B(Z,X): X € A} (4.1)

Wykorzystanie powyzszego twierdzenia odbywa sie¢ w nastepujacy sposéb:

1. Ustalamy II = {IIy, ..., 1L, }, m > 2, podzial zbioru uczestnikéw P.

2. Wybieramy polimatroid jednorodny Z = (J,,, h). Nasze badania zawezamy
do polimatroidéw jednorodnych, poniewaz ogdlny przypadek jest bardzo skompli-
kowany. Dodatkowo zakladamy, ze h,, < |II| dla kazdego k € J,,,. Uzasadnienie
takiego zalozenia znajduje sie na koncu tego podrozdzialu. Zauwazmy, ze z mo-
notonicznosei funkeji h oraz przyjetego zalozenia wynika, iz h({k}) = hy < ||
dla kazdego k € J,,,. Polimatroid jednorodny Z = (J,, h), ktérego funkcja rangi
h spelnia zalozenie h,, < |IIx| dla kazdego k € J,,, bedziemy oznaczali Z(II).

3. Wybieramy niepusta rodzine monotoniczna A C P(J,,).

4. Jesli rodzina monotoniczna A C P(J,,) jest kompatybilna z polimatro-
idem jednorodnym Z = Z(II) = (Jp,, h), to definiujemy rodzine monotoniczna I

50
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okreslajac jej zbiory minimalne:
min I" := min{w € B(Z,X) : X € A}

W ten sposob, na podstawie twierdzenia uzyskaliSmy strukture dostepu,
o ktérej mozna powiedzieé, ze jest II-dzielna. Ponadto, jesli I' jest spdjna, to
jest takze portem pewnego matroidu. Jesli dodatkowo zatozymy, ze m = 2 lub
m = 3, to z twierdzen i otrzymamy, ze I" jest struktura idealna, co wie-
cej, jest portem pewnego matroidu reprezentowalnego. Struktur uzyskanych w ten
sposéb, ktére sa spdjne, jest stosunkowo duzo i sa one opisane w stwierdzeniach
od do 331

Celem naszej pracy jest badanie hierarchicznosci w strukturach opisanych
powyzej. Wprowadzmy ich formalng definicje.

Definicja 4.2. Niech IT = {I1y, ..., II,,, } bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P.
Niech Z = Z(II) = (Jn, h) bedzie polimatroidem jednorodnym i niech A C P(J,,)
bedzie rodzing monotoniczna z nim kompatybilng. Strukture I" nazywamy struk-
turg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorodny Z i rodzine monotonicz-
ng A, jesli

minI" = min{w € B(Z,X) : X € A}.

W podrozdziale [£.2] zaprezentujemy szereg twierdzen pozwalajacych badaé
praporzadek w zbiorze (II, <) wyznaczony przez strukture dostepu I" zdefinio-
wana za pomoca . Przypomnijmy, ze chodzi o praporzadek zadany réwnowaz-
nymi wzorami i . Zastosowanie otrzymanych wynikéw dla przypadkow
gdy m = 2, m = 3 lub m = 4 dobrze obrazuja tabele oraz [4.3] znajdujace
sie w podrozdziale

W calym rozdziale zakladamy, ze m > 2. Jest to zrozumiale zalozenie z tego
wzgledu, ze praporzadek w zbiorze (I, <), Il = {IIy,...,IL,,}, dla m = 1 jest
trywialny. Rozpocznijmy od kilku bardzo prostych obserwacji zawartych w po-
nizszym lemacie, ktore utatwia przeprowadzenie kolejnych dowoddéw.

Lemat 4.3. Niech II = {IIy,...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P.
Niech ponadto I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorod-
ny 2 = Z(Il) = (Jpm, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jy) z nim kompatybilng.
Wowczas:

1. {weB(Z,X): XeA}CT.
2. supp ' = A.
3. Jesliw € min I, to w € B(Z,suppw) i suppw € A.

4. Jesli w € I', to istnieje taki v € minl', Ze v <s w, v € B(Z,suppv)
isuppv € A.
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Dowdd. 1. Niech v € {w € B(Z,X) : X € A}. Wéwczas istnieje taki wektor a,
ze U < U oraz u € min{w € B(Z,X) : X € A}. Stad otrzymujemy @ € min I,
natomiast z wlasnoéci monotonicznosci I' mamy v € I'. Zauwazmy, ze inkluzja
w drugg strone nie musi zachodzié¢.

2. Wezmy Y € supp I'. Wéwczas istnieje takie w € I', ze suppw = Y. Roz-
wazmy dwa przypadki:

i) w € min I". Wéwczas istnieje takie X € A, ze w € B(Z,X), stad Y C X.
Jesi Y = X, toY € A. Jesli Y C X, to takze Y € A. Istotnie, zauwazmy, ze
lwy| < h(Y), |wx| = h(X) i |wy| = |wx], gdzie ostatnia réwno$é wynika z faktu,
ze suppw = Y C X. Ponadto, gdyby Y ¢ A, to z lematu Csirmaza (2.21] 1)
otrzymujemy

B(X) = x| = || < h(Y) < h(X),

co jest sprzecznodcia.

il) weI'i w ¢ min . Wéwczas istnieje takie v € min I, ze v <s w. Z przy-
padku i) wynika, ze supp v € A. Zauwazmy, ze supp v C supp w, ponadto A jest
rodzing monotoniczna, stad Y = supp w € A.

Teraz wykazemy inkluzje w druga strone. Wezmy X € A. Jak juz zauwazy-
liSmy w uwadze rodzina B(Z, X) nigdy nie jest pusta, stad istnieje wektor
w € B(Z,X). Z punktu 1 otrzymujemy w € I', wiec suppw € supp I". Rodzina
supp I jest monotoniczna oraz suppw C X, stad X € supp .

3. Jesli w € minI", to w € B(Z,X) dla pewnego X € A. Z lematu
wynika, ze w € B(Z,suppw). Ponadto suppw € suppI’, stad i na podstawie
punktu 2 otrzymujemy supp @ € A.

4. Wynika bezpoérednio z punktu 3. O

Lemat 4.4. Niech 11 = {II;,...,1I,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P.
Niech ponadto I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorod-
ny Z = Z(I1) = (Jm, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jy,) z nim kompatybilng.
Niech g = (gt)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z oraz
niech w bedzie wektorem wierzchotkowym. Waéwczas

suppw € A<= w e I.

Dowdd. Jesli @ jest wektorem wierzcholkowym, to na podstawie lematu [2.39
otrzymujemy w € B(Z,supp w). Teraz stosujac lemat (1) uzyskujemy impli-
kacje ,,=". Implikacja w drugg strone wynika z lematu (2). O

Pozostato do uzasadnienia pewne zalozenie przyjete przy konstrukcji struktu-
ry dostepu opisanej na poczatku tego podrozdziatu. Niech IT = {IIy, ..., II,,,} be-
dzie podzialem zbioru uczestnikéw P. Niech ponadto I" bedzie struktura dostepu
wyznaczona przez polimatroid jednorodny Z = Z(II) = (J,, h) i niepusta rodzi-
ne monotoniczna A C P(J,,) z nim kompatybilna. Przy wyborze polimatroidu
jednorodnego zakladamy, ze h,, < |lIx| dla kazdego k € J,,. Zauwazmy, ze dzieki
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temu zalozeniu, rozwazajac wektor w € B(Z,X) mamy zapewnione, iz wektor
w' = w — ag; + ag; dla kazdego a € {1,...,w;}, i € suppw oraz j € J,, ma
Jj-ta wspélrzedna nie przekraczajaca |II;|. Istotnie, na podstawie definicji zbio-
ru B(Z,X) otrzymujemy |@0'| = |w| = h(X). Ponadto, z tego, ze i € suppw
wynika, iz w; > 1 oraz w; < h(X) —w; < hy — w; < |ILj| — w;. Ostatecznie
wi = wj +a < wj +w; < [T

W dowodach twierdzen zawartych w tym rozdziale bardzo czesto bedziemy
rozwazaé taki wektor wierzchotkowy w, ze suppw € A oraz wektor v € min [
Na podstawie lematu otrzymujemy w € B(Z,supp w), natomiast z lematu

(3) mamy v € B(Z,supp?), suppv € A. Stad rozwazajac wektory

W i=w — ag; + ae; V=10 — fe; + fen,
gdzie o € {1,...,w;}, B € {1,...,u}, i € suppw, | € suppv oraz j,n € Jp,
mamy pewnosé, ze w',v' € J), X --- x J), C Ny, gdzie ny = ||, t € Jp,.

4.2 Praporzadek w rodzinie blokéw

Badania praporzadku w zbiorze (II, <) rozpoczniemy od ponizszego twier-
dzenia i wynikajacego z niego wniosku. Pamigtajmy, ze wszystkie polimatroidy
rozwazane w tym podrozdziale sa polimatroidami jednorodnymi, ale warto zwré-
ci¢ uwage na fakt, ze oraz[4.6]to jedyne twierdzenia, w ktérych mozna pominaé
zalozenie, iz Z jest polimatroidem jednorodnym.

Twierdzenie 4.5. Niech I1 = {Ily,...,I1,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kéw P. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorod-
ny Z = Z(Il) = (Jpm, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jy) z nim kompatybilng.

Jesli X € min A, to dla kazdych i,j € X, i # j, bloki II; oraz Il; sq niepo-
rownywalne w strukturze dostepu I'.

Dowdd. Niech X € min A oraz niech i, j beda dowolnymi réznymi elementami ze
zbioru X. Przypu$émy, ze II; <p II; i wezmy wektor w € B(Z, X). Na podstawie
lematu (1) mamy w € I'. Jedli w; = 0, to powolujac sie na lemat (2)
otrzymujemy X \ {i} € A, co jest sprzeczne z minimalnoscia zbioru X.

Jedli w; > 0, to rozwazmy wektor @' := W —w;é; +w;e;. Z zatozenia I1; < II;
otrzymujemy @’ € I'. Zauwazmy, ze suppw’ = X \ {i}. Ponownie powolujac sie
na lemat [4.3[(2) ponownie otrzymujemy X \ {i} € A, co jest sprzeczne z minimal-
noécig zbioru X. Analogicznie doprowadzamy do sprzeczno$ci przypuszczenie, ze
Hj <r 1I;. O

Whniosek 4.6. Niech I1 = {11y, ...,1I1,,} bedzie podziatem zbioru uczestnikéw P.
Niech ponadto I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorod-
ny 2 = Z(Il) = (Jpm, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jy,) z nim kompatybilng.
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Jesli dla kazdych i,j € Jm, i # j, istnieje taki zbior X € min A, Zei,j € X, to
kazde dwa bloki naleZgce do zbioru Il sq¢ nieporownywalne w strukturze dostepu I.

Dowdd. Wniosek wynika bezposrednio z twierdzenia O

Kolejne twierdzenie i wynikajace z niego dwa wnioski pozwalaja na wyzna-
czanie pewnych elementéw maksymalnych i minimalnych w zbiorze (II, 5 ).

Twierdzenie 4.7. Niech I1 = {IIy,...,1II,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kow P. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorod-
ny 2 = Z(Il) = (J, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jy,) z nim kompatybilng.
Niech g = (gt)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.

Jesli X € minA, 1 < |X|=:k<m—1 oraz gy >0, to dla kazdych i € X,
Jj € Jm \ X blok II; nie jest hierarchicznie podrzedny lub réwnowazny wzgledem
bloku I1; w strukturze dostepu I'.

Dowdd. Przypusémy, ze dla pewnego i € X oraz dla pewnego j € Jp, \ X mamy
II; <r II;. Rozwazmy taki wektor wierzchotkowy w rze¢du k, ze suppw = X oraz
w; = go = h1. Oczywiscie w € I' na podstawie lematu Wtedy réwniez wektor
w' := w — &; + €; nalezy do I'. Rozwazmy nastepujace przypadki:

i) hy = 1. Z lematu (2) otrzymujemy suppw’ = X \ {i} U {j} € A.
Zauwazmy ponadto, ze U := X N (X \ {i} U{j}) = X \ {i} € A. Istotnie,
mamy U C X, wiec gdyby U € A, otrzymaliby$Smy sprzeczno$é¢ z minimalnoscia
zbioru X. Oczywiscie |U| = k—1. Stosujac lemat Csirmaza (2.21} 2) otrzymujemy
kolejno:

h(U) + (X U{j}) < h(X)+h(X\{i} U{j}),

hi—1+ hgq1 < by + hyg,
hgt1 — hy < hy — hy_1,

9k < Gk—1-

Korzystajac z zalozen oraz faktu, iz ciag g jest nierosnacy, otrzymujemy
I<gk<gi-1<go=h1 =1,

co stanowi sprzeczno$é.
ii) hy > 1. Na podstawie lematu (4) istnieje taki minimalny wektor au-

toryzowany v, ze v <gs w', v € B(Z,suppv) oraz suppv € A. Zauwazmy, ze
M supps| = |Usuppal = |0] < [@'| = |w| = hy, gdzie ostatnia réwnoi¢ wynika z le-
matu Z zalozenia g > 0 wynika, ze ciag (h;)i=o,.. k+1 jest silnie rosnacy,
stad |supp v| < k.

Ponadto suppv C X U {j}, poniewaz suppw’ = X U {j}. Zauwazmy, ze
j € suppv. Gdyby j ¢ suppv, to suppv = X, poniewaz X € minA. W tym
przypadku |v] < |wy| = |wx| —1 = |w| — 1 = hx — 1 < hy, co jest sprzeczne

z zalozeniem, ze v € B(Z,suppv) = B(Z, X).
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Przyjmijmy suppv =: {j} UY oraz | := |Y|. Oczywiécie nosniki wektoréw
w' oraz v sa rézne, poniewaz |supp v| < k, natomiast |suppw’| = k + 1, wiec
l < k. Zauwazmy, ze Y = X Nsuppv C X, stad Y ¢ A. Istotnie, gdyby Y € A,
otrzymaliby$my sprzeczno$¢ z minimalnoscig zbioru X. Stosujac lemat Csirmaza

2) otrzymujemy
hi+hig1 =h(Y)+h(XU{j}) <h(X)+h(YU{j}) = hg+ hiz1.

Stad g = hra1 — hg < hyp1 — hy = g1, a dalej g; > 2, bo 0 < g < g;. Z drugiej
strony, z lematu m (1) zastosowanego do wektora v € B(Z,supp v) wynika, ze

/o

lzw]

v; > g. Stad otrzymujemy sprzecznosc. O

Whniosek 4.8. Niech I1 = {11y, ...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P.
Niech ponadto I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorod-
ny Z = Z(IT) = (Jym, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jy,) z nim kompatybilng.
Niech g = (g¢)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.

Jesli {i} € min A dla pewnego i € J,, oraz g1 > 0, to blok I1; jest maksymalny
w zbiorze (I1, Xp).

Dowdd. Mozna zastosowaé bezposrednio twierdzenie [£.7} Wynika z niego, ze dla
dowolnego j € Jp,, j # i, blok II; nie jest hierarchicznie podrzedny lub réwnowaz-
ny wzgledem II;, a to oznacza, ze blok II; jest maksymalny w zbiorze (II, < ). O

Whniosek 4.9. Niech 11 = {11y, ...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P.
Niech ponadto I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorod-
ny 2 = Z(Il) = (Jm, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jy,) z nim kompatybilng.
Niech g = (gt)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.

Jesli X e minA, 1 < [X|=1k<m—1,j¢€Jn\X oraz g, > 0, to blok II;
jest minimalny w zbiorze ({I1;} U{IL; : i € X}, <r).

Dowdd. 7 twierdzenia [4.7] wynika, ze II; nie jest hierarchicznie podrzedny lub
réwnowazny wzgledem II; dla kazdego ¢ € X, a to oznacza, ze blok II; jest
minimalny w zbiorze wszystkich blokéw indeksowanych elementami ze zbioru

XU{j} O

Aby méc badaé dalej praporzadek w zbiorze (II, <), potrzebne beda naste-
pujace lematy i stwierdzenia.

Lemat 4.10. Niech Z = (Jy,, h) bedzie polimatroidem jednorodnym oraz niech
A C P(Jym) bedzie rodzing monotoniczng z nim kompatybilng. Dalej, niech cigg
g = (9t)t=0,1,....m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.

Jesli g1 = ... = gp—1 > 0 dla pewnego 2 < n < m oraz X,Y € minA
i | XUY|<n, to X =Y lub oba zbiory sq jednoelementowe.
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Dowdd. Dla n = 2 teza jest oczywista. Zalézmy zatem, ze n > 3. Wystarczy
rozwazy¢ przypadek, gdy X # Y. Zalézmy, ze co najmniej jeden z tych zbioréw,
na przyktad X, ma co najmniej 2 elementy. Ustalmy = € X i rozwazmy zbiér

oY ady X NY # 0
Clyu{a} gdy xny=0.

Zauwazmy, ze [ X UY'| = | X UY| < noraz W := X NY’ # (. Ponadto W jest
wlagciwym podzbiorem zbioru minimalnego X, wiec nie nalezy do A. Zatem
zgodnie z lematem Csirmaza (2.21} 2) otrzymujemy

h(W) +h(X UY') < h(X) + h(Y").

Z drugiej strony z zalozenia oraz lematu wynika, ze hy = go + (I — 1)g; dla
1 <1 < n. Stad otrzymujemy kolejno:

hyw | + hx iy - pwy < hyx) + iy,

go+(W]=1)g1+g0+ (| X+ Y| = [W|-1)g1 < go+(|X|=1)g1+g0+([Y'|-1)g1.

Latwo widaé, ze powyzsze wyrazenie po uproszczeniu wynosi 0 < 0, co daje
sprzeczno$é. To pokazuje, ze zbiory X i Y nie moga mieé¢ wiecej niz po jednym
elemencie. O

Lemat 4.11. Niech Z = (Jy,, h) bedzie polimatroidem jednorodnym oraz niech
A C P(Jnm) bedzie rodzing monotoniczng z nim kompatybilng. Dalej, niech cigg
g = (Gt)t=01,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.

Jesli gg = g1 = ... = gn—1 > 0 dla pewnego 1 < n < m oraz X,Y € min A
i XUY|<n,to X =Y.

Dowdéd. Przypusémy, ze X # Y. Zauwazmy, ze w tym przypadku W := X NY
jest wlasciwym podzbiorem zbioréw minimalnych wiec nie nalezy do A. Zatem
zgodnie z lematem Csirmaza (2.21} 2) mamy A(W) + (X UY) < h(X) + h(Y).

7 drugiej jednak strony z zatozenia oraz lematu wynika, ze h; = lgg dla
0 <! < n. Stad otrzymujemy kolejno:

hyw |+ hgx 4y - w) < hyx| + by,

[Wlgo + (IX|+ Y] = [W])go < [X]go + [Y]go-

Latwo widaé, ze powyzsze wyrazenie po uproszczeniu wynosi 0 < 0, co daje
sprzeczno$é. To pokazuje, ze zbiory X i Y nie moga by¢ rézne. O

Lemat 4.12. Niech I1 = {IIy,...,I1,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P.
Niech ponadto I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorod-
ny 2 = Z(Il) = (Jp, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jy,) z nim kompatybilng.
Niech g = (gt)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.
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Zalézmy, ze g1 = -+ = gk 2 gry1 = -+ 2 gn—1 > 0 dla pewnych 3 < n < m,
1 < k < n—2 oraz istnieje taki zbior X € minA, k = |X| < n — 1, oraz takie
i,J € Jm, i £ 7, 2e | X \{i,j}| > 1. Jesli
1. bloki 11 i II; sq pordwnywalne w strukturze dostepu I' ¢ X N{i,j} # 0

lub
2. bloki I1; i II; sq poréwnywalne w strukturze dostepu I' i go = g1,

t0gi =" =go1.

Dowdd. Przypu$émy nie wprost, ze g1 = -+ = g = -+ = g;—1 > ¢g; dla pewnej
liczby k +1 <[ < n — 1. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze 1I; < 1I;.
Zauwazmy, ze j ¢ X. Istotnie, gdyby i, j € X, wowczas na podstawie twierdzenia
bloki II; oraz II; bytyby nieporéwnywalne. Gdyby j € X, i € X, woéwczas
na podstawie twierdzenia @ blok II; nie bylby hierarchicznie podrzedny lub
réwnowazny wzgledem bloku II;.

Niech zatem Y C J,,, \ {j} bedzie zbiorem Il-elementowym zawierajacym zbior
X oraz element i. Ustalmy réwniez element x € X \ {7,7}.

Rozwazmy taki wektor wierzchotkowy w rzedu [ 4+ 1, ze noénikiem jego jest
zbiér Y U {j}, w; = go = hy oraz w, = g;. Z przyjetych zalozen wynika, ze
wszystkie pozostate niezerowe wspotrzedne wektora w sg réwne g1, w szczegol-
nosci mamy w; = g1. Dla kazdego 0 < z <1 z lematu otrzymujemy

N
|
-

h:=) ge=go+(z—1)a. (4.2)

H
Il
=)

Zauwazmy, ze Y U {j} € A, bo X CY U{j}. Stad w € I' na podstawie lematu
4.4 Ponadto hyyq = |w| = h1 + (I — 1)g1 + g1- Z tego, ze II; < II; wynika, iz
W' :=w — g1€; + g1€; nalezy do I'. Zauwazmy, ze suppw’ =Y. Zatem na podsta-
wie lematu (4) istnieje taki minimalny wektor autoryzowany o, ze v <s @',
v € B(Z,suppv) i W := suppv € A. Oczywiscie W C Y, wiec |W| < [. Jesli
x € W, to korzystajac z lematu (1) mamy g1 = gpy|—1 < vz < Wy = Wz = g,
gdy |W| > 2. W przypadku |W| = 1 mamy 0 = g;é,, a stad go = h1 = |0] = g.
W obu przypadkach otrzymujemy sprzecznosé z zalozeniem. Zatem x & W.

Zauwazmy, ze X UW C Y oraz X N W C X, poniewaz nie zawiera x. Po-
nadto X € min A, stad X N W ¢ A. Korzystajac z lematu Csirmaza 2)
otrzymujemy

hixow) + hxpewi-ixow) < i+ By

Jesli go = g1, to z (4.2) wynika, iz dla kazdego 0 < z < [ otrzymujemy h, = zgo.
Stad oraz faktu, ze wszystkie indeksy nie przekraczaja [ otrzymujemy

IX N Wgo + (IX|+ W] —|XNW|)go < |X]|go + [W]|go,

co jest sprzecznodcia.
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Rozpatrzmy przypadek gy > g1 oraz X N {i,j} # 0. Poniewaz j ¢ X, stad
i € X. Przypusémy, ze i ¢ W. Wtedy wszystkie wspdlrzedne wektora v sa ogra-
niczone przez g; wiec

go+ (IW|=1)g1 = hyw| = [8] < [Wgi,

stad go = g1 wbrew przyjetemu zatozeniu. To pokazuje, ze X N W zawiera ¢ wiec
jest niepusty. Zgodnie z réwnoscia (4.2)) otrzymujemy

go+(IXNW[=1)g1+go+(|X|+[W|=|X N W[=1)g1 < go+(|X[-1)g1+go+(IW[-1)g1,

co po uproszczeniu daje sprzecznosc.
W ten sposéb pokazalidémy, ze przypuszczenie g;_1 > ¢; dla pewnej liczby
k+1<1<n-—1prowadzi do sprzecznosci, co konczy dowdd. ]

Stwierdzenie 4.13. Niech II = {I1y,...,I1,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kow P. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorodny
Z = Z(Il) = (Jm, h) i rodzing monotoniczng A C P(Jp) z nim kompatybilng.
Niech g = (gt)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.
Zatozmy, ze gn—1 > 0 dla pewnego 3 < n < m oraz istnieje taki zbior
X eminA, Ze 1 < |X| < n — 2. Jesli istniejg takie i,5 € Jpy \ X, Ze bloki
IL; oraz 11; sq poréwnywalne w strukturze dostepu I', to go = g1 =+ = Gn—1.

Dowod. Jesli hy = 1, to zauwazmy, ze
l=hi=g20>"29gp1>1

Stad go = g1 =" = gn—1-

Dalej zaktadamy, ze hy > 2. Niech X € minA, 1 < k := |X| < n — 2 oraz
i,j € Jm \ X. Jedli bloki II; i II; sa poréwnywalne, to bez straty ogélnosci mozemy
zalozy¢, ze blok II; jest hierarchicznie podrzedny lub réwnowazny wzgledem 11;.

Rozwazmy taki wektor wierzchotkowy w rzedu k + 1, ktérego nosnikiem jest
zbior X U {j}, ze wj = go = h1. Oczywiscie w € I' na podstawie lematu
Wtedy réwniez wektor @' := w — €; + €; nalezy do I oraz suppw’ = X U {4, j}.
Zatem na podstawie lematu (4) istnieje taki minimalny wektor autoryzowany
v, 76 U <s W, v € B(Z,suppv) i suppv € A. Zauwazmy, ze suppv C X U {i,j},
v; < w; = 1 oraz v; < wj = hy — 1. Oznaczmy W := suppo N X i [W] =: [,
Rozwazmy cztery przypadki:

i) ,7 & supp v. Wowczas supp v C X. Z zalozenia X € min A, stad suppv = X
oraz, na podstawie lematu [2.28] otrzymujemy

k
hi = 9| < || = [@x| = g9: = his1 — g0,
t=1

zatem go < hp+1 — hr = gi. Ciag g jest nierosnacy, wiec go = g1 = -+ = gi.
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ii) suppov = W U {j}. Wowczas
hipa = [0] < (hy = 1) + || = (b — 1) + [@w .

Zauwazmy, ze na wspolrzednych wektora wyy znajduje sie | elementéw ze zbioru
{90,91,- -, 9k}, wéréd ktérych nie ma go = hy, poniewaz ta wartos¢ jest na
wspolrzednej j wektora w, ale j ¢ W. Zastosujmy do ciagu (g1, ..., gx) fakt, ze
suma [ dowolnych wyrazéw ciagu nierosnacego jest mniejsza badz réwna sumie [
poczatkowych wyrazéw tego ciggu. Kontynuujac rachunek i korzystajac z lematu
[2:2§ otrzymujemy

!

I
hipr < (b = 1)+ |ow| < (b =)+ g =(90—1)+ > gt =his1 — 1,
t=1 t=1

co jest sprzecznodcia.
iii) suppv = W U {i}. Woéwczas

hiyr = 0] < 1+ |wy | =1+ [ow].

Powotujac sie na ten sam argument co w poprzednim przypadku otrzymujemy

l

hipr <1+ |ow| <14+> g =14 hig1 —go = hiyr — (h — 1),
=1

co jest sprzecznoscia, bo hy > 1.
iv) suppv = W U {i, j}. Wowczas

hivo = 0] < (h1 — 1) + 1 + |W}y| = h1 + |ow|.

Powotujac sie na ten sam argument co w drugim przypadku otrzymujemy

l

!
hipe < hi + [ww| < +th =90 +th = his1.
t=1 t=1

Otrzymana nieréwnosé hjyo < h;y1 pokazuje, ze

In—1 < Gi+1 = higo — hyp1 <0,

co jest sprzeczne z zalozeniem.

W ten sposéb wykazalidémy, ze przypadki ii), iii) oraz iv) prowadza do sprzecz-
nosci. Natomiast z przypadku i) wynika, ze go = g1 = -+ = g dla pewnego
ke {l,...,n—2}. Aby zakonczyé¢ dowdd wystarczy zastosowaé lemat O

Stwierdzenie 4.14. Niech II = {I1y,...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kow P. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorodny
Z = Z(l) = (Jm, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jy) z nim kompatybilng.
Niech g = (g¢)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.

Zaltozmy, ze gn—1 > 0 dla pewnego 3 < n < m oraz istnieje taki zbior
X eminA, Ze 2 < |X| < n — 1. Jesli istniejg takie i € X, j € Jy \ X, Ze
bloki I; i II; sq poréwnywalne w strukturze dostepu I', to g1 = -+ - = gp_1.
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Dowdd. Niech X € minA, 2 < k:=|X|<n-1,i€ X, j€ J,\ X. Z tego,
ze gn—1 > 0, wynika g > 0 dla wszystkich k € {2,...,n — 1}. Jesli bloki II;
i II; sa poréwnywalne, to z twierdzenia @ wynika, ze blok II; jest hierarchicznie
podrzedny wzgledem bloku II;.

Rozwazmy taki wektor wierzchotkowy w rzedu k + 1, ktérego nosnikiem jest
zbiér X U {j}, ze w; = go = h1 oraz wj = g;. Oczywidcie w € I' na podsta-
wie lematu Wtedy réwniez wektor @' := w — g1€; + g1€; nalezy do I" oraz
suppw’ = X. Zatem na lematu (4) istnieje taki minimalny wektor autoryzo-
wany U, ze U <s; w, v € B(Z,suppv) i suppv € A. Zauwazmy, ze suppv = X bo
supp® C suppw = X € min A. Ponadto v; < hy oraz v, < w), = w, dla z € X,
x # 1. Stad oraz lematu [2.28| otrzymujemy

k k
hie = 10| <|ox|=go+ D gt =Y 9t — g1 = hpy1 — g1.
t=2 =0
Zatem g1 < hgy1 — hip = gr. Poniewaz ciag g jest nierosnacy, wiec g1 = g,
stad oczywiscie g1 = g2 = -+ = gr_1 = gk Aby zakonczyé dowdd wystarczy
zastosowaé lemat .12 O

Lemat 4.15. Niech Z = (Jy,, h) bedzie polimatroidem jednorodnym, niech X C Jy,,
i,j € X,1i# 7, oraz niech w € B(Z,X).

Jesli wj > 0, to wektor w' := w — €; + & nalezy do B(Z,X) lub istnieje taki
2biorY C X \{j}, i €Y, zev:=wy € B(Z,Y). Ponadto v < w oraz v < w'.

Dowéd. Zauwazmy, ze suppw’ C X oraz |w'y| = |wx| = h(X) = hx|. Wystarczy
rozwazy¢ przypadek @' ¢ B(Z,X), to znaczy istnieje taki zbiér Y C X, ze
|w}, | > h(Y)+1. Wybierzmy minimalny zbiér Y o tej wlasnosci. Latwo zauwazy¢,
ze 1 €Y oraz j ¢ Y. Przyjmujac oznaczenie [ := |Y], otrzymujemy kolejno:

(wi +1) + Z wy = hy + 1,
ey \{i}

wi+ Y, w > hy,
teY\{i}

[wy | > h.

Stad oraz zalozenia w € B(Z, X) wynika, ze |wy| = h;. Przyjmujemy v := wy.
Wobec powyzszego otrzymujemy v € B(Z,Y). Latwo sprawdzié, ze v <; w oraz
v < W', co konczy dowdd. O

Lemat 4.16. Niech Z = (Jy,, h) bedzie polimatroidem jednorodnym, niech X C Jp,,
jeX,ie J,\X, oraz niechw € B(Z,X). Niech g = (9t)t=0.1,....m bedzie ciggiem
wyznaczonym przez polimatroid Z.

Jesli gp—1 > g = -+ = gm-1 = gm = 0 dla pewnego 1 < k < m — 1 oraz
| X|>kiw;>0,tow =w—¢€;+e¢ € B(Z,XU{i}).
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Dowdd. Zauwazmy, ze suppw’ € X U {i} oraz w; = 1, wj = w; — 1. Pokazemy,
ze dla kazdego Y C X U {i} otrzymujemy |wy-| < hjy|. Rozwazmy nastepujace
przypadki, w kazdym korzystajac z tego, ze w € B(Z, X):

i) jeY,ieY. Wowczas

@y | = [@y\giy| < Pyyygay) < gy
ii) jeY,i¢gY. Wowczas
|y | < [oy| < hyy).
i) €Y, i ¢Y. Wowczas
[y | = |wy| < hyy)-
iv) j€Y,ieY. Wowczas

oy | < [y (iyugyl < by

Aby zakonczy¢ dowdd tego, ze w' € B(Z, X U{i}), nalezy jeszcze wykazad, iz
’waU{i}‘ = hix|+1 = MX U{i}). Zauwazmy, Ze z zalozenia otrzymujemy g x| = 0,
stad x| = hix|11 — 9x| = hx|41 oraz

|w’XU{1}] = |’Lflx| = h|X| = h|X|+1 = h(X U {Z}) ]

Lemat 4.17. Niech II = {Iy,...,I,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw
P. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorodny
Z = Z(II) = (Jm, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jm) 2z nim kompatybilng.
Niech g = (gt)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.

Zatdzimy, Ze zbidr jednoelementowy zawierajgcy k nalezy do min A dla pew-
nego k € Jy, oraz gm—2 > gm—1 = 0. Jesli w € minl" oraz k € suppw ludb
Jm \ {k} C suppw, to @' :=w —¢; +e € I' dla dowolnego j € supp w.

Dowdéd. Rozwazmy dowolny taki wektor w € min I', ze w; > 0. Wéwezas na pod-
stawie lematu (3) otrzymujemy w € B(Z,suppw) i suppw € A. W zwiazku
z zalozeniami mozemy rozwazy¢ dwa przypadki:

i) k € suppw. Z lematu wynika, ze W' = w — €; + €, € B(Z,suppw)
lub istnieja taki zbiér Y C suppw \ {j}, k € Y, oraz taki wektor v € B(Z,Y),
ze U <g w'. Jesli zachodzi pierwsza mozliwo$é, to z lematu (1) otrzymujemy
w' € I'. Jedli zachodzi druga mozliwo$é, to zauwazmy, ze Y € A, wiec z lematu
ﬁ (1) otrzymujemy v € I', stad @’ € I'. Ten przypadek obejmuje takze sytuacje,
gdy suppw = Jp,.

ii) suppw = Jp, \ {k}. Zauwazmy, ze na podstawie lematu otrzymujemy
w' = w—¢€; +eé, € B(Z,Jp). Poniewaz J,, € A, korzystamy z lematu (1)
i otrzymujemy w’ € I'. O
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Znaczna wiekszos¢ twierdzen w tym podrozdziale w swojej wypowiedzi ma
standardowy zestaw zalozen. Ponizszy lemat stanowi wyjatek od tej reguty.

Lemat 4.18. Niech II = {II,...,IL,,}, m > 3, bedzie podzialem zbioru uczest-
nikéw P. Niech Z2 = Z(II) = (Jm,h) bedzie polimatroidem jednorodnym oraz
niech g = (gt)i=0,1,....m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z. Niech
A C P(Jy) bedzie rodzing monotoniczng oraz niech k € X # Jp, Y = Jp, \ {k}
dla pewnego k € Jp,.

Jesli gm—2 > gm-1=0, X, Y €A oraz XNY &€ A, to

MXNY)+h(XUY) < h(X)+ h(Y).

Dowdd. Niech {k} C X # J,, oraz Y = Jp,, \ {k}. Wowczas | X UY| = Jp,,
|IX NY]| < |X] <m — 1. Stad, korzystajac z zalozenia oraz lematu kolejno
otrzymujemy:

0=9gm-1 < gm—2 < gxny| < g xny| + -+ 9x]-1,
Py — hm—1 < hix| — bixny)s
hixay| + him < hix| + hm-1,
hixny| + hixoy) < hix)+ by
M(XNY)+h(XUY)<h(X)+h(Y),

co konczy dowdd. O

4.3 Hierarchiczne struktury dostepu wyznaczone przez po-
limatroidy jednorodne

Po wprowadzeniu niezbednych lematéw i stwierdzen mozemy przystapié¢ do
badania hierarchicznosci struktur dostepu wyznaczonych przez pewne polima-
troidy jednorodne Z = (J,,,h) i kompatybilne z nimi rodziny monotoniczne
A C P(Jm). Metody wyznaczania porzadku hierarchicznego w strukturach doste-
pu w znacznym stopniu zaleza od sygnatury ciagu g = (g¢)¢=o0,1,... m Wyznaczonego
przez polimatroid, a dokladniej od liczby max{l : o; =1} = max{l : ¢; > 0}.
Jednak we wszystkich przypadkach mozna stosowaé podobng taktyke. Najpierw
znajdujemy warunki konieczne istnienia blokéw poréwnywalnych. Nastepnie po-
kazujemy, ze te warunki sg réwniez wystarczajace i wyznaczamy typy porzadko-
we poszczegdlnych struktur. Takie postepowanie daje dodatkowy efekt w postaci
dowodu, ze we wszystkich pozostalych przypadkach mamy do czynienia z oddzia-
towymi strukturami dostepu, w ktérych uporzadkowanie blokéw jest antyliniowe.

Jak juz wspomnieliSmy na poczatku tego rozdziatu, tabele oraz
znajdujace si¢ w podrozdziale [£.4] prezentuja przyklady zastosowan otrzymanych
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wynikéw dla odpowiednio m = 2, m = 3 i m = 4. Wiersze tabel odpowiadaja
wszystkim mozliwym postaciom zbioru min A z doktadnoscia do permutacji zbio-
ru Jy,, natomiast kolumny prezentuja wszystkie mozliwe ciagi g z doktadnoscia
do sygnatury. Jak wiemy z rozdzialu 2, w przypadku badania kompatybilno-
$ci rodziny monotonicznej oraz polimatroidu jednorodnego A nie sa istotne ani
wartosci funkcji rangi ani wartoéci ciagu g wyznaczonego przez Z, lecz jedynie
sygnatura ciggu g. W podanych tabelach na przecigciu si¢ wiersza i kolumny
w odpowiedniej komérce sg mozliwe 2 przypadki:

i) jesli widnieje symbol ,~”, oznacza to, ze rodzina monotoniczna A nie jest
kompatybilna z polimatroidem jednorodnym Z, ktéry wyznacza ciag g.

ii) jesli widnieje pewna litera, oznacza to, ze rodzina monotoniczna A jest
kompatybilna z polimatroidem jednorodnym Z, ktéry wyznacza ciag g. Ponad-
to struktura hierarchiczna I' wyznaczona przez polimatroid Z oraz rodzine A
charakteryzuje si¢ hierarchicznoscia opisana wedtug legendy. Wykazemy, ze dla
m = 2, m = 3 im = 4 na hierarchicznosé¢ struktury I" nie maja wpltywu wartosci
funkcji rangi ani wartosci ciggu g wyznaczonego przez Z, lecz jedynie sygnatu-
ra ciagu g. Innymi slowy ustalona kolumna reprezentuje wszystkie polimatroidy,
ktorych sygnatura ciagu g jest réwna sygnaturze ciaggu widniejacego w nagtéwku
danej kolumny.

Po kazdym twierdzeniu warto poréwnaé tezy twierdzenia z wynikami zawar-
tymi w tabelach.

Przypadek g,,—1 >0

W tym przypadku twierdzenie [{.19] zawiera warunki konieczne, na to aby
pewne bloki uczestnikow w wielodzielnej strukturze dostepu byly poréwnywal-
ne. Nastepnie w twierdzeniach [4.22] [£.23] i [£.24] badamy szczegdélowo strukture
hierarchiczng blokéw we wszystkich przypadkach, gdy dla ciagu g wyznaczonego

przez polimatroid Z i rodziny monotonicznej A kompatybilnej z Z spelnione sa
warunki konieczne.

Twierdzenie 4.19. Niech II = {IIy,...,IL,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kéw P. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorodny
Z = Z(Ml) = (Jm, h) i rodzing monotoniczng A C P(Jp,) z nim kompatybilng.
Niech g = (gt)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.

Jesli gm—1 > 0 oraz istniejg w zbiorze I dwa rozne bloki, ktore sq porownywal-
ne w strukturze dostepu I', to g1 = ... = gm—1 lub min A = {{k}} dla pewnego
ke Jn.

Dowdd. Zalézmy, ze istniejg takie i,j € J,,, ze bloki II; i II; sg poréwnywalne.
Oczywiscie nie moze sie zdarzy¢, ze i,j € X dla pewnego X € min A, poniewaz
IT; i TI; bylyby nieporéwnywalne na podstawie twierdzenia [4.5]
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Jedli i,j ¢ X dla pewnego X € minA, to zgodnie ze stwierdzeniem [4.13
zastosowanym dla n := m otrzymujemy go = g1 = ... = gm—1-

Jesli nie istnieje taki zbiér nalezacy do min A, ktéry nie zawiera i oraz j, to
bez straty ogdélnosci mozemy zatozyé, ze i € X oraz j € X dla pewnego zbioru
X € minA. Jedli | X| > 2, to zgodnie ze stwierdzeniem zastosowanym dla
n = m otrzymujemy g = ... = gm—1. Jesli | X| =1, to min A = {{i}}, poniewaz
w przeciwnym razie oba elementy ¢ oraz j bylyby poza pewnym minimalnym
zbiorem autoryzowanym, a ten przypadek teraz wykluczamy. O

Zauwazmy, ze jesli gm—1 > 0, to z powyzszego twierdzenia wynika, iz anali-
zujac tabele [£.2] oraz [£.3] struktur nie bedacych oddzialowymi nalezy spodziewac
sie w pierwszym wierszu lub dwdéch ostatnich kolumnach. W przypadku tabeli [4.1]
zastosowanie powyzszego twierdzenia dotyczy tylko pierwszego wiersza i ostatniej
kolumny.

Aby opisaé¢ praporzadek w zbiorze II, wprowadzamy oznaczenia Ordpr(A, B)
oraz Ord}(A, B) ktére definiujemy nastepujaco.

Definicja 4.20. Niech II = {IIy, ... ,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikoéw
P oraz niech A i B beda rozlacznymi podzbiorami zbioru J,,. Stwierdzenie, ze
uporzgdkowanie zbioru (I1, X ) jest typu Ordp(A, B) oznacza, ze zadne dwa rézne
bloki nie sa hierarchicznie réwnowazne w strukturze dostepu I" oraz

Hj%pﬂi@jeA,iEB.

Mozna zauwazy¢, ze jesli zbiér A lub B jest pusty, to otrzymujemy praporza-
dek Ordr(A, B), w ktérym kazde dwa bloki sa nieporéwnywalne.

Definicja 4.21. Niech II = {II;,...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw
P oraz niech A i B beda roztacznymi podzbiorami zbioru .J,,. Stwierdzenie, ze
uporzqdkowanie zbioru (11, <) jest typu Ord}(A, B) oznacza, ze wszystkie bloki
w zbiorze A s parami hierarchicznie réwnowazne w strukturze dostepu I, po-
zostate bloki nie sa parami hierarchicznie réwnowazne w strukturze dostepu I
oraz

Il <r1l; <= j € Ai€ B.

Mozna zauwazy¢, ze jeSli zbiér A jest pusty, to otrzymujemy praporzadek
Ord} (0, B), w ktérym kazde dwa bloki sa nieporéwnywalne. Jesli natomiast zbiér
B jest pusty, to otrzymujemy praporzadek Ord}.(A,0), w ktérym kazde dwa
bloki sa poréwnywalne. Warte uwagi jest takze spostrzezenie, ze jesli |A| < 1, to
Ordr(A, B) = Ord}.(A, B).

Tak zdefiniowane praporzadki mozna przedstawi¢ w postaci diagraméw Has-
sego.
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) - @
Hlt Hlt
1, 115, 1L
A A
Uporzadkowanie typu Ordr(A, B). Uporzadkowanie typu Ord}.(A, B).

Ponizsze twierdzenie opisuje hierarchicznosé struktur dostepu wyznaczonych
przez polimatroidy, dla ktérych g9 = g1 = -+ = gm—1 > 0, oraz rodziny z ni-
mi kompatybilne. To twierdzenie szczegélowo wyjasnia hierarchicznosci struktur
dostepu znajdujacych sie w ostatniej kolumnie kazdej z tabel.

Twierdzenie 4.22. Niech IT = {IIy, ... ,II,,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kéw P. Niech Z = Z(I1) = (Jpm, h) bedzie polimatroidem jednorodnym oraz niech
g = (9t)1=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z. Zaloimy, ze
go=9g1=""=9gm-1> 0.

1. Wowczas rodzina monotoniczna A C P(Jp,) jest kompatybilna z polimatro-
idem Z wtedy i tylko wtedy, gdy min A = {X} dla pewnego X C Jp,.

2. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid Z i takg
rodzine monotoniczng A C P(Jy,), Zze min A = {X} dla pewnego X C Jy,.
Wtedy:

a) Wektor Y .cx hiey jest jedynym minimalnym wektorem autoryzowa-
nym w strukturze dostepu I.

b) Uporzqdkowanie zbioru (II, Xr) jest typu Ordy(Jm \ X, X).

Dowdd. 1. Postuzmy sie lematem przyjmujac n := m, z ktérego wynika, ze
gdy rodzina A jest kompatybilna z polimatroidem Z, to min A zawiera dokladnie
jeden zbiér. Aby wykazaé¢ implikacje odwrotna, wystarczy powotaé sie na lemat
2.36| (3).

2 a) Wezmy dowolny zbiér Y € A oraz dowolny wektor w € B(Z,Y) i zasto-
sujmy lemat (1). Jesli I := |Y|, to dla kazdego z € Y otrzymujemy

hi 2w, > g—1 =90 =h1 = w, = hy.

Poniewaz X C Y, stad w > > cx hiéy dla kazdego zbioru Y € A oraz kazdego
wektora w € B(Z,Y). To pokazuje, ze wektor Y ;. x hi€y jest jedynym minimal-

nym wektorem autoryzowanym.
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2 b) Na wstepie zauwazmy, ze zgodnie ze stwierdzeniem bloki indeksowa-
ne elementami nalezacymi do zbioru X sa nieporéwnywalne. Gdy X = J,, to
w zbiorze II kazde dwa bloki sa nieporéwnywalne, a wiec uporzadkowanie zbioru
(II, <) jest typu Ord;(0, Jp,).

Teraz zakladamy, ze | X| < m. Rozwazmy przypadki:

i)ie X, j & X.Zgodnie z Wnioskiembloki I1; oraz II; sa nieporéwnywalne
albo II; <p II;. Wykazemy, ze II; <p II;. Korzystajac z punktu a) oraz biorac
pod uwage fakt, iz j ¢ X otrzymujemy, ze taki wektor w, dla ktérego w; > 0
oraz w € min I', nie istnieje. Stosujac uwage otrzymujemy II; < II;.

ii) i,7 ¢ X. Zgodnie z powyzszym punktem a) otrzymujemy, ze wektor
Y okex hiér jest jedynym minimalnym wektorem autoryzowanym. Biorac pod
uwage fakt, iz i,7 € X otrzymujemy, ze taki wektor w € min ", dla ktérego
w; > 0 lub w; > 0, nie istnieje. Stosujac uwage @ otrzymujemy, ze bloki II;
i I1; sa hierarchicznie réwnowazne.

W ten sposéb pokazalismy, ze uporzadkowanie zbioru (II, <) jest typu
Ordy(Jm \ X, X). O

Analogicznie do poprzedniego twierdzenia, ponizsze twierdzenie opisuje hie-
rarchicznosé struktur dostepu wyznaczonych przez polimatroidy, dla ktérych ma-
my go> g1 = = gm—1 > 0, oraz rodziny z nimi kompatybilne. To twierdzenie
szczegbdlowo wyjasnia hierarchicznosci struktur dostepu znajdujacych sie w przed-
ostatniej kolumnie kazdej z tabel.

Twierdzenie 4.23. Niech IT = {IIy,... I, } bedzie podzialem zbioru uczestni-
kéw P. Niech Z = Z(I1) = (Jpm, h) bedzie polimatroidem jednorodnym oraz niech
g = (9t)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z. Zaloimy, Ze
9o >g1="-=gm-1>0.

1. Wéwczas rodzina monotoniczna A C P(Jy,) jest kompatybilna z polimatro-
idem Z wtedy i tylko wtedy, gdy min A = {X} dla pewnego X C J,, lub
min A = {{k} : k € J,,}.

2. Niech I bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid Z + rodzine
monotoniczng A C P(Jy,) z nim kompatybilng. Wtedy:

a) Jesli min A = {X} dla pewnego X C Jp,, to uporzqgdkowanie zbioru
(H7 <F) Jjest typu Ordf(‘]m \ XaX)

b) Jesli min A = {{k} : k € J,}, to uporzadkowanie zbioru (II, <) jest
typu Ordp(0, Jp,).

Dowdd. 1. Niech X, Y beda dowolnymi zbiorami minimalnymi w A. Zgodnie
z lematem [£.10] zastosowanym do n := m, jedli te zbiory sa rézne, to musza
byé jednoelementowe. Zatem jesli A zawiera wiecej niz jeden zbiér minimalny, to
kazdy zbiér minimalny jest jednoelementowy.
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Zalézmy wiec, ze A zawiera wiecej niz jeden zbiér minimalny. W zwigzku
z powyzszym {a}, {b} € min A dla pewnych a,b € Jy,.

Przypu$émy, ze nie wszystkie zbiory jednoelementowe nalezg do min A, to
znaczy istnieje takie k € Jy,, ze {k} & min A. Oczywiscie {a,k},{b,k} € A, ale
({a}U{k})N({b}U{k}) = {k} € A. Stosujac lemat Csirmaza (2.21, 2) do zbioréw
{a,k} oraz {b,k} otrzymujemy kolejno:

h({k}) + h({a, b, k}) < h({a, k}) + h({b, k}),

hs —hg < hg — h; = g2 < g1,

stad sprzeczno$é. Aby wykazaé implikacje odwrotng, rozwazmy dwa przypadki:

i) min A = {X} dla pewnego X C J,,. Tu wystarczy powolaé si¢ na lemat
5.36] (3).

il) min A = {{k} : k € J}, to znaczy kazdy niepusty podzbiér zbioru J,
nalezy do A. W $wietle lematu (1) wystarczy sprawdzié, ze warunek 2 le-
matu Csirmaza jest spetniony. Wezmy zatem takie zbiory W)Y € A, ze
WNY ¢ A. Oznacza to, ze W NY = (). Z przyjetych zalozen oraz lematu [2.28
dla i > 0 mamy h; = go + (I — 1)g1. Przyjmijmy oznaczenia s = |W|, r = |Y]|,
stad

AMWUY) = heyr=go+(s+r—1)g1 =
= go+(s—=1g1+go+(r—1)g1 — (90 — 91)
== hs + hr - (90 - gl) < h(W) + h‘(Y)

Ostatnia nier6wnos¢ wynika z faktu, ze gg — g1 > 0.

2 a) Przyjmijmy min A = {X} dla pewnego X C J,,. Fakt, ze II;, II; dla
i,7 € X sa nieporownywalne wynika wprost ze stwierdzenia Jedli X = J,,,
to uporzadkowanie zbioru (II, <) jest typu Ordp(0, Jp,).

Dalej mozemy zalozyé, ze | X| < m. Rozwazmy i € X oraz j ¢ X. Zgodnie
z Wnioskiem@bloki II; oraz II; sg nieporéwnywalne albo II; < II;. Wykazemy,
ze I1; <r II;. Niech w bedzie takim wektorem minimalnym w I', ze w; # 0. Jedli
taki wektor nie istnieje, to na postawie uwagi @ otrzymujemy II; <p II;. Jesli
taki wektor istnieje, to z lematu (3) mamy w € B(Z,suppw) i suppw € A,
wiec X C suppw, w szczegdlnosci i € supp w. Zauwazmy, ze |suppw| > 2, po-
niewaz j,i € suppw. Zgodnie z lematem [2.29 (1), przyjmujac k := |suppw],
otrzymujemy w; > gp—1 Z zaloZenia gp_1 = g1, stad mozemy rozwazy¢ dwa
przypadki:

i) w; = g1, wiec zgodnie z lematem2.29((2) v := w — w;e; € B(Z,suppw \ {j}),
ale X C suppw\{j}, wiec z lematu[t.3)(1) otrzymujemy v € I". Wtedy oczywiscie
I<sw—¢j+¢ =w,stad W' €I

ii) w; > g1 i oznaczmy W := suppw. Zgodnie z lematem otrzymujemy
w' = w —¢&; +¢& € B(Z,W) lub istnieje taki zbiér Y C W\ {j}, i € Y, ze
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v:=wy € B(Z,Y) 10 < w, v < w'. W szezegblnoéci mamy |wy| = 0] = hyy|.
Przedstawmy W = Y U Z U {j} w postaci sumy trzech zbioréw rozlacznych,
gdzie Z = W\ (Y U {j}). Wtedy na podstawie lematu [2.29] (1) oraz zalozeil
otrzymujemy, ze kazda wspolrzedna wektora w wynosi co najmniej g1, stad:

hiw| = o] = |wy| + |wz| +wj > |0] + [Z]g1 + g1 = hyy| + | Z]g1 + g1 = hyw),

gdzie ostatnia réwnosé wynika z lematu [2.28| w nastepujacy sposéb:

W|-1

hiw| — hy| = Z 9t = |Z|g1 + 91
t=|Y|

OtrzymaliSmy sprzeczno$é, zatem w’' € B(Z, W), wiec z lematu (1) otrzymu-
jemy w' € I

W obu powyzszych przypadkach otrzymalismy, ze w’ € I, stad II; <p II;.

Pozostaje pokazac, ze 11, II; sa nieporéwnywalne, gdy 7, j ¢ X. Gdyby jednak
bylo inaczej, to z lematu[£.13] przyjmujac n := m, otrzymaliby$my gy = g1 whrew
przyjetemu tu zatozeniu. W ten sposéb pokazaliSmy, ze uporzadkowanie zbioru
(I, <) jest typu Ordp(Jp, \ X, X).

2 b) Przyjmijmy min A = {{k} : k € J,,}. Z wniosku [4.8| wynika, ze II; jest
maksymalny dla kazdego k € Jp,. Gdyby II; <r II; dla pewnych ¢,j € J,,, to
blok 1I; nie bylby maksymalny, stad sprzecznos¢. W ten sposoéb pokazaliSmy, ze
uporzadkowanie zbioru (II, <r) jest typu Ordr (0, J,,). O

Kolejne twierdzenie opisuje hierarchiczno$¢ struktur dostepu wyznaczonych
przez polimatroidy, dla ktérych g,,—1 > 0 oraz rodziny, ktérych zbiory minimalne
sktadaja sie z jednego zbioru jednoelementowego. To twierdzenie szczegdlowo
wyjasnia hierarchicznodci struktur dostepu znajdujacych sie w pierwszym wierszu
kazdej z tabel.

Twierdzenie 4.24. Niech II = {IIy,...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczest-
nikow P. Niech Z2 = Z(II) = (Jm, h) bedzie polimatroidem jednorodnym oraz
niech g = (gt)1=0,1,....m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z. Niech
A C P(Jy) bedzie takq rodzing monotoniczng, ze min A = {{k}} dla pewnego
k € Jn. Zaléimy, zZe gmn—1 > 0.

1. Wéwczas rodzina monotoniczna A jest kompatybilna z polimatroidem Z.

2. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid Z + rodzineg
monotoniczng A. Wtedy:

a) Jesli go = gm-1, to uporzedkowanie zbioru (I, xp) jest typu
Ordp(Jm \ {k}, {k}).

b) Jesli go > gm—1, to uporzadkowanie zbioru (II, <) jest typu
Ordp(Jm \ {k}, {k}).
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Dowdd. 1. Ten punkt otrzymujemy stosujac lemat (3).

2.7 Wnioskuwynika, ze Iy jest maksymalny w zbiorze (I, X ), a wiec I,
nie jest rownowazny z zadnym innym blokiem. Ustalmy j € J,,,, j # k. Rozwaz-
my dowolny taki wektor w € min I', ze w; # 0. Jesli taki wektor nie istnieje, to na
postawie uwagi otrzymujemy IT; <p IIi. Jedli taki wektor istnieje, to na pod-
stawie lematu (3) otrzymujemy w € B(Z,supp w) oraz suppw € A. Z zaloze-
nia mamy k € supp w. Z lematuwynika, zew = w —€; + e € B(Z,suppw)
lub istnieja taki zbiér Y C suppw \ {j}, k € Y oraz taki wektor v € B(Z,Y),
ze 1 <s w'. W pierwszym przypadku z lematu (1) otrzymujemy w’' € I
Jesli zachodzi drugi przypadek, to zauwazmy, ze Y € A, wiec z lematu (1)
otrzymujemy v € I'. To oznacza, ze w obu przypadkach @’ € I', stad IT; <p IIj.
W sposéb otrzymujemy wniosek, ze uporzadkowanie zbioru (II, <) jest typu
Ordi-(Jon \ (I}, {J}) lub Ordr(J \ {3}, (k).

2 a) Zauwazmy, ze rowno$¢ gy = gm—1 Wraz z monotonicznoscia ciagu g po-
ciggaja go = g1 = ... = gm_1. Dale] wystarczy zastosowaé twierdzenie (2b),
aby otrzymac teze.

2 b) Jesli uporzadkowanie zbioru (II, <) jest typu Ord}(Jp \ {k}, {k}), wte-
dy bloki II; i II; sa poréwnywalne dla pewnych i,j € Jp, \ {k}. Ze stwierdzenia

dla n := m, wynika, ze gg = g1 = -+ = gm—1. Stad otrzymaliSmy sprzecz-
no$¢ z tym, ze go > gm-—1, wiec ze uporzadkowanie zbioru (II, <) jest typu
Ordp(Jm \ {k}, {k}). O

Podsumowujac, opisaliSmy dokladnie hierarchicznosé¢ struktur dostepu wy-
znaczonych przez polimatroidy jednorodne, dla ktoérych g,,—1 > 0, oraz rodziny
monotoniczne z nimi kompatybilne.

Przypadek g, 2 > g—1 =0

Kontynuujemy nasze badania przechodzac do kolejnej grupy polimatroidéw.
Podamy teraz warunek konieczny istnienia blokéw poréwnywalnych w przypad-
ku, gdy dla ciagu g = (¢¢)t=0,1,....m Wyznaczonego przez polimatroid Z mamy
gm—2 > gm—1 = 0. Nastepnie w twierdzeniach [£.26] oraz .27 wykazemy, ze otrzy-
mane warunki sa takze wystarczajace. Ponizsze trzy twierdzenia maja swoje za-
stosowanie do tabel oraz

Twierdzenie 4.25. Niech I1 = {IIy,...,II,,}, m > 3, bedzie podzialem zbioru
uczestnikow P. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatro-
id jednorodny Z = Z(1I) = (Jm, h) @ rodzine monotoniczng A C P(Jy) z nim
kompatybilng. Niech g = (g¢)i=0,1,...,m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polima-
troid Z.

Jesli gm—2 > gm—1 = 0 oraz istniejg w zbiorze 11 dwa rdzne bloki, ktore
sq poréwnywalne w strukturze dostepu I', to min A = {X,Y'}, gdzie | X| = 1,
YC I \X, |Y|>m-—2.
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Dowdd. 7 lematu wynika, ze kazdy podzbiér (m — 1)-elementowy nalezy
do A. Korzystajac z tego faktu tatwo zauwazyé, ze przekrdj wszystkich zbioréw
nalezacych do A jest pusty, wiec A nie zawiera elementu najmniejszego, zatem
w rodzinie A istnieja co najmniej dwa zbiory minimalne. Zalézmy, ze pewne
dwa bloki II; oraz II; sa poréwnywalne. Zgodnie z lematem dowolny zbiér
(m — 1)-elementowy zawierajacy obydwa elementy i, j nie moze by¢ minimalny,
wiec zawiera wlasciwy podzbiér, ktéry jest minimalny w A. Rozwazmy dwa przy-
padki:

i) Istnieja takie dwa zbiory X,Y C .J,, minimalne w A, ze | X| < m — 2 oraz
Y| = m—1. Z faktu, ze Y € min A i twierdzenia [4.5|wynika, ze jeden z elementéw
¢ lub j nie nalezy do Y. Bez straty ogdélnosci mozemy przyjaé, ze jest to element 3.
Z faktu, ze X nie zawiera sie w Y wynika, ze i € X, bo i jest jedynym elementem
nie nalezacym do Y. Z twierdzenia wynika, ze j ¢ X. Z twierdzenia oraz
z poréwnywalno$ci blokéw wynika, ze II; < 1I;.

Przypu$émy, ze | X| > 2, wiec zbiory X i Y nie sa rozlaczne. Ustalmy element
l € XNY. Zbiér Jp, \ {l} nalezy do A, bo ma m — 1 elementéw, nie zawiera
zbioréw minimalnych X ani Y, nie jest takze minimalny bo zawiera i,j, wiec
zawiera pewien inny zbiér minimalny W, |W| < m — 2. Podobnie jak poprzednio
z faktu, ze W nie zawiera sie w Y wynika, ze ¢ € W, bo 7 jest jedynym elementem
nie nalezacym do Y. Z twierdzenia [4.5| wynika, ze j ¢ W. Stad otrzymujemy
| X UW| < m— 1. Zauwazmy takze, ze X # W. Stosujac stwierdzenie dla
n = m — 1 otrzymujemy g1 = ... = gm—2. Nastepnie z lematu [£.10] wynika,
ze zbiory X i W sa jednoelementowe, wbrew przyjetemu wczedniej zalozeniu, ze
| X| > 2. PokazalisSmy, ze |X|=1oraz Y = J,, \ X.

Nalezy jeszcze pokazaé, ze nie ma innych zbioréw minimalnych w A. Niech U
bedzie pewnym zbiorem minimalnym w A. Oczywiscie U jako zbiér minimalny
nie zawiera zbioru X. Jesli U ma m — 1 elementow, to jest rowny Y, bo jest to
jedyny zbiér (m — 1)-elementowy, ktéry nie zawiera X. Jesli [U| < m — 2, to
stosujac powyzsze rozumowanie dla pary zbioréw U,Y stwierdzamy, ze U jest
zbiorem jednoelementowym rozltacznym z Y, a to pociaga X = U.

ii) Wszystkie zbiory minimalne w A maja co najwyzej m—2 elementéw. Niech
X, Y e minA, X # Y. Zgodnie z twierdzeniem najpierw zastosowanym do
X, potem do Y, elementy nalezace do X UY sa nieporownywalne, wiec ¢, j nie
moga rownoczesénie nalezeé do sumy tych zbioréw. Stad [ X UY | <m — 1.

Rozwazmy przypadek, gdy dokltadnie jeden sposrdd elementéw ¢, j nalezy do
zbioru X UY. Bez utraty ogélnosci mozemy przyjaé, ze i € X. Wtedy j ¢ Y.
Jesdli | X| > 2, to ze stwierdzeniazastosowanego dla n := m —1 otrzymujemy,
g1 = ... = Gm_2, CO wraz z lematem pociaga |X| = 1, stad sprzecznosé.
Zatem X = {i} nie zawiera si¢ w zbiorze Y, ktéry jest minimalny w A. Widzimy,
ze 1,5 ¢ Y. Jedli |Y| < m — 3, to stosujac stwierdzenie dlan:=m-—1
otrzymujemy go = g1 = ... = gm—2, & to zgodnie z lematem [£.11] daje réwnosé
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zbiorow X i Y, co jest sprzeczne z ich wyborem. Zatem zbiér ¥ ma m — 2
elementéw i jest roztaczny z jednoelementowym zbiorem X.

Przypu$émy teraz, ze i oraz j nie naleza do X UY, wiec [ X UY| < m — 2.
Jedli liczba elementéw w jednym ze zbioréw X lub Y nie przekracza m — 3 to
stosujac stwierdzenie dla n :=m — 1 otrzymujemy go = g1 = ... = gm—_2-
Nastepnie z lematu wynika, ze X =Y, co jest sprzeczne z wyborem tych
zbioréw. Stad wynika, ze | X| = |Y| = m — 2. Zatem X =Y = J, \ {i,5}, co
rowniez jest sprzeczne z przyjetym zalozeniem o tych zbiorach. PokazaliSmy, ze
przypadek gdy ¢ oraz j nie naleza do X UY jest niemozliwy.

Podsumowujac przypadek ii), pokazalidmy, ze |X| = 1 oraz Y C J,, \ X,
Y| = m—2. Nalezy jeszcze pokazaé, ze nie ma innych zbioréw minimalnych w A.
Niech U bedzie pewnym zbiorem minimalnym w A. Jesli zastosujemy powyzsze
rozumowanie do pary zbioréw X, U, to stwierdzimy, ze U C J,, \ X i |U| = m—2.
Podobnie rozwazajac pare U,Y otrzymamy U C J,,, \ Y i |[U| = 1. Stad m = 3.
W tym przypadku zbiory X, Y, U sa minimalne w A, jednoelementowe oraz
w sumie dajg caly zbiér J3. Oznacza to, ze bloki II; oraz II; sa maksymalne wbrew
poczatkowym ustaleniom. Ta sprzecznos¢ pokazuje, ze min A zawiera doktadnie

dwa zbiory.
Ostatecznie wykazaliémy, ze min A = {X,Y}, gdzie | X| =1, Y C J,, \ X,
Y| >m—2. O
Powyzsze twierdzenie wskazuje, ze w przypadku, gdy gm-2 > gm-1 = 0,

struktury dostepu, ktore nie sa oddziatowe, moga by¢ wyznaczone przez polima-
troidy i tylko dwa typy rodzin monotonicznych. Ponizsze dwa twierdzenia poka-
zuja, ze zaprezentowane warunki konieczne na to, aby pewne bloki uczestnikow
w wielodzielnej strukturze dostepu byly poréwnywalne, sa takze wystarczajace.
Odnoszac sie do przyktadow w postaci tabel, ponizsze twierdzenie opisuje hierar-
chiczno$é struktury dostepu wyznaczonej przez polimatroid jednorodny Z oraz
rodzine monotoniczng A okre$lone przez:

1. kolumne 2 i 3 oraz wiersz 4 w tabeli 1.2}

2. kolumne 4, 5, 6 1 7 oraz wiersz 9 w tabeli [£.3]

Twierdzenie 4.26. Niech II = {IIy,...,II,,}, m > 3, bedzie podzialem zbioru
uczestnikow P. Niech Z = Z(II) = (Jm, h) bedzie polimatroidem jednorodnym
oraz niech g = (g¢)i=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.
Niech A C P(Jy,) bedzie takq rodzing monotoniczng, ze min A = {{k}, J, \ {k}}
dla pewnego k € Jy,. Zaloimy, Ze gm—2 > gm-1 = 0.

1. Wowczas rodzina monotoniczna A jest kompatybilna z polimatroidem Z.

2. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid Z i ro-
dzine monotoniczng A. Wtedy uporzqdkowanie zbioru (II,<r) jest typu

OTdF(Jm \ {k}7 {k})
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Dowdd. 1. Postuzymy sie lematem Csirmaza . Warunek 1 tego lematu
jest spelniony po zastosowaniu lematu [2.36] (1), poniewaz kazdy zbi6r (m — 1)-
elementowy nalezy do A. Aby sprawdzi¢ warunek 2, wezmy takie zbiory X, Y € A,
ze X NY ¢ A. Zauwazmy, ze jest to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy k € X # J,,
oraz Y = Jp, \ {k}. Wowczas, korzystajac z lematu otrzymujemy, ze waru-
nek 2 lematu Csirmaza jest réwniez spelniony, wiec rodzina A jest kom-
patybilna z polimatroidem Z.

2. Najpierw pokazemy, ze II; < Iy, j € Jp \ k. Z wniosku wynika, ze
I, jest maksymalny w zbiorze (II, <), a wiec Il nie jest réwnowazny z zadnym
innym blokiem. Rozwazmy dowolny taki wektor w € min I", ze w; # 0. Jesli taki
wektor nie istnieje, to na postawie uwagi @ otrzymujemy II; <p IIj. Jesli taki
wektor istnieje, to na podstawie lematu (3) otrzymujemy w € B(Z,supp w)
i suppw € A. Zauwazmy, ze z zalozenia k € suppw lub Jp, \ {k} C supp w.
W zwiazku z tym mozemy powolaé si¢ na lemat [£.17] i otrzymujemy z niego,
zew :=w—é;+epel.

W ten sposéb wykazalismy, ze II; < II,. Wéwczas uporzadkowanie zbioru
IT jest typu Ordp(Jm \ {k},{k}) lub Ord}(Jm, \ {k},{k}). Biorac pod uwage
twierdzenie opcje druga nalezy odrzucié. O

Ponizsze twierdzenie opisuje hierarchicznosé struktury dostepu wyznaczonej
przez polimatroid jednorodny Z oraz rodzine monotoniczng A okreSlone przez
kolumne 4, 5, 6 1 7 oraz wiersz 6 w tabeli [4.3]

Twierdzenie 4.27. Niech I1 = {IIy,...,II,,}, m > 4, bedzie podzialem zbioru

uczestnikow P. Niech Z = Z(II) = (Jm, h) bedzie polimatroidem jednorodnym

oraz niech g = (gt)i=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.

Niech A C P(Jym) bedzie takq rodzing monotoniczng, zemin A = {{k}, J, \ {k,j}}
dla pewnych k,j € Jp,. Zalozmy, ze gm—o > gm—1 = 0.

1. Wéwczas rodzina monotoniczna A jest kompatybilna z polimatroidem Z
wtedy 1 tylko wiedy, gdy gm—3 > gm—2.

2. Niech gm—3 > gm—2 oraz niech I bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez
polimatroid Z i rodzine monotoniczng A. Wtedy uporzgdkowanie zbioru

(IT, <r) jest typu Ordr({j}, {k}).

Dowdd. 1. Najpierw wykazemy implikacje ,=". Ustalmy takie i € J,,, ze i # k
oraz i # j. Wezmy X = Jp, \ {i,j} 1Y = Jp, \ {k,j}. Z faktow, ze X, Y € A,
XNY =Ju\{i,j,k} € A, oraz lematu Csirmaza (2.21} 2) wynika kolejno, iz

MXNY)+h(XUY) < h(X)+ h(Y),

hm73 + hmfl < hm72 + hm72a

hmfl - hm72 < hm72 - hmf?n
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Im—2 < gm-3,

co nalezalo udowodnié.

Aby wykazaé¢ implikacje <7, zalézmy, ze gm—2 < gm—3 1 postuzmy sie le-
matem Csirmaza . Warunek 1 lematu Csirmaza jest spelniony po
zastosowaniu lematu [2.36] (1), poniewaz kazdy zbiér (m — 1)-elementowy nalezy
do A. Aby wykazaé¢ punkt drugi tego lematu, wezmy takie zbiory X,Y € A, ze
XNY ¢ A. Zauwazmy, ze jest to mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy k& € X # J,
oraz Jy \ {k,j} CY C J, \ {k}. Rozwazmy dwa przypadki:

1) Y = Jn \ {k}. Wéwczas powolujac sie na lemat otrzymujemy

WX NY)+h(XUY) < h(X)+ h(Y).

i)Y = Jn\{k,j}. Woéwczas [ X UY|>m—1, | XNY|<|Y|=m—2. Stad,
korzystajac z zalozenia oraz lematu kolejno otrzymujemy:

Im—2 < gm-3 < g|xny| S 9 xny| T+ 91x)-1;

hm—1 = hm—2 < hyx| — hyxnyy-

Zauwazmy, ze z zalozenia g1 = 0 wynika, iz hp, = hm—1 = hxuy|, wigc
kontynuujac rachunek otrzymujemy kolejno:

hixuy| — by < Pix) = hixnyy,

hixny) + hixuy| < x|+ Ry
MXNY)+h(XUY) < h(X)+h(Y).

W ten sposéb wykazaliSmy, ze warunki lematu Csirmaza sg spelnione, wiec
rodzina A jest kompatybilna z polimatroidem Z.

2. W pierwszej kolejnosci wykazmy, ze 11; < 1. Zauwazmy, ze z wniosku
M wynika, iz Il jest maksymalny w zbiorze (II, <), a wiec Il nie jest réw-
nowazny z zadnym innym blokiem. Rozwazmy dowolny taki wektor w € min I,
ze wj # 0. Jesli taki wektor nie istnieje, to na postawie uwagi otrzymujemy
IT; <p II. Jedli taki wektor istnieje, to na podstawie lematu (3) otrzymuje-
my w € B(Z,suppw) i suppw € A. Zauwazmy, ze z zalozenia k € suppw lub
Im \ {k,j} € suppw. Jedli J,, \ {k,j} C suppw, to z tego, ze w; > 0 otrzymu-
jemy Jp, \ {k} C suppw. W zwiazku z tym mozemy powolaé si¢ na lemat
i otrzymujemy z niego, ze w' := w — €; + € € I'. W ten sposéb wykazaliSmy, ze
Hj < I.

Z twierdzeniawynika, ze bloki indeksowane elementami ze zbioru J,, \ {k, j}
sa parami nieporéwnywalne. Ponadto stosujac twierdzenie[d.7|dla X = J,, \ {k, j}
otrzymujemy, ze kazdy blok II;, i € J,,, \ {k, j}, nie jest hierarchicznie podrzedny
lub réwnowazny wzgledem bloku II; oraz nie jest hierarchicznie podrzedny lub
réownowazny wzgledem bloku II;.
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Blok II; jest maksymalny, w zwiazku z powyzszym jest nieporéwnywalny
z kazdym blokiem II;, i € J,, \ {k,j}.

Przypusémy, ze II; < II;, dla pewnego i € J,, \ {k, j}. Niech @ bedzie takim
wektorem wierzchotkowym rzedu m — 1, ktérego nosnikiem jest zbiér J,, \ {k},
ze w; = go,W; = gm—3. Tutaj korzystamy z zalozenia, ze m > 4, dzigki ktéremu
g0 # 9gm—3. Oczywiscie z lematu mamy w € I', gdyz J,, \ {k} € A. Przy
takich zalozeniach réwniez wektor @' := w — ¢y—3€; + gm—3€; nalezy do I
Na podstawie lematu (4) istnieje taki minimalny wektor autoryzowany o, ze
v <s; W, v € B(Z,suppv) oraz supp v € A. Stad wynika, ze suppv = Jp, \ {k,j},
bo Jn \ {k,j} jest zbiorem minimalnym w A. Ponadto v; < go oraz v; < wy dla
t # i. Stad oraz lematu [2.2§] otrzymujemy

m—2
hma=101<go+ D>, w=> 9 —9mn3=hm1—9gm3
t€Jm\{k.jii} =0

Zauwazmy, ze hpy—1 = hm—2 + gm—2, stad kontynuujac rachunek otrzymujemy
hm—l —Im-3 = hm—2 + gm—-2 — gm-3 < hm—27

gdzie ostatnia nieréwnos$¢ wynika z zalozenia, ze gp,—3 > gm—o. Ta sprzecznosé
pokazuje, ze II; nie moze by¢ hierarchicznie podrzedny lub réwnowazny wzgle-
dem II; dla kazdego i € Jp, \ {k,j}. Zatem II; <p IIj jest jedyna nieréwnoscia
pomiedzy réznymi blokami zbioru (II, 1), co dowodzi, ze uporzadkowanie zbioru
(IT, <) jest typu Ordr({j}, {k})- O

Przypadek go > g1 > g2="" = gm-1=9m =0

Twierdzenie[4.28 omawia warunki konieczne i wystarczajace na to, aby pewne
bloki uczestnikéw w wielodzielnej strukturze dostepu byty poréwnywalne w przy-
padku, gdy dla rozwazanych polimatroidow mamy gg > g1 > g2 = 0.

Ponizsze twierdzenie ma swoje zastosowanie réwniez tylko do tabel oraz
W przypadku tabeli opisuje hierarchiczno$é¢ struktur dostepu wyznaczo-
nych przez polimatroidy okreslone w kolumnach 2 i 3, oraz rodziny monotoniczne
z nimi kompatybilne. W przypadku tabeli [f.3| podaje hierarchiczno$é struktur do-
stepu wyznaczonych przez polimatroidy okreslone w kolumnach 2 i 3, oraz rodziny
monotoniczne z nimi kompatybilne.

Twierdzenie 4.28. Niech II = {IIy,...,II,,}, m > 3, bedzie podzialem zbioru
uczestnikow P. Niech Z = Z(II) = (Jm, h) bedzie polimatroidem jednorodnym
oraz niech g = (gt)i=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.
Zaloimy, ze go > g1 > g2 ="+ = Gm—1 = gm = 0.

1. Jesli go > g1, to rodzina monotoniczna A C P(J,,) jest kompatybilna z po-
limatroidem Z wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki podzbior X C Jp,, Ze
min A = Py (X) U Pa(Jp \ X).
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2. Jesli g9 = g1, to rodzina monotoniczna A C P(Jn) jest kompatybilna
z polimatroidem Z wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki podzbior X C Jn,,
|X| <1, Zemin A =P (X) U P, \ X).

3. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid Z i takg
rodzing monotoniczng A C P(Jy,), ze min A = P1(X) U Pa(Jp \ X) dla
pewnego X C Jp,. Wiedy:

a) Jesli X jest niepustym podzbiorem zbioru Jy,, to uporzedkowanie zbio-
ru (I, <) jest typu Ordr(Jy, \ X, X).

b) Jesli X =0, to min A = Py(Jy,) oraz uporzgdkowanie zbioru (IL, <)
jest typu Ordp(0, Jy,).

Dowdd. 1. W pierwszej kolejnoéci wykazemy implikacje ,,=". Jesli rodzina mo-
notoniczna A jest kompatybilna z polimatroidem Z, to z lematu [2.35]1 zalozenia
go = 0 wynika, ze wszystkie podzbiory dwuelementowe zbioru J,, naleza do A.
Zatem zbiory minimalne nalezace do A maja jeden lub dwa elementy. Niech
X C J,, oznacza rodzine tych elementéw, ktére tworza jednoelementowe zbiory
minimalne. Stad pozostale zbiory minimalne sa dwuelementowe i nie zawieraja
zadnych elementéw nalezacych do X. Zatem min A = Py (X) U Pa(Jp, \ X).

Aby wykazaé implikacje odwrotng, rozwazmy taks rodzine monotoniczng A,
ze min A = P1(X) U Pa(Jp, \ X) dla pewnego X C J,,. Latwo zauwazy¢, ze
wszystkie zbiory 2-elementowe naleza do A. Aby wykazaé, ze ta rodzina jest
kompatybilna z polimatroidem Z, wystarczy skorzysta¢ z lematu (2).

2. Aby wykazaé implikacje ,,=”, przeprowadzamy analogiczne rozumowanie
jak w punkcie 1 i otrzymujemy min A = Py (X)UPa(Jp, \ X) dla takiego X C J,,,
ze X jest rodzina tych elementéw, ktore tworza jednoelementowe zbiory minimal-
ne. Pozostaje wykazaé, iz |X| < 1. Przypu$émy zatem, ze | X| > 2. Stad istnieja
takie i,7 € X, ze i # j. Oczywidcie {i}, {j} € A, lecz {i} N {j} =0 ¢ A. Zatem
z lematu Csirmaza (2.21] 2) otrzymujemy

h({i,j}) < h({i}) + h({j}) = he < 2h1 = hy — h1 < h1 = g1 < 9o,

co jest sprzeczne z zalozeniem.

Aby wykazaé¢ implikacje odwrotng, rozwazmy taka rodzine monotoniczng A,
ze min A = P (X) U Pa(Jp, \ X) dla pewnego X C Jp,, |X| < 1. Zauwazmy, ze
sygnatura ciagu g ma postaé (0, 1,0,...,0). Rozwazmy dwa przypadki:

i) |X| = 1. Latwo sprawdzi¢, ze I1(A) = {0, 1} oraz Io(A) = {1}. Zauwazmy,
ze spelnione sa warunki 1 i 2 twierdzenia[2.33] wiec rodzina A jest kompatybilna
z polimatroidem Z.

i) |X| = 0, stad min A = Ps(J,,). Latwo sprawdzié, ze w tym przypadku
I(A) = {1} oraz I3(A) = {1}. Podobnie jak poprzednio spelnione sa warunki 1
i 2 twierdzenia [2.33] wiec rodzina A jest kompatybilna z polimatroidem Z.
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3 a) Zauwazmy, ze zgodnie z wnioskiem bloki indeksowane elementami
zbioru X sa maksymalne w (II, <), wiec nie moga by¢ parami poréwnywalne.
Rozwazmy przypadki:

i) X = J,,. Na podstawie powyzszej uwagi otrzymujemy, ze uporzadkowanie
zbioru (IL, 5 1) jest typu Ordp(0, X) = Ordr(Jm \ X, X).

ii) X € Jp. W tym przypadku bloki indeksowane elementami zbioru X nie
moga by¢ hierarchicznie podrzedne wzgledem blokéow indeksowanych elementami
ze zbioru Jp, \ X. Ponadto kazde dwa elementy nalezace do J,,, \ X tworza zbiér
nalezacy do min A wigc zgodnie z twierdzeniem indeksowane nimi bloki sa
nieporéwnywalne.

Pozostaje do wykazania, ze II; <p II; dla ¢ € X oraz j € Jp, \ X. Niech w
bedzie takim wektorem minimalnym w I', ze w; # 0. Jedli taki wektor nie istnieje,
to na postawie uwagi @ otrzymujemy II; <p II;. Jedli taki wektor istnieje, to
na podstawie lematu (3) otrzymujemy w € B(Z,suppw) oraz suppw € A.
Zauwazmy, ze zbiér {j} nie nalezy do min A, wiec |suppw| > 2. Zgodnie z le-
matem otrzymujemy w € B(Z,suppw) C B(Z, J,,). Z lematu wynika,
ze W = w —¢& + ¢ € B(Z,Jp) lub istnieja taki zbiér Y C J,, \ {j}, i € Y,
oraz taki wektor v € B(Z.,Y), ze v <s w'. W pierwszym przypadku z lematu
(1) otrzymujemy w’ € I'. Jesli zachodzi drugi przypadek, to zauwazmy, ze
Y € A, wiec z lematu (1) otrzymujemy v € I', stad @’ € I'. Ostatecznie
II; <r II;. W ten spos6b wykazaliSmy, ze uporzadkowanie zbioru (II, <r) jest
typu Ordr(Jm, \ X, X).

3 b) Teze, ze uporzadkowanie zbioru (II, 5 ) jest typu Ordp(0, J,,) otrzymu-
jemy natychmiast z wniosku [£.6] O

Przypadek go > g1 = = gm-1=9gm =0

Konczymy nasze badania przechodzac do ostatniej grupy polimatroidéw. Po-
damy teraz warunek konieczny i wystarczajacy istnienia blokéw poréwnywalnych
w przypadku, gdy dla ciagu g = (g¢)¢t=0,1,...m Wyznaczonego przez polimatroid Z
mamy go > g1 = = gm-1 = gm = 0.

Ponizsze twierdzenie ma zastosowanie do tabel oraz Uzasad-
nia, ze struktura dostepu wyznaczona przez polimatroid jednorodny, dla ktérego
go> 91 =" = gm-1 = gm = 0 (pierwsza kolumna), oraz rodzing monotoniczna
z nim kompatybilna, jest progowa.

Twierdzenie 4.29. Niech IT = {IIy,... I, } bedzie podzialem zbioru uczestni-
kéow P. Niech Z = Z(I1) = (Jy,, h) bedzie polimatroidem jednorodnym oraz niech
g = (9t)1=0,1,....m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z. Zaloimy, ze
9o>g1=""=9gm-1=9gm=0.

1. Wowczas rodzina monotoniczna A C P(Jp,) jest kompatybilna z polimatro-
idem Z wtedy i tylko wtedy, gdy min A = {{k} : k € J,,}.
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2. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid Z 4 rodzi-
ne monotoniczng A C P(Jy) z nim kompatybilng. Wtedy uporzqdkowanie
zbioru (IL, <) jest typu Ordy(Jp, D)

Dowdd. 1. Jedli g3 = 0 oraz rodzina monotoniczna A jest kompatybilna z poli-
matroidem Z, to na podstawie lematu kazdy podzbiér majacy co najmniej
jeden element nalezy do A. Poniewaz A # P(J,,), stad min A = {{k} : k € J,,}.

Implikacje ,,<" otrzymujemy bezposrednio z lematu m (2).

2. Zalézmy, ze min A = {{k} : k € J,,}. Wybierzmy dowolne i,j € J,,. Po-
kazemy, ze II; < II;. Rozwazmy taki wektor w € minI’, ze w; > 0. Jedli taki
wektor nie istnieje, to na postawie uwagi @ otrzymujemy 1I; <p II;. W prze-
ciwnym przypadku, na podstawie 1ematu (3), otrzymujemy w € B(Z,supp w)
oraz suppw € A. Rozwazmy wektor @' := w — €; + €;. Oczywiscie w, = w; + 1,

W' =

» = w; — 1. Rozwazmy przypadki:

i) i € supp w. Korzystajac z lematu otrzymujemy @’ € B(Z,supp w) lub
istnieja taki zbiér Y C suppw \ {j}, ¢ € Y, oraz taki wektor v € B(Z,Y), ze
v <sw'. Jesli w' € B(Z,suppw), to na podstawie lematu (1) otrzymujemy
w' € I'. Jedli zachodzi druga mozliwosé, to zauwazmy, ze {i} € A, stad Y € A
i na podstawie lematu (1) otrzymujemy v € I, wiec w' € I".

ii) i & supp w. Wowczas z lematu otrzymujemy w’' € B(Z,suppw U {i}).
Oczywiscie suppw U {i} € A, wiec na podstawie lematu (1) mamy @’ € I'.

Pokazujac, ze w’ € I" wykazaliSmy, iz II; < II; dla dowolnych i, j € J,,. Stad
uporzadkowanie zbioru (II, <) jest typu Ord(Jp, 0). O

Widzimy, ze w powyzszym przypadku kazde dwa bloki sg hierarchicznie réw-
nowazne w strukturze dostepu I'. Zgodnie z uwaga [3.§ mozemy dokonaé redukeji
podziatu II zastepujac jego bloki ich suma. Ponadto na podstawie uwagi (2)
dochodzimy do wniosku, ze I jest struktura progowa z progiem réwnym gg.

Zauwazmy, ze wyniki prezentowane w dotychczasowych twierdzeniach nie za-
leza od wartosci funkcji rangi polimatroidu Z ani od wartosci wyznaczonego
przez Z ciaggu g. Jedyny wplyw na hierarchicznosé opisywanych struktur maja
sygnatury ciagéw g. Wyniki zawarte w tych twierdzeniach sa ogélne i catkowicie
wyjasniajg hierarchicznos¢ struktur dostepu dlam =2, m =3 im =4.

Spaéjnosé struktur dostepu

Teraz zaprezentujemy stwierdzenia, za pomocg ktorych bedziemy mogli w wiek-
szosci przypadkéw zweryfikowaé spojnosé struktur dostepu wyznaczonych przez
polimatroidy jednorodne i kompatybilne z nimi rodziny monotoniczne.

Stwierdzenie 4.30. Niech I1 = {Ily,...,1I1,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kow P. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorodny
Z = Z(Il) = (Jm, h) i rodzing monotoniczng A C P(Jp) z nim kompatybilng.
Niech g = (gt)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z.
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Jesli min A # {J,} oraz go =91 =+ = gm-1 >0, to struktura dostepu I'
nie jest spojna.

Dowdd. Jesli min A # {J,} oraz go = g1 = -+ = gm—1 > 0, to z twierdzenia
(1) wynika, ze rodzina A jest kompatybilna z polimatroidem Z wtedy i tylko
wtedy, gdy min A = {X} dla pewnego X C J,,. Dalej, z twierdzenia (2 a)
otrzymujemy, ze wektor w := >,y h1€; jest jedynym minimalnym wektorem
autoryzowanym. Jesli min A # {J,,, }, to istnieje takie i ¢ X, ze w; = 0. Zgodnie
z uwaga |3.28| otrzymujemy, ze struktura I nie jest spdjna. O

Stwierdzenie 4.31. Niech II = {Ily,...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kow P. Niech I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorodny
Z = Z(II) = (Jm, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jy,) z nim kompatybilng.

Jesli nie istnieje taki blok 11}, dla pewnego k € J,,, ze Iy, < 1I; dla kazZdego
J € Jm, to struktura dostepu I' jest spdjna.

Dowdd. Dowdd tego stwierdzenia wynika bezposrednio z uwagi [3.28 O

Zauwazmy, ze aby potwierdzi¢ spdjnosé struktur dostepu opisanych w ta-
belach [£.2] i [£.3] poza tymi odpowiadajacymi ostatniej kolumnie, nalezy jeszcze
wykaza¢ spojnosé struktur dostepu, dla ktérych w zbiorze blokéw istnieje jeden
blok hierarchicznie podrzedny wzgledem pozostatych blokéw, a doktadniej, dla
ktorych uporzadkowanie zbioru blokéw jest oznaczone litera D.

Stwierdzenie 4.32. Niech II = {Il1,...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kéw P. Niech Z = Z(I1) = (Jpm, h) bedzie polimatroidem jednorodnym oraz niech
g = (9t)t=0,1,...m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z. Zaloimy, Ze
go>g1=92=....=Ggm-1>0.

Jesli I' jest strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid Z i rodzine mo-
notoniczng A C P(P) z nim kompatybilng, to I' jest spdjna.

Dowdd. Rodziny kompatybilne z polimatroidem Z sa wskazane w twierdzeniu
4.23| (1). Wedlug twierdzenia m pozostaje do wykazania spdjnosé struktury
dostepu I" wyznaczonej przez polimatroid Z oraz takg rodzine monotoniczng A,
ze min A = {J,,, \ {j}} dla pewnego j € J,,. Uporzadkowanie zbioru (II, <) jest
typu Ordp ({5}, Jm \{j}) i wynika z twierdzenia[4.23] (2 a). Aby wykaza¢ sp6jnosé
struktury I', na podstawie uwagi [3.28 nalezy wskazaé taki wektor w € min I, ze
w; > 0. Rozwazmy wektor wierzchotkowy w rzedu m, w ktérym w; := go, nato-
miast pozostale wspo6lrzedne sa réwne g;. Na podstawie lematu [2.39 otrzymujemy
w € B(Z,suppw) = B(Z, J,,), natomiast z lematu mamy w € I'. Przypusé-
my, ze taki istnieje wektor v € min I, ze ¥ <; w i ¥ # w. Wektory nalezace do
B(Z,J,) maja réwne wagi, stad sa nieporéwnywalne, wiec suppv = Jp, \ {7}
Oczywiscie v € B(Z,suppv). Stad

|'D| = wsupp17| = h(Suppﬁ) = hpm—1 =l — Im—-1 = Rom — g1.
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7 drugiej jednak strony
hm — g1 = |l_)‘ = ‘ﬂsuppﬂ < ‘U_}supp@’ = (m - 1)91 =hp — 90-

Stad otrzymujemy go < g1, co jest sprzeczne z zalozeniem. Podsumowujac, wska-
zaliSmy taki wektor @ € min I, ze w; > 0. Stad wnioskujemy, na podstawie uwagi
ze struktura I jest spdjna. O

Stwierdzenie 4.33. Niech I1 = {Ily,...,I1,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kéw P. Niech Z = Z(I1) = (Jm, h) bedzie polimatroidem jednorodnym oraz niech
g = (9t)t=0,1,....m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polimatroid Z. Zaloimy, Ze
go>91>9g2="=9gm=0.

Jesli I' jest strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid Z i rodzine mo-
notoniczng A C P(P) z nim kompatybilng, to I' jest spéjna.

Dowdd. Rodziny kompatybilne z polimatroidem Z sa wskazane w twierdzeniu
4.28) (1). Wedlug twierdzenia pozostaje do wykazania spdjnosé struktury
dostepu I" wyznaczonej przez polimatroid Z oraz taka rodzine monotoniczng A,
ze min A = {{k} : k € J,} \ {j} dla pewnego j € J,. Uporzadkowanie zbioru
(IL, <) jest typu Ordr({j}, Jm \ {j}), co wynika z twierdzenia (3 a). Aby
wykazaé¢ spéjnosé struktury I', na podstawie uwagi [3.28) nalezy wskazaé¢ taki
wektor w € minI', ze w; > 0.

Rozwazmy wektor wierzchotkowy @ rzedu 2, w ktérym w; := go, natomiast
w; := g1 dla pewnego i € J,, i # j. Na podstawie lematu otrzymu-
jemy w € B(Z,suppw) = B(Z,{i,7}), natomiast z lematu mamy w € I.
Przypusémy, ze taki istnieje wektor v € minI', ze ¥ <; w i ¥ # w. Wowczas
supp v = {i}, poniewaz wektory nalezace do B(Z,{i,j}) maja réwne wagi. Oczy-
wiscie v € B(Z,{i}). Stad v; = go, czyli

go = v; < w; = g1,

co jest sprzeczne z zatozeniem. Podsumowujac, wskazaliSmy taki wektor w € min I,
ze w; > 0. Stad wnioskujemy, na podstawie uwagi ze struktura I" jest spdj-
na. O

Za pomoca powyzszych twierdzen wykazalidmy, ze znaczna wiekszosé struk-
tur dostepu wyznaczonych przez polimatroidy jednorodne i kompatybilne z nimi
rodziny, jest spéjna, a na podstawie [4.1] wnioskujemy, ze sa takze portami pew-
nych matroidéw. Uzywamy sformutowania ,znaczna wiekszos¢”, poniewaz wiemy
na pewno, iz struktury wyznaczone przez polimatroidy, ktorych ciag g jest staty,
oraz kompatybilne z nimi rodziny monotoniczne, nie sa spdjne. W prezentowa-
nych tabelach odnosi sie to do struktur odpowiadajacych ostatnim kolumnom.
Ponadto pod znakiem zapytania stoi takze spdjnoéé ewentualnych struktur do-
stepu, dla ktérych w zbiorze (II, <) istnieje jeden blok hierarchicznie podrzedny
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wzgledem pozostalych. Te watpliwosci zostaly rozwiane dla dwéch takich przy-
padkéw za pomoca powyzszych dwéch twierdzen, stad dla m = 3 oraz m = 4,
poza strukturami reprezentowanymi przez ostatnia kolumne, wszystkie struktury
sg spdjne.

Jak juz wiemy na podstawie z twierdzen [3.23]1 struktury dostepu sklasy-
fikowane w tabelach [4.1) oraz ktore sa spdjne, sg takze strukturami idealnymi,
co wiecej, sg portami pewnych matroidéw reprezentowalnych. W podrozdziale 4.5
wskazemy te struktury dostepu, ktore sa portami pewnych matroidéow reprezen-
towalnych w przypadku, gdy m > 4.

4.4 Wielodzielne struktury dostepu z mata liczbg blokéw

W tym podrozdziale prezentujemy tabele, ktére doskonale ilustruja dziatanie
twierdzen bedacych trescig poprzedniego podrozdziatu. Tabele zostaly wygenero-
wane komputerowo i potwierdzajg otrzymane teoretyczne wyniki. Pamietajmy, ze
ustalona kolumna reprezentuje wszystkie polimatroidy, ktorych sygnatura ciggu
g jest rowna sygnaturze ciagu widniejacego w nagtéwku danej kolumny. Typow
porzadkow wystepujacych w prezentowanych trzech przypadkach jest niewiele,
wiec dla czytelnosci tabel kazdemu z typéw jest przypisana odpowiednia litera
wedlug zataczonych legend.

»

Symbol - oznacza, ze rodzina monotoniczna A nie jest kompatybilna
z danym polimatroidem.

Tabela 4.1: Tabela dla przypadku m = 2.

11213

go| 1] 2] 1

min A g | 0] 1] 1

1 | {{1}} - | I | 1
2 | {{1},{2}} p|A|-
3 1 {{1,2}} - 1A A

1T,
Legenda:
I, Ty
oo e o
T4, 10,

p = Ordy(J2,0) A= Ordr (0, J2) I:=Ordp({2},{1})
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Tabela 4.2: Tabela dla przypadku m = 3.

1123|4567
go| 1] 2| 1] 3| 2] 2|1
g | 0] 1 1| 2 2] 1 1
min A g | 0] 0| 0] 1| 1] 1|1
1| {{1}} - - |- 1G|G |G| I
2 | {{1},{2}} - |D] -] 4
3| {1} {2}, {3}} plA|-]A4
4 {{1},{2,3}} —|1GlaglAlA
5 | {{1,2}} - -] -1AlA
6 {{172}7{173}} B B B A A
7| {{1,2},{1,3},{2,3}} - A|A[A]A
8 | {{1,2,3}} -] |A]A
Legenda:
I, II, I3
(000] (0} (0} (0]
1T, 11,115
p = Ord;(Js,0) A= Ordp(0,Js)
H1 Hl
IIBAES I 1I3
I:=0rd;({2,3},{1}) G :=Ordr({2,3},{1})
I, 14
I3

D :=0rdr({3},{1,2})



Tabela 4.3: Tabela dla przypadku m

2

3

4

5

6

—_
—_

14

min A

90
g1
g2
g3

ool

OO~ N

1
1
0
0

Ol =N W

O NN

Ol =N

—_

{1}

Q| =[] wo| o

Q| =] =] || ©

Q| = o] | w

Q= oo w| o

Q= oo o] o

Q| =~

{1}, {2}}

({1}, {2}, {3}}

{1} 123, {3}, {41}

{1}, {2}, {3,4}}

T | O

SN NS

{1}, {2,3}}

{1}:{2,3},{2,4}}

{{1},{2,3},{2,4}, {3,4}}

© |0 [ N[O | O =W N

{{1},{2,3,4}}

Q> Qe

—_
[an}

{{1,2}}

—_
—_

{{1,2},{1,3}}

—
[\

{{1,2},{3,4}}

N

—_
w

{1, 2}, {1, 3}, {1,4}}

—_
S

{{1,2},{1,3},{2,3}}

SO [ S e SO S S 1 SO - SO SO - N (e SO - SO SO SO e W O R S P =

S U e S (s N I SO 1 O = N (s N (s N I S

NdALSOd AMNLMNYLS ANZOIHOUMVYAIH ¥ TVIZAZOY
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1123456789 (1011|1213 ] 14| 15

g0 1 2| 1 3] 2| 2| 1] 3| 2 4 3 3 2 21

g1 0| 1 1 2] 2] 1 1] 2] 2 3 3 2 2 1 1

2| 0] 0] 0| 1| 1| 1] 1]1]1]2|2]2]z2|1]1

min A gs| 0] 0] olololo[ o 1| 1| 1| 1] 1] 1| 1]1

15 | {{1,2},{2,3},{1,4}} ol -lAalAal -] |- -lalal-|-]-]-
16 | {{1,3},{2,3},{1,4},{2,4}} el -lAalAal - -AalAal - -]~
17 | {{1,2},{1,3},{2,3}{1,4}} el -lAlAl |- lalAal -] -] -
18 | {{1,2},{1,3},{2,3}, {1,4}, {2,4}} el -lAalAal -] |- -lalAal-|-]-]-
19 | {{1,2},{1,3},{2,3}, {1,4}, {2,4}, {3,4} lAlAalAalal |- jalalalal || -]~
20 | {{1,2},{1,3,4}} o= e e - lalAalAalAal -] -
21 | {{1,2},{1,3},{2,3,4}} el -lAalAal - |- -lalAal-|-]-]-
22 | {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3,4}} e -lAalAal - AalAal - -] -
23 | {{1,2},{1,3,4},{2,3,4}} el -lAlAalAalal |- lalAalalal |-
24 | {{1,2,3}} - |-|-|-]-]alalalalala|D|D
25 | {{1,2,3},{1,2,4}} === - - - - AJA|A]A] - |-
26 | {{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4}} == e e e - - lalAalAalAal -] -
27 | {{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}} ol lAalAalalal-|-|alalalal |-
28 | {{1,2,3,4}} o alalalalalalala

NdALSOd AMNLMNYLS ANZOIHOUMVYAIH ¥ TVIZAZOY

€8
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Legenda:

0000
IT4 115114

p = Ordy(Jg,0)

11,115 11y
I:= OTd}('V({2; 35 4}7 {1})

I I,

51,
F = Ord;({3,4},{1,2})

(0] (0]
I, IIs

114
C := Ordr({4},{1})

I, I, 1II3 Iy
(0] e e e

A= Ordr(0, Jy)

IT,

HQ H3 H4
G = OTdF({27 3’ 4}5 {1})

I, 1II

I,  1I3
H = OTdF({?% 4}7 {17 2})

H1 H2 H3

D := Ordr({4},{1,2,3})

84
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4.5 Struktury dostepu wyznaczone przez jednorodne po-
limatroidy boolowskie

Rozpocznijmy od nastepujacego twierdzenia podajacego warunek wystarcza-
jacy na to, aby struktura dostepu wyznaczona przez polimatroid jednorodny i ro-
dzine monotoniczng byta portem pewnego matroidu reprezentowalnego.

Twierdzenie 4.34 (Farras, Marti-Farré, Padré [0, Corollary 6.7]). Zalozmy, Ze
IT = {11, ..., I, } jest podzialem zbioru uczestnikéw P oraz rodzina I' C P(P)
jest spojng ll-dzielng strukturg dostepu. Niech I bedzie portem pewnego matroidu,
to znaczy istnieje taki polimatroid Z = (Jm,h), ze h({k}) < || dla kazdego
k € Jn, oraz taka rodzina monotoniczna A C P(Jy,) z nim kompatybilna, ze

min I = min{w € B(Z,X): X € A}

Struktura I' jest portem pewnego matroidu reprezentowalnego, jesli takie uzupel-
nienie Z' = (J],,h') polimatroidu Z, ze A = A(Z'), jest polimatroidem repre-
zentowalnym.

Pamietajmy, ze w powyzszym twierdzeniu takie uzupelnienie Z’ = (J/ , h')
polimatroidu Z, ze A = A(Z’), zawsze istnieje. Wynika to z definicji kompaty-
bilnosci rodziny A z polimatroidem Z. Jak juz wspomnieliSmy w podrozdziale
kazdy polimatroid boolowski jest polimatroidem reprezentowalnym. Nieste-
ty, wedlug powyzszego twierdzenia, to czy struktura dostepu wyznaczona przez
polimatroid Z oraz pewng rodzine monotoniczng z nim kompatybilng A jest
portem pewnego matroidu reprezentowalnego, nie zalezy od tego czy Z jest re-
prezentowalny, ale od tego czy jego takie uzupelnienie Z'; ze A = A(Z'), jest
polimatroidem reprezentowanym. Naszym celem w tym podrozdziale jest wska-
zanie, kiedy uzupelnienie jednorodnego polimatroidu boolowskiego Z jest takze
polimatroidem boolowskim. Wéwczas, korzystajac z twierdzenia bedziemy
mogli wskazaé struktury dostepu, ktére sg portami pewnych matroidéw reprezen-
towalnych. Oznaczenia przyjete w podrozdziale obowigzujg réwniez w tym
podrozdziale. Rozpocznijmy od nastepujacego lematu.

Lemat 4.35. Niech Il = {II;,...,I1,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P.
Niech Z = Z(I1) = (Jym, h) bedzie polimatroidem i niech A C P(Jp,) bedzie rodzi-
ng monotoniczng z nim kompatybilng.

Jesli takie uzupelnienie Z' = (J],,h') polimatroidu Z, ze A = A(Z'), jest
polimatroidem boolowskim, to min A C Py(J,,).

Dowdd. Niech rodzina {B;}i—0 1

s lyeeey

m bedzie reprezentacja boolowska uzupelnienia
Z' polimatroidu Z. Wtedy By = {z} jest zbiorem jednoelementowym, poniewaz
h({0}) =1, gdzie z € U,;c;, Bi- Gdyby = & U;c,, Bi, to A bylaby zbiorem
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pustym. Zatézmy, ze A € A. Wtedy

MAU{0}) = | | B:UBol = h(A),
i€A
zatem x € J;cq Bi, a stad x € B; dla pewnego ¢ € A. Ponadto zauwazmy, ze
h({0,i}) = h({i}), wiec {i} € A. To pokazuje, ze jedynie zbiory jednoelementowe
sa mozliwymi zbiorami minimalnymi rodziny A. O

Na postawie powyzszego twierdzenia widzimy, ze poszukiwania struktur do-
stepu bedacych portami matroidéw reprezentowalnych nalezy zawezi¢ do takich
struktur, ktore sa wyznaczone przez jednorodne polimatroidy boolowskie i ro-
dziny monotoniczne z nimi kompatybilne, ktérych zbiory minimalne sa jednoele-
mentowe.

Twierdzenie 4.36. Niech IT = {II;,... ,II,,,} bedzie podzialem zbioru uczestni-
kow P. Niech 2 = Z(II) = (Jm,h) bedzie jednorodnym polimatroidem boolow-
skim i niech A C P(P) bedzie takq rodzing monotoniczng z nim kompatybilng, Ze
min A = P1(X) dla pewnego X C J,,.

Jesli liczba wy, k = |X|, jest dodatnia, to struktura dostepu I' wyznaczona
przez polimatroid Z i rodzine A jest portem pewnego matroidu reprezentowalnego.

Dowdd. Niech {B;}i—1, . m bedzie reprezentacja boolowska polimatroidu Z. Na
podstawie twierdzenia otrzymujemy, ze wy > 0 dla kazdego k € J,,.
Wykazemy, iz takie uzupelnienie 2’ = (J),, ') polimatroidu Z, ze A = A(Z'),
jest polimatroidem boolowskim. Jedyne, co nalezy zrobié, to wskazaé punkt x ze
zbioru B = J* B;, ktéry reprezentowalby podzbiér {0} € P(J),). Z zalozenia
wg > 0 otrzymujemy, ze zbiér W jest niepusty. Niech zatem x bedzie dowolnie
wybranym elementem zbioru Wy . Wykazemy, ze By := {x} jest dobrze zdefinio-

wany, to znaczy

hY) =

s

€Y

dla kazdego Y C J/ . Zalézmy, ze Y C J! i rozpatrzmy nastepujace przypadki:
i) 0 ¢ Y. Wowczas

W(Y) = h(Y) =

U B

€Y

ii) 0 € Y. Wtedy rozwazmy zbiér U :=Y \ {0} i ponownie rozpatrzmy dwie
mozliwosci. Jesli U € A, to istnieje takie u € U, ze {u} € minA, to znaczy
u € X. Stad z € B, oraz

W(Y) = KU U{0}) =N (U)=hU) =

Us

icU

U B; U By
€U

:UBi

€Y
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Jesli U ¢ A, to dla kazdego v € U mamy {u} ¢ minA, to znaczy u ¢ X.
Stad = ¢ B, to dla kazdego u € U oraz

B'(Y)=h(UU{0}) =1 (U)+1 =h(U)+1 = +1=

U B .

ieU

U B; U By
eU

U B

€Y

Na podstawie stwierdzenia otrzymujemy, iz takie uzupetnienie 2’ = (J/  h')
polimatroidu Z, ze A = A(Z'), jest polimatroidem reprezentowalnym. Stosujac
teraz twierdzenie otrzymujemy teze. O

Przyktad 4.37. Rozwazmy polimatroid jednorodny Z = (Jy, h), ktéry wyzna-
cza ciag g = (90,91, 92, 93,94), 94 = 0. Z przykltadu wiemy, ze polimatroid
(J4, h) ma reprezentacje boolowska wtedy i tylko wtedy, gdy % > g9 oraz
N8B > g1 — go. Zauwazmy, ze jedli przyjmiemy go = 4,91 = 3,92 = 2,93 = 1, to
polimatroid Z jest boolowski.

Dalej, niech min A = {{1}}. Zauwazmy, ze z wniosku a dokladniej
z (2.4), otrzymujemy, ze w; = g3 > 0. Stosujac teraz twierdzenie wniosku-
jemy, ze struktura dostepu I wyznaczona przez polimatroid Z i rodzing A jest
portem pewnego matroidu reprezentowalnego. Warte zauwazenia jest, ze w tym
przypadku uporzadkowanie zbioru (II, <) jest typu Ordp(Jy, \ {1}, {1}). W ten
sposob wykazaliSmy, ze istnieja hierarchiczne struktury dostepu, ktore sa portami
pewnych matroidéw reprezentowalnych, ale nie sg strukturami oddzialowymi ani
Scisle hierarchicznymi.

Przyklad 4.38. Rozwazmy polimatroid jednorodny Z = (Jy, h), ktéry wyznacza
ciag g = (90, 91, 92, 93, 94), ga = 0. Zauwazmy, ze jesli przyjmiemy go = 8,91 = 6,
g2 = 4, g3 = 1, to polimatroid Z jest nie jest polimatroidem boolowskim poniewaz
% = % < 4 = go. Jednakze sygnatura ciagu g jest taka sama, jak sygnatura
ciagu z powyzszego przykladu. Jesli min A = {{1}}, to struktura dostepu I
wyznaczona przez polimatroid Z i rodzine A nie musi by¢ portem zadnego poli-
matroidu reprezentowalnego. W tym przypadku uporzadkowanie zbioru (II, <)
jest réwniez typu Ordr(Jy, \ {1},{1}).

4.6 Przyktady idealnej oddziatowej struktury dostepu

W podrozdziale 3.4 oméwilismy znane oddziatowe struktury dostepu, ktére sa
idealne. Jak dotad, najszersza klase taki struktur podal Farras [7]. Sa to struktury
postaci Farras zdotal takze wykazaé, ze te struktury dostepu sa portami
pewnych matroidow reprezentowalnych.

Wykazemy, ze warunki podane przez Farrasa nie sa warunkami koniecznymi,
aby oddzialowa struktura dostepu byla portem pewnego matroidu reprezento-
walnego, to znaczy pokazemy, ze istniejg inne trojdzielne, oddzialowe struktury
dostepu, ktére sa portami matroidéw reprezentowalnych.
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Niech 1T = {II;,II2,II3} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P. Niech I’
bedzie taka struktura dostepu, ze minI' = {w € N} : @ <; w <, b, |w| = d}, dla
pewnych d € N oraz a,b € N}. Zalézmy, ze ta struktura dostepu jest wyznaczona
przez pewien polimatroid jednorodny Z = (Js,h) i kompatybilna z nim rodzine
monotoniczna A C P(P). Zalé6zmy ponadto, ze g = (9o, g1,92) jest ciagiem
wyznaczonym przez polimatroid Z oraz gg > go > 0. Z przyjetych zatozen wynika,
ze

{w :a<sw<,b,|w|=d} =minI" =min(B(Z,X) : X € A).
Zauwazmy, ze dla kazdego wektora minimalnego w mamy d = [0 = hjsuppa|>
wiec nosniki wszystkich minimalnych wektoréw autoryzowanych sa réwnoliczne,
bo ciag hi, he, h3 jest rosnacy.

Przypus$émy, ze wszystkie minimalne wektory autoryzowane maja nosniki jed-
noelementowe, wiec {(d,0,0),(0,d,0),(0,0,d)} = minI'. Gdyby ktéry$ z tych
wektoréow nie byl minimalny, to struktura dostepu nie bytaby spdjna, a zatem nie
bytaby oddzialowa (zob. . Z definicji zbioru minimalnego mamy a = (0,0, 0)
oraz (d,d,d) = b. Ale w takim przypadku

vi=(d—1,1,0) € {w :a <s;w <s b, |w| =d} =min I’

i |suppd| = 2, bod = h; > 1, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze minimalne
wektory autoryzowane maja nosniki jednoelementowe.

Przypus$émy, ze minimalne wektory autoryzowane maja nosniki dwuelemen-
towe. Podobnie jak poprzednio musza by¢ co najmniej dwa takie wektory, na
przyktad w = (wy,ws,0),v = (v1,0,v3), bo w przeciwnym razie struktura by-
laby niespOjna. Z zalozen wynika, ze wy + we = d oraz a = (a,0,0). Oczy-
wiscie w € B(Z,{1,2}), d = |w| = ha = go + g1 > 3. JeSli a < w1, to wek-
tor (wq — 1,wsg, 1) jest minimalnym wektorem autoryzowanym z nosnikiem 3-
elementowym, co daje sprzecznos¢. Jesli we > 1, to znéw otrzymujemy sprzecz-
no$¢, bo wektor (wq,we — 1,1) jest minimalnym wektorem autoryzowanym z no-
$nikiem 3-elementowym. To pokazuje, ze w = (a, 1,0) € B(Z,{1,2}) lecz réwniez
w' = (1,a,0) € B(Z,{1,2}). Stad wynika, ze a = 1 i dalej 3 < hg = |w| = 2, co
znowu daje sprzecznosc.

7 tych obliczenn wynika, ze nos$niki wektoréw minimalnych maja 3 elementy,
zatem A = {J3}. W ten sposéb pokazaliSmy, ze tréjdzielna, oddzialowa struk-
tura dostepu I’ wyznaczona przez polimatroid z gy > go > 0 i kompatybilng
z nim rodzine monotoniczna A # {J3} nie jest postaci Takie struktury do-
stepu znajdziemy w kolumnach 4-6 tabeli z wylaczeniem wiersza pierwszego
i ostatniego. Teraz stosujac twierdzenie|3.24) otrzymujemy, ze te struktury dostepu
sg takze portami pewnych matroidéw reprezentowalnych.



Rozdziat 5

Algebraiczna charakteryzacja
porzadku hierarchicznego

Celem tego rozdziatu jest uogdlnienie pojecia hierarchicznie minimalnych zbio-
réw autoryzowanych zdefiniowanych przez Farrasa i Padré w pracy [10] poswie-
conej scisle hierarchicznym strukturom dostepu. Badanie struktur dostepu za ich
pomoca ma istotna zalete, gdyz tworza one podzbiér rodziny minimalnych zbio-
row autoryzowanych, a zatem jest ich mniej. Rozpoczniemy od wprowadzenia
nowego porzadku w zbiorze wektorowych reprezentacji podzbioréw uczestnikow.
Porzadek ten umozliwi nam zdefiniowanie rodziny hierarchicznie minimalnych
zbioréw autoryzowanych, ktore, jak sie przekonamy, wyznaczaja strukture doste-
pu. Przedstawimy takze metode, nawigzujaca do znanego z teorii badan opera-
cyjnych ,zadania transportowego”, pozwalajaca efektywnie poréwnywaé repre-
zentacje wektorowe podzbioréw uczestnikow w sensie tego wlasnie porzadku.

Ustalmy strukture dostepu I' C P(P) oraz niech IIf, = {Py,..., P} be-
dzie podzialem zbioru P na klasy abstrakcji wyznaczone przez I' (zob. [3.4)).
Zgodnie z wczes$niejszymi rozwazaniami, relacja < zadana wzorem (lub
rownowaznie ) jest w zbiorze Hga nie tylko praporzadkiem, lecz porzadkiem
czedciowym (zob. uwaga . Porzadek ten pozwala nam zdefiniowaé cze$ciowy
porzadek w zbiorze J; = {1,...,l} wzorem:

i<Xrj<= P <rPFj (5.1)

W poprzednich rozdziatach rozwazaliémy zbiér w(P(P)) C Z!, wprowadzony
w podrozdziale czyli rodzing wektorowych reprezentacji podzbioréw zbioru
uczestnikéw P, wraz z porzadkiem standardowym <, dziedziczonym z Z!. Poka-
zemy teraz jak w zbiorze Z!, a zatem réwniez w (P (P)), wprowadzié¢ porzadek
za pomocy porzadku okreslonego na zbiorze J;.
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Stwierdzenie 5.1. Niech (J;, X) bedzie zbiorem czeSciowego uporzgdkowanym

oraz niech
T ={(i,j) € J; X Jy : i jest bezpoSrednim poprzednikiem j}.

Relacja w zbiorze 7!, okreslona dla w,v € Z* wzorem:

w < U, jesli T =0,
wxve=4 \/ o+ @ij(8j — &) <s U, jesli T #0)

Oéi]'GN() (i,j)ET

(4.4)eT

jest relacjg czesciowego porzgdku. Ponadto
WLV = WXV

dla dowolnych w,v € 7.

(5.2)

Dowdd. Teze dodatkows oraz zwrotnosé otrzymujemy natychmiast, przyjmujac

wspélezynniki a5 = 0, (4,5) € T. W celu sprawdzenia przechodniosci wezmy

takie wektory w, o, u € Z', ze w < 010 < 4. Wowczas istnieja takie aij, Bij € No,

(i,7) € T, ze

W+ Y (e — &) <0 oraz v+ Y. Bij(E — &) <s @

(i,5)€T (i,)eT

Dodajac nieréwnosci stronami i odejmujac v, otrzymujemy

w + Z (Oéij + ﬂij)(éj — éi) <5 U,
(4,7)€T

co pokazuje, ze W < U.

Wykazanie wlasnosci antysymetrii bedzie wymagalo nieco wiecej wysitku.

Wezmy bowiem takie w,7 € Z!, ze w < © oraz ¥ < W, a wiec istnieja takie

wspotezynniki oy, B € No, (i,7) € T, ze

w + Z Oéij(éj—éi) <sV oraz U+ Z ﬁij(éj—éi) < W.

(4,9)€T (4,9)€T

Dodajac stronami obie nieréwnosci i odejmujac v + w, dostajemy

=Y (ous+ Biy) (& — &) <s 0y,
(4,5)€T

gdzie 0; € 7! jest wektorem zerowym.
Pokazemy, ze z warunku (5.3)) wynikaja warunki

vij = oy; + Bi; =0, dla kazdego (i,7) € T,
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skad wynikaé¢ bedzie réwniez, iz a;; = ;5 = 0 dla kazdego (i,7) € T, a w kon-
sekwencji v = w. Uczynimy to za pomoca indukcji wzgledem malejacej rangi
elementu j w zbiorze (J, ). Przypomnijmy, ze ranga r(j) elementu j w zbiorze
uporzadkowanym nazywamy dlugo$é najdtuzszego tancucha sposréd wszystkich
lancuchéw o koficu w j. Przyjmijmy oznaczenie Jl(r) ={je (J,x):r(y) =r}
na zbiér ztozony z elementéw zbioru J; o randze rownej r, oraz niech

z=max{r(j):j € (J,,<)}

bedzie maksymalna ranga w (J;, <). Zauwazmy réwniez, ze wspolrzedna o indek-
sie m € J; wektora u = 3 (; iyer Vij (€5 — €;) jest réwna

Um = Z Yim — Z TYmj-

(i,m)eT (m,j)eT

Elementy o randze z sa elementami maksymalnymi w (J;, <), a zatem nie
moga by¢ poprzednikami innych elementéw z J;. Stad wspdlrzedna o indeksie
m € Jl(z) wektora u jest rowna

Um =Y %Yim >0 (5.4)
(i,m)eT

Biorac pod uwage nieréwnosé , otrzymujemy u,, = 0, wiec v, = 0 dla
(i,m)eT, me J}.

Niech teraz 0 < k < z oraz zalézmy (zalozenie indukcyjne), ze 7;, = 0 dla
(ti,m) e T, m € Upsp JZ(T). Pokazemy, ze viy, = 0 dla (i,m) € T, m € Jl(k). Istot-

nie, jesli (m,j) € T, m € Jl(k), toj €Uk JZ(T) jest elementem rangi wickszej niz

k, wiec z zalozenia indukcyjnego vp,; = 0 dla (m,j) € T. Stad dla m € Jl(k)
ponownie zachodzi nieréwnosé , CO Wraz z daje nam ~;, = 0 dla
(t,m) €T, me Jl(k), i dowodzi kroku indukcyjnego.

W ten spos6b pokazali$my, ze v;; = 0 dla kazdego (4, j) € T', a zatem okreslona
wzorem relacja < jest antysymetryczna. O

Stosujac powyzsze stwierdzenie do zbioru (J;, <r), z porzadkiem okreslonym
wzorem , otrzymujemy porzadek czesciowy < na Z!, ktéry ograniczony
do 7(P(P)), ma nastepujaca interpretacje, wynikajaca z definicji (5.2)). Niech bo-
wiem w, v € w(P(P)) oraz w € ©(I"), a wiec istnieja zbiory uczestnikéw A, B C P
reprezentowane przez te wektory oraz A € I jest zbiorem autoryzowanym. Jesli
W <r v, to mozemy wymieni¢ pewng liczbe uczestnikéw ze zbioru A na innych,
hierarchicznie nadrzednych i otrzymaé zbiér zawarty w zbiorze B reprezento-
wanym przez v. Zatem zbiér B reprezentowany przez v réwniez jest zbiorem
autoryzowanym.

Szczegblnie interesujace dla nas beda wektory w zbiorze n(I") C (Z',<r),
minimalne wzgledem tego porzadku. Wprowadzmy nastepujaca definicje.
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Definicja 5.2. Hierarchicznie minimalnymi zbioramsi autoryzowanymsi nazywa-
my zbiory reprezentowane przez wektory minimalne w zbiorze 7(I") wzgledem
porzadku (Z!, <r). Rodzing hierarchicznie minimalnych zbioréw autoryzowanych
struktury dostepu I' oznaczamy hmin I

Zauwazmy, ze hmin " C min . Istotnie, niech A € hminI" oraz B € T,
B C A. Niech wektory w,v € w(I") reprezentuja zbiory A i B, odpowiednio.
Skoro B C A, to v <s w, skad ¥ <p w, wiec z minimalnosci @ mamy v = .
Jednakze B C A, wiec B = A, zatem A jest zbiorem minimalnym w I". Jasne
jest ponadto, ze jesli wezmiemy zbior nalezacy do hmin I', a nastepnie dowolnego
uczestnika w tym zbiorze zamienimy na innego, hierarchicznie podrzednego, to
otrzymamy zbidr nieautoryzowany.

Celem dalszych rozwazan jest przedstawienie prostszego sposobu, réwnowaz-
nego wzorowi[5.2} na poréwnywanie wektoréw nalezacych do (7(P(P)), <r). Spo-
sob ten bedzie polegal na poréwnywaniu odpowiednich sum, ktérych sktadnikami
beda wspdlrzedne poréwnywanych wektorow.

5.1 Zmodyfikowane zadanie transportowe

W tym podrozdziale sformutujemy problem, ktéry nazwiemy zmodyfikowa-
nym zadaniem transportowym. W istocie bedzie to znane z teorii programowa-
nia liniowego zadanie transportowe, z dodatkowymi ograniczeniami natozonymi
na rozwigzania. Pokazemy takze warunki, przy ktérych zadanie to bedzie mia-
to rozwiazanie dopuszczalne. Zaprezentujemy réwniez algorytm prowadzacy do
tego rozwiagzania. W dalszej czedci pracy pokazemy jak te wyniki wykorzystaé
do porownywania wektorow reprezentujacych podzbiory uczestnikéw schematu
dzielenia sekretu.

Na poczatku przedstawimy klasyczne zadanie transportowe zaprezentowane
na przyktad w [20]. Zadanie transportowe polega na opracowaniu planu przewo-
z6w pewnego towaru od dostawcéw do odbiorcéw, w oparciu o zglaszane przez
nich wielkoéci podazy i popytu, ktéry to plan bedzie minimalizowat taczne koszty
transportu. W celu jego omoéwienia przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

e m — liczba dostawcow,

e n — liczba odbiorcéw,

e D={Dy,...,D,,} — zbiér dostawcéw,
e O=1{04,...,0,} — zbi6r odbiorcow,

d; — podaz i-tego dostawcy, 1 = 1,...,m,
e 0; — popyt j-tego odbiorcy, j =1,...,n,

e c;; — koszt przewozu jednostki towaru od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy,
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e 1;; — ilos¢ towaru przewozona od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy.

Mozemy wéwczas sformutowaé problem nastepujaco:

m n :
>im1 D j—1 Cijdij — min,
Z;‘leij :dl dla i = 1,...,m,
m .
Yz =o;dlaj=1,...,n,

2520, dlai=1,...,m, j=1,...,n.

Zadanie transportowe jest szczegdélnym przypadkiem zadania programowania li-
niowego, a wiec mozna rozwiazywac je metoda simpleks, jednakze wykorzystujac
jego specyficzne cechy opracowano wygodniejsze i bardziej efektywne metody je-
go rozwiazywania. Podobnie jednak jak w metodzie simpleks, w pierwszej fazie
poszukuje sie pewnego rozwiazania dopuszczalnego, a w drugiej fazie iteracyjnie
ulepsza sie je, przechodzac od jednego rozwiazania dopuszczalnego do nastepne-
go. Jedli zadanie jest zbilansowane, to znaczy taczna podaz dostawcéw jest rowna
tacznemu popytowi odbiorcow:

m

> di=3 oj

i=1 j=1
to rozwigzanie dopuszczalne zawsze istnieje. Jedli taczna podaz przewyzsza taczny
popyt, rozwiazanie konstruuje sie wprowadzajac fikcyjnego odbiorce, a wowczas
popyt wszystkich odbiorcow jest zaspokojony, natomiast u dostawcéw pozostaje
nadwyzka towaru. W sytuacji przeciwnej, gdy taczny popyt przewyzsza taczna
podaz, dodatkowa podaz zapewnia fikcyjny dostawca, podaz wszystkich dostaw-
cOw zostaje przetransportowana do odbiorcéw, natomiast popyt odbiorcow nie
jest w pelni zaspokojony. Ze sformulowania problemu widaé¢ ponadto, ze zbidr
rozwigzan dopuszczalnych jest domkniety i ograniczony w przestrzeni R™", wiec
skoro zbiodr ten jest niepusty, istnienie rozwigzania optymalnego wynika z cigglosci
funkcji celu.

Istnienie rozwigzania dopuszczalnego dla zadania zbilansowanego wynika z pro-

stego algorytmu, ktérym mozna sie postuzyé do konstrukeji takiego rozwiazania,

zwanego metoda kata pdélnocno-zachodniego. Polega ona na wypelnianiu macie-

7j=1,..,n
3

—1 "y, maksymalnymi mozliwymi wielkosciami transportu

rzy przewozéw (xi;)
pomiedzy kolejnymi dostawcami a odbiorcami, poczawszy od goérnego, lewego
elementu tej macierzy:

1. 9:=1,7:=1.
2. Jesli d; > 05, to
o 1;; :=0j, r; = 0 dla k > 1,

e 0; :=0,d; :=d; — oy,
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e j:=j+1,idz do kroku 5.
3. Jesli d; < 05, to

® T = diy xi, =0dla k > j,
° dz' = 0, Oj = Oj—di,

e ;:=17+ 1, idz do kroku 5.
4. Jesli dz' = 0y, to

° .I'Z'jszi,$ik:0dlak>j,xkj:0dlak‘>i,
e 0;:=0,d;:=0,
o ji=j+1,i:=i+1,id# do kroku 5.

5. Jesli i < m oraz j < n, idz do kroku 2.

Zauwazmy, iz z algorytmu tego wynika ponadto, iz jedli zglaszany popyt i podaz
wyrazony jest w liczbach catkowitych, to uzyskane rozwiazanie rowniez bedzie
catkowitoliczbowe.

Przedstawimy teraz problem bedacy modyfikacja przedstawionego powyzej
zadania transportowego. W klasycznym problemie wprowadzamy trzy zmiany.
Po pierwsze, transport towaru na wybranych trasach, pomiedzy niektérymi do-
stawcami i odbiorcami, jest niedozwolony. Po drugie, zalezy nam jedynie na za-
spokojeniu popytu odbiorcéw. Nadwyzka podazy moze pozostaé u dostawcow. Po
trzecie, poniewaz interesowac nas bedzie jedynie istnienie rozwigzania dopuszczal-
nego, w sformutowaniu problemu pomijamy catkowicie funkcje celu.

Definicja 5.3. Zmodyfikowanym zadaniem transportowym z m dostawcami oraz
n odbiorcami nazywamy problem:

Shogwg <didlai=1,....,m,

Yitjxiy=o0;dlaj=1,...,n,

(5.5)
Tij > 0, dla (Z,]) € R,
Tij = 0, dla (7,,]) §Z R.
gdzie R C {1,...,m} x {1,...,n} jest ustalonym zbiorem dozwolonych tras.

Pomimo, iz pomijamy funkcje celu, aby by¢ w zgodzie z tradycyjna termino-
logia, dowolne rozwigzanie (xw)f;l:; powyzszego problemu nazywaé¢ bedziemy
rozwigzaniem dopuszczalnym zmodyfikowanego zadania transportowego.

Przedstawimy teraz algorytm prowadzacy do pewnego rozwiazania dopusz-
czalnego tego problemu. Idea tego algorytmu polega na rekurencyjnym podziale
danego zadania na zadania z mniejszg liczba odbiorcéw, do momentu, w ktérym
do otrzymanego w wyniku podziatu zadania bedzie mozna zastosowaé¢ metode
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kata poilnocno-zachodniego. Przyjmijmy nastepujace oznaczenie na zbiér wskaz-
nikéw tych dostawcow, ktérzy moga dostarczaé¢ towar odbiorcy O;:

6]2{26{177m}(27])6R}’ J:177n

Zauwazmy, ze znajomos¢ zbioréow Oj, j = 1,...,n, jest rbwnowazna znajomosci
zbioru R, wigc mozemy formulowaé zmodyfikowane zadanie transportowe okre-
slajac zamiast zbioru R powyzsze zbiory. Rozpoczniemy od trywialnej obserwacji.

Lemat 5.4. Zmodyfikowane zadanie transportowe z jednym odbiorcg ma rozwiq-

01< Zdla

i€51

zanie dopuszczalne, jezeli

Dowdd. Niech k = min {k €0;:01 < Zi€51 i<k di}. Wowczas

d; dlaié@l,i<15,
pa =30 D i dai=Fk
1€01,1<k
0 dla pozostalych i € {1,...,m}
jest poszukiwanym rozwigzaniem. ]

Kolejny lemat pokazuje jak znalezé rozwigzanie zadania z dwoma odbiorcami.

Lemat 5.5. Zmodyfikowane zadanie transportowe z dwoma odbiorcami ma Toz-
wigzanie dopuszczalne, jezeli

1. 0j < Zie@ d;, j € {1,2},
2. 01402 < 2,00, di-
Dowaod. Rozwazmy nastepujace przypadki:

i) o1 < Zi651\52 d; oraz o9 < Eie@\@ d;. W tym przypadku popyt od-
biorcow jest zaspokajany przez ich ,wylacznych dostawcéw”. Wystarczy zatem
rozwazy¢ dwa zmodyfikowane zadania transportowe z jednym odbiorca: pierwsze
z odbiorcg O i dostawcami o indeksach ze zbioru Oy \62, drugie z odbiorcg Os
i dostawcami o indeksach ze zbioru Os \51.

ii) 01 < Ei651\52 d; oraz o9 > Zi€52\61 d;. Poniewaz zbiory O; \ Os oraz
09 sa roztgczne, popyt odbiorcy O; mozemy dzieki zatozeniom tego przypad-
ku zaspokoi¢ podaza jego wylacznych dostawcéw, a popyt odbiorcy Oz, na mocy
zatozenia op < ), <O» d;, mozemy zaspokoi¢ korzystajac z podazy dostawcéw o in-
deksach ze zbioru Oy. Ponownie wystarczy zatem rozwazy¢ odpowiednie zadania
z jednym odbiorca: pierwsze z odbiorca O; i dostawcami o indeksach z O1 \ Os,
drugie z odbiorca O3 i dostawcami o indeksach z Os.
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iii) o1 > Zi€51\5g d; oraz 09 < Zi€52\51 d;. Przypadek symetryczny do po-
przedniego.

iv) o1 > Ei€51\52 d; oraz 09 > Zie52\51 d;. Jest to najtrudniejszy przypadek.
W pierwszym kroku przydzielamy odbiorcom towar od ich wylacznych dostaw-
coOw: caloéé towaru od dostawcéw o indeksach ze zbioru O, \62 do odbiorcy
O, oraz cato$é¢ towaru od dostawcéw o indeksach ze zbioru Os \61 do odbiorcy
Os. Zgodnie z zalozeniami rozpatrywanego przypadku nie wystarcza to jednakze
do zaspokojenia ich popytu. Zatem w drugim kroku tworzymy nowe, zreduko-
wane zadanie transportowe, w ktérym zbiér dostawcéw to {D; : i € O1 N Os},
a odbiorcy zgtaszaja popyt obnizony o wielko$¢ zaspokojong w pierwszym kroku:
01 1= 01— Zi651\52 d;, 09 := 09— Zie@\@ d;. Kluczowy jednakze jest teraz fakt,
iz w tym zadaniu wszystkie trasy sa dozwolone: R = (01 N O2) x {1,2}. Zgodnie
z zalozeniami lematu mamy teraz

01+ 02 < Z d; = Z d; + Z d; + Z d;,
1€01UO2 1€01\02 1€02\01 1€01N02
wiec
01+ 02 = 01 + 02 — Z d; — Z d; < Z d;.
1€01\02 1€02\01 1€01N0O2

Zatem popyt odbiorcéw w nowym zadaniu transportowym mozna zaspokoié¢ po-
daza pozostalych w nim dostawcéw. Poniewaz wszystkie trasy sa dozwolone, roz-
wigzanie tego zadania uzyskujemy stosujac, na przyktad, metode kata péinocno-
zachodniego (po ewentualnym zbilansowaniu dodatkowym odbiorca). O

PrzejdZzmy do problemu z dowolng liczbe odbiorcow.

Stwierdzenie 5.6. Jesli spelniony jest warunek:

A <Zoj< > di>, (5.6)

LC{1,..n} \jEL icU,, 0y

to istnieje rozwigzanie dopuszczalne zmodyfikowanego zadania transportowego
z n odbiorcams.

Dowdd. Pokazemy jak konstruowaé rozwiazanie poprzez podzial na zadania z mniej-
sza liczba odbiorcéw. Na poczatek zauwazmy, ze zalozenia lematéw [5.4] i [5.5 sa
szczegblnymi przypadkami warunku , odpowiednio dlan =11in = 2, zatem
pierwsze dwa kroki indukcji wynikaja z tych lematéw. Ustalmy n > 2 i zaldz-
my, ze teza stwierdzenia jest spetniona dla dowolnego zmodyfikowanego zadania
transportowego z k odbiorcami, gdzie k < n.

Rozwazmy zadanie z n odbiorcami. Dla niepustych podzbioréw () # A C {1,...,n}

(I)(A) = Z di - ZOJ',

i€0 4 JEA

przyjmujemy
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gdzie
04=J 0,
jEA

oznacza zbiér indekséw dostawcow, ktérzy moga dostarczaé towar do odbiorcow
o indeksach ze zbioru A, oraz niech

O* =min{®(A) : 0 #AC{1,...,n}}.

Z zalozenia (5.6)) wynika, ze ®* > 0. Niech M bedzie dowolnym zbiorem realizu-
jacym to minimum:

(M) =" < B(A), AC{L,...,n} (5.7)

Rozwazmy zadanie transportowe z dostawcami D; o podazy d;, i € {1,...,m},
ograniczone do odbiorcéw Oj;, j € M, z popytem o; i zbiorami dostawcéw
{D; : i € O;}, j € M. Poniewaz M jest wlasciwym podzbiorem {1,...,n},
wiec | M| < n, a warunek jest spelniony w szczegdlnosci dla podzbioréw M,
zatem na mocy zaltozenia indukcyjnego, zadanie to ma rozwiazanie dopuszczalne
zij, i € {1,...,m}, j € M. Rozwiazanie to stanowi czes¢ rozwiazania wyjscio-
wego problemu z n odbiorcami. Zauwazmy, ze w rozwigzaniu tym z;; = 0 dla
i€{l,...,m}\Oun, j€E M.

Aby znalezé rozwiazanie dla pozostalych odbiorcow Oj, j € {1,...,n}\ M,
rozwazmy kolejne zadanie transportowe, zredukowane do tych odbiorcéw. W tym
zadaniu popyt o; oraz zbiory dozwolonych dostawcow {D; : i € O;}, gdzie
je{l,...,n}\ M, sa takie jak w wyjSciowym problemie z n odbiorcami, na-
tomiast dostawcy D;, i € {1,...,m}, dysponuja podaza pomniejszona o ilos¢
towaru przydzielona w poprzednim kroku odbiorcom o indeksach ze zbioru M:

Czi:di_zxij7 iE{l,...,m}.
JjeEM

Pokazemy, ze dla tego zadania spelniony jest warunek (5.6)). Ustalmy niepusty
zbiér A C {1,...,n}\ M. Z wlasnosci (5.7) mamy ®(M) < ®(AU M), czyli

ddi— > 0, < DY di— Y o

i€61\/j JjeM Z‘€6MLJA JEMUA
Poniewaz 3 jc 4 05 = > jenmua 0 — 2 jem 0 Oraz
Onmua=0pyU04=0yU(04\On),

wiec z ostatniej nieréwnoéci wynika, ze

Zoj: Z oj—20j< Z di—zdi: Z d;.

€A JEMUA JEM i€0pua i€0 M i€0A\Onm
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Zatem

o< Y di= Y di— Y Y ay=

i€A Z'€5A\6]\4 ie@A\ﬁM iEaA\éMjEM
- Y (X)X A<y d
i€04\O N jeM i€c04\O i€0 4

co nalezato pokaza¢. Ponownie korzystajac z zalozenia indukcyjnego, zadanie to

ma rozwigzanie dopuszczalne x5, i € {1,...,m}, j € {1,...,n}\ M, ktére jedno-
cze$nie okresla brakujace wielkosci przewozéw do odbiorcow Oj, je {1,...,n}\ M,
w wyjéciowym zadaniu z n odbiorcami. O

Przedstawimy teraz przyktad ilustrujacy opisana powyzej metode rozwiazy-
wanie zmodyfikowanego zadania transportowego.

Przyktad 5.7. Rozwazmy zadanie z czterema odbiorcami O1, O3, O3, 04 oraz
o$mioma dostawcami Di, ..., Dg. Ponizsza tabela zawiera warunki poczatkowe
zadania. Pierwsza kolumna zawiera wartosci podazy dostawcow, a liczby w pierw-
szym wierszu to popyt odbiorcéw. Znak ,,X” w ciele tabeli oznacza, ze droga po-
miedzy dostawca a odbiorca jest niedozwolona. Pola tabeli odpowiadajace zbio-
rowi dozwolonych tras R sa na poczatku puste.

9 | 10| 8 | 10
O1| O] O3] O4

8 | Dy X

4 | Dy X

6 | Dj X

9 | Dy| X

7 | Ds X X

3 | Dg X | X

51 D X | X | X

5 | Dg X

Tabela 1. Warunki poczatkowe zadania z czterema odbiorcami.

W pierwszym kroku wyznaczamy podzbior zbioru odbiorcéow, dla ktérego nad-
wyzka dostepnej dla tych odbiorcéw podazy nad zgtaszanym przez nich popy-
tem jest najmniejsza. Przy czterech odbiorcach musimy wykonaé obliczenia dla
24 — 2 = 14 zbioréw (pomijamy zbiér pusty i zbiér wszystkich odbiorcéw). W na-
szym przykladzie minimum realizuje podzbior {O1, O2, O3}, dla ktérego nadwyz-
ka ta jest rowna:

(01 + 03 + 03) — (dy + dy + d3 + dy + d5 + d + dg) = 15.
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Zatem w kroku drugim rozwazamy zadanie zredukowane do zbioru odbiorcéw

{01, 02,03}, ktérego warunki poczatkowe przedstawia tabela 2.

9 10 8
O1] Oy O3
8 D, X
4 Do
6 D3 X
9 Dy | X
7 Ds X
3 Dg X
5 D7 | X X X
5 Dg X

Tabela 2. Warunki poczatkowe zadania zredukowanego

do zbioru odbiorcéw {0, O, O3}.

Aby rozwigzaé to zadanie ponownie szukamy zbioru minimalizujacego nadwyzke

podazy nad popytem. Tym razem minimum realizuje zbiér {Os}, zatem w kolej-

nym kroku rozwiazujemy zadanie z jednym tylko odbiorca, ktore rozwigzujemy
zgodnie z lematem przydzielajac towar od kolejnych dostawcéw do wyczer-
pania popytu. Tabele 3a i 3b przedstawiaja warunki poczatkowe oraz rozwigzanie

tego zadania.

10
0o
8 D | X
4 Do
6 | Dy
9 Dy
7 Ds | X
3 | Dg
) D; | X
5} Dg

Tabela 3. Zadanie z odbiorca Oz. a) Warunki poczatkowe,

10

(@)

G |W | N |© |||

5

Dsg

0
4
6
0
0
0
0
0
b

) Rozwigzanie.

Pierwsza kolumna tabeli 3a zawiera podaz dostawcéw pomniejszona o iloé¢ towa-

ru przydzielonego odbiorcy Oy. Wartodci te wykorzystujemy w kolejnym kroku,
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jako wartoéci podazy dostawcéw w zadaniu z pozostalymi odbiorcami zadania
z kroku 2, czyli z odbiorcami O; i Os. Zadanie to mozemy rozwiaza¢ metoda
opisang w lemacie Warunki poczatkowe i rozwiazanie tego zadania przedsta-
wiajg tabele 4a i 4b. Ponownie w pierwszej kolumnie tabeli z rozwigzaniem popyt
zostal pomniejszony o wielkosci towaru przydzielonego odbiorcom.

9 8 9 8

01| O3 O] O3
8 Dy 7| Di1| 1 0
0 Do 0 Dy | 0 0
0 D3 X 0 D3| 0 0
9 Dy, | X 1 Dy| O 8
7 | Ds 7 Ds | 0 0
3 Dg X 0 Dg | 3 0
) D; | X X ) D7 | 0 0
5 Dg X 0 Dg | 5 0

Tabela 4. Zadanie z odbiorcami O; i Os. a) Warunki poczatkowe b) Rozwiazanie.

W ten sposéb rozwiazaliSmy zadanie z odbiorcami {O1,O2,03}. Wracajac do
wyjsciowego zadania z 4 odbiorcami, pozostaje do rozwiazania zadanie z odbiorca
Oy, przy podazy dostawcow wyznaczonej w ostatnim kroku. To zadanie wraz
z rozwiazaniem przedstawia tabela 5.

10 10

Oy Oy
7 Dy 0 D 7
0 Dy, | X 0 Dy 0
0 Ds 0 Ds 0
1 Dy 0 Dy 1
7| Ds| x 71 Ds| 0
0 Dg | X 0 Dg 0
) Dy 3 D 2
0 Dg 0 Dg 0

=

Tabela 5. Zadanie zredukowane z odbiorca O4. a) Warunki poczatkowe b) Rozwiazanie.
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Yaczac rozwigzanie z kolejnych krokéw otrzymujemy rozwigzanie zadania z 4 od-

biorcami, przedstawione w tabeli 6. Dodatkowa, ostatnia kolumna zawiera wiel-

ko$¢ niezrealizowanej podazy.

9 10 8 10

O1| O2| O3 | Oy
8 Dy | 1 0 0 7 0
4 Dy | 0O 4 0 0 0
6 D3| 0O 6 0 0 0
9 Dy| O 0 8 1 0
71 Ds| O 0 0 0 7
3 Deg | 3 0 0 0 0
) D7 | 0 0 0 2 3
5 Dg | 5 0 0 0 0

Tabela 6. Rozwiazanie zadania z 4 odbiorcami. Wartosci w ostatniej kolumnie

oznaczaja niezrealizowana podaz dostawcow.

5.2 Charakteryzacja porzadku hierarchicznego

W tym podrozdziale pokazemy zastosowanie stwierdzenia do poréwnywa-

nia reprezentacji wektorowych zbioréw uczestnikéw struktury dostepu. Ustalmy

[ € N oraz czesciowy porzadek < w zbiorze J;. Przypomnijmy, ze

T ={(i,j) € J; x J; : i jest bezposrednim poprzednikiem j}.

Wprowadzmy nastepujaca definicje.

Definicja 5.8. Podzbior I C J; nazywamy podzbiorem monotonicznym zbioru

Jy, jesli

Definiujemy zbiory:

o H = {3 jer aij(€ — &) € Z' : ayj € No},

e H' := H\+N,.

AN N\G=ji=jel.

i€l jeJ;

Lemat 5.9. Jesli wektor w € H', to > oker Wk = 0 dla kazdego niepustego, mo-
notonicznego podzbioru I zbioru Ji.
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Dowdd. Niech I C J; bedzie niepustym podzbiorem monotonicznym zbioru J;.
Rozwazmy wektor charakterystyczny zbioru I, to znaczy taki wektor ¢ o dtugosci
l,2e ¢, =1, gdy k € I oraz ¢;, = 0 w przeciwnym przypadku. Jesli w € H', to

w = Z Ozij(éj — éi) + Z Ok

(i,5)€T keJ,

dla pewnych o;j, B € Ng. Obliczajac iloczyn skalarny @ o ¢ otrzymujemy

D wk=wot= ( > aij(éj—éi)+2ﬂkék) oc=

kel (i,j)ET ke,
= Z aij(ej — &) oc+ Zﬁkékoé-
(4,9)€T keJ,

Jedli (i,4) € T, to z monotonicznosci I mamy nastepujace przypadki:

0 edyjé¢l,
0 gdyi,jel,

a zatem kontynuujac powyzszy rachunek

Zwk: Z aij—l-Zﬁk}O. ]

kel (i.j)€T kel
jeligl

Stwierdzenie 5.10. Niech w € Z'. Jesli Yorer Wk = 0 dla kazdego niepustego,

monotonicznego podzbioru I zbioru J;, to w € H.

Dowéd. Ustalmy wektor w € Z! o wlasnoéci opisanej w zatozeniach lematu. Aby
wykazaé, ze w € H', nalezy wskazaé takie aij, Br € No, ze

W= Y (& —e)+ > Brer. (5.8)

(i,5)€T keJ;

Jesli wszystkie wspolrzedne wektora w sg nieujemne, to wystarczy przyjac o; ; = 0
dla kazdego (i,7) € T oraz [ = wy, dla kazdego k € J;.

W przeciwnym przypadku wspétezynniki a;j, B € Ng mozna odnalezé wy-
znaczajac rozwiazanie dopuszczalne zmodyfikowanego zadania transportowego.
W zadaniu tym dostawcami beda indeksy wspoélrzednych wektora w o warto-
sciach dodatnich:

D::{kEJl:wk>O},

a odbiorcami indeksy wspoélrzednych wektora w o warto$ciach ujemnych:

O :={keJ :w <0}
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W celu utatwienia wypowiedzi zamiast £k € D lub k£ € O czasami bedziemy po
prostu pisa¢ Dy, lub Og. Pomijamy indeksy wektora w o wspdlrzednych réwnych
0. Za popyt i podaz przyjmujemy wartosci bezwzgledne odpowiednich wspétrzed-
nych wektora w:

dy == wy, dlak e D, o := |wg| = —wg, dlak e O.

Transport od dostawcy D; do odbiorcy O; jest dozwolony, jesli istnieje tancuch
(niekoniecznie wyznaczony jednoznacznie) w zbiorze (J;, <) o poczatku w j oraz
konicu w i. Zatem zbiér dozwolonych tras jest réwny

R={(i,j)eJixJ:ieD, j€O, j<il,

a stad zbiér indekséw dostawcéow, ktorzy moga dostarcza¢ towar odbiorcy O,
jest réwny
Oj:={ieD:j=<i}, je€O.
Pokazemy teraz, ze z zalozenia o wektorze w, wynika zalozenie (5.6) lema-
tu ktére zapiszemy tu w postaci

/\(Zoj< > di>.

LCO \jeL iU, 05
Ustalmy zbiér L C O. Niech
K=LU|JO;=LU{icD: istnieje takie j € L, ze j < i}
JjeL
oraz niech I = {k € J; : istnieje takie i € K, ze i < k, } bedzie najmniejszym
podzbiorem monotonicznym J; zawierajacym K. Zauwazmy, ze jesli k € I \ K,
to wg < 0. W przeciwnym wypadku k£ bylby dostawca, a bedac wigkszym od ele-
mentéw zbioru K, musialby réwniez by¢ wigkszy od pewnego odbiorcy ze zbioru
L, a zatem musialby naleze¢ do K. Skoro I jest zbiorem monotonicznym, to

z zalozenia 0 < ) per Wi = Dper Wk + Dken\ k Wk, Wige dzigki naszej obserwacji
mamy réwniez

0<Zwkzzwk+ Z wkZ—ZOj-i- Z d;,

keK keL kelJ;e1 O Jer i€U;ep, Oi

co pokazuje zadany warunek. Mozemy zatem zastosowaé lemat otrzymu-
jac rozwigzanie dopuszczalne naszego zmodyfikowanego zadania transportowego,
wigc takie liczby x;5,1 € D, j € O, ze

ZjeO Tij <d;=w; dlaie D,

ZieD Tjj = 05 = —Wj = |wj| dla j € O,
xl-j>0, dlaj <14, 1€D, j€O,

x;; = 0, dla pozostalych ¢ € D, j € O.
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Rozwazmy teraz graf skierowany G bedacy diagramem Hassego zbioru (Ji, <).
Zauwazmy, ze zbiér T jest zbiorem krawedzi tego grafu. Wykonujemy nastepujace
kroki:

1. Wszystkim krawedziom grafu G przypisujemy wagi réwne 0.

2. Jesli transport pomiedzy odbiorca O, a dostawca D jest dozwolony, czyli
r < s, to wybieramy jedna Sciezke £, s grafu G o poczatku w r i koncu w s.
Zbiér ustalonych w ten sposob $ciezek oznaczamy przez £.

3. Do wagi kazdej krawedzi nalezacej do $ciezki £, dodajemy z,.. Pewne
krawedzie moga by¢ zawarte w wielu Sciezkach, wiec wagi tych krawedzi
beda powiekszane tyle razy, ile jest zawierajacych je $Sciezek, ustalonych
w punkcie drugim.

Wspétezynnik oj, (i,7) € T, definiujemy teraz jako wage krawedzi (i,j) grafu
G, czyli
Q;j = Z Tor (5.9)

Lrs€L
(4,4)€Lr,s

Za (), dla k € D przyjmujemy niezrealizowana podaz dostawcy Dy:
ﬂk::dk—Zxkj:wk— Z Tkj, ke D.
jeo Jj=k,j€O
Dla k € J; \ D przyjmujemy ), := 0. Oczywiscie aj, B € No.
Pozostalo pokazaé, ze tak okre$lone wspolczynniki spetniaja rownosé (5.8)),

czyli rownowaznie, ze k-ta wspolrzedna wektora w, czyli wg, jest rowna

Ti= Y, Qik— Y, api+P ke

(¢,k)eT (k,j)eT

Ustalmy k € J; i przyjmijmy

Ly :={&, s € £: istnieje takie i € J}, ze krawedz (i,k) € £, 5},
Ly :={£&, s € £: istnicje takie j € Jj, ze krawedz (k, j) € £, 5},

i rozwazmy nastepujace przypadki:
i) Jesli k € D jest dostawca, to podstawiajac zdefiniowane powyzej wartosci
wspolczynnikéw «;j, By, otrzymujemy

Ve = Z Z Ty — Z Z Tgr + WE — Z Thj- (510)

(i,k)ET L£.€L (kj)ET Lr.€L j<k,jEO
(i,k) €Ly s (k,§)ELr,s

Skoro k jest dostawca i nalezy do Sciezki £, wraz ze swoim bezposrednim po-
przednikiem, to nalezy do niej rowniez z pewnym swoim bezpos$rednim nastep-
nikiem, poza przypadkiem, gdy Sciezka ta konczy si¢ w k. Stad otrzymujemy
Ly C Ly, oraz

Li\ Ly ={&, € £ istnieje takie i € Jj, ze krawedz (i, k) € £, 1}
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Ponadto oczywista jest réwnosé

{r e J: £, € £ oraz istnieje takie i € J;, ze krawedz (i,k) € £} =
={reJ:r<xkre0O}.

Zatem

2. Dww = ) Y ww= ) wy

(i,k)ET Lrs€L (k,J)ET Lrs€L Jj=<k,j€0
(4,k)ELr,s (k,J)ELr,s

Wstawiajac otrzymane wyrazenie do (5.10) otrzymujemy v = wy dla k € D.
ii) Dla k € J; \ D, skoro x = 0, mamy nieco prostsze wyrazenie

SR SHED S P S SR

(i,k)ET Er,seﬁ (k’,])eT 27‘,5 €L
(i,k)ELy s (k.J)ELr,s

Jedli k € O jest odbiorca oraz nalezy do Sciezki £, ¢ wraz ze swoim bezposrednim
nastepnikiem, to nalezy do niej réwniez z pewnym swoim bezposrednim poprzed-
nikiem, chyba ze Sciezka ta rozpoczyna sie w k, zatem tym razem mamy L, C Lo
oraz

Lo\ Ly = {£; € £: istnieje takie j € J;, ze krawedz (k,j) € Ly 5}

oraz oczywiscie

{s € J;: £ 5 € £ oraz istnieje takie j € J;, ze krawedz (k,j) € £i 5} =
={seJ :k<s,seD}.

Stad i z wlasnosci rozwiazania zadania transportowego dla k£ € O mamy zatem

Tk = Z Z Lsr — Z Z LTsp = — Z Tjk = —O) = Wg.

(i,K)ET L£r.€L (kJ)ET Lr.€L k<j,j€D
(i,k)eLr s (k.J)ELr s
Jesli k € J;\ (D U O) nie jest odbiorca ani dostawca (co ma miejsce, gdy
wg = 0), to L1 = Lo. Jest tak, gdyz zadna Sciezka nie konczy sie, ani nie zaczyna
w k, wiec jesli k nalezy do jakiej$ Sciezki ze swoim bezposrednim poprzednikiem,
to nalezy do niej réwniez ze pewnym swoim bezposérednim nastepnikiem. Stad

= Y, > we— D, > we=0=uwp, ke \(DUO),

(,K)ET £,.€8 (kj)ET Lr.€8L
(1,k)ELr,s (k,J)ELr,s
co ostatecznie dowodzi ([5.8)). O

Zilustrujemy teraz rozumowanie przedstawione w dowodzie powyzszego stwier-
dzenia na przyktadzie.
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Przyktad 5.11. Rozwazmy zbiér czeSciowo uporzadkowany (Ji3, <), ktoérego
diagram Hassego jest przedstawiony na rysunku [5.1] Dalej, rozwazmy wektor

w = (8,-9,4,6,9,-10,7,3,-8,0,5,5,—10) € Jys.

Po sprawdzeniu, ze ) .y wy > 0 dla kazdego niepustego, monotonicznego pod-
zbioru I C Ji3, mozemy przystapi¢ do przeprowadzenia procedury opisanej w do-
wodzie stwierdzenia [5.101

®12 ) 95

011

2 6 9 13

Rysunek 5.1: Diagram Hassego zbioru czesciowo uporzadkowanego (Ji3, <).

Rozpoczynamy od przeformutowania tego problemu na zmodyfikowane zada-
nie transportowe, ktére prezentujemy w tabeli 7a. Zauwazmy, ze z doktadnoscia
do zmiany etykiet dostawcéw i odbiorcéw, jest to ten sam problem transporto-
wy, ktéry rozwiazaliSmy w przyktadzie w zwigzku z czym po prawej stronie
(tabela 7b) zamieszczamy jego rozwiazanie. Zawiera ono warto$ci z,s, czyli licz-
be jednostek towaru, jakie dostawca D, powinien przetransportowa¢ do odbiorcy
Os. Ponadto pierwsza kolumna tabeli z rozwigzaniem zawiera wielkosci niewyko-
rzystanej podazy dostawcow. Wykonujemy nastepujace kroki:

1. Wszystkim krawedziom diagramu Hassego przypisujemy wagi rowne 0.

2. Ustalamy $ciezki pomiedzy odbiorcami i dostawcami, miedzy ktérymi trans-
port towaru jest dozwolony. Zbior Sciezek £ w naszym przyktadzie sktada
sie z (Sciezki zostaly pogrupowane wedlug odbiorcéw, w ktérych sie zaczy-
naja):
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9 10 8 10 0 0 0 0
O2 | O | Og | Og3 O2 | O | Og | Og3

8 Dy X 0 Dy 1 0 0 7

4 Ds X 0 D3 0 4 0 0

6 Dy X 0 Dy 0 6 0 0

9 Ds X 0 Ds 0 0 8 1

7 D+ X X 7 D7 0 0 0 0

3 Dg X X 0 Dg 3 0 0 0

5 D1 | X X X 3 Dy 0 0 0 2

5 Dqo X 0 Dqs 5 0 0 0

Tabela 7. Zmodyfikowane zadanie transportowe dla wektora .
Warunki poczatkowe (a) i jego rozwiazanie (b).

£2,l - (27 1); '82,3 — (2575 3)7 £2,4 - (27874)) 22,7 = (2)7)5 '82,8 - (258)7
£:2,12 — (258743 12)5

L63 = (6,3), L4 = (6,8,4), £65 = (6,10,5), L£65 = (6,8),
26,12 = (67 87 47 12)7

91 =1(9,1), L93=(9,7,3), L5 = (9,5), Lo7 = (9,7);
213,1 == (137 1)7 '213,4 = (1374)7 213,5 - (137 1175)7 '813,11 - (137 11)7
L1312 = (13,4,12).

3. Przypisujemy krawedziom wagi, dodajac xs. do kazdej krawedzi nalezacej
do &ciezki £, . Na przyklad krawedz (8,4) jest zawarta w $ciezkach £ 4,
L2121 L6 4, stad jej waga wynosi 04546 = 11. Wagi przypisane krawedziom
sg zaprezentowane na rysunku

Odczytujemy z grafu wartosci oy, (4,7) € T, natomiast z rozwiazania zadania
transportowego dostajemy wartoéci G, k € J, otrzymujac:

W= > ajlej—e)+ D Buer=
(4,9)€T keJ;
=1(e; — e2) + 7(e1 — €13) + 8(es — €2) + 4(e3 — &) + 11(é4 — es)+
+ 5(€12 — €4) + 8(e5 — é9) + 1(e5 — €11) + 6(és — €6) + 3(e11 — €13)+
+ 7er + 3e11 € H.

W ten sposéb przedstawiliémy wektor w w postaci

Powrécimy teraz do rozwazan, ktorymi rozpoczeliSmy ten rozdzial. Niech ro-
dzina I' C P(P) bedzie struktura dostepu oraz IIf = {Pi,..., P,} bedzie po-
dzialem zbioru P na klasy abstrakcji wyznaczone przez I'. Dalej, niech (J;, <)
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6

Rysunek 5.2: Diagram Hassego z przypisanymi wagami.

bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym, gdzie relacja < jest zadana wzorem
natomiast w Z! rozwazamy czesciowy porzadek < zadany wzorem .

Jedli dla dowolnych @, v € Z! chcielibyémy rozstrzygnaé, czy @ <r 0, to wyko-
rzystanie do tego zadania definicji mogloby nastreczy¢ pewnych trudnosci
zwigzanych z koniecznoscia wyznaczenia wspélczynnikéw ag; € Ny, (4,5) € T.
Podamy teraz wygodniejszy, niz polegajacy na korzystaniu z definicji, sposéb
poréwnywania wektoréw w (Z', <r).

Twierdzenie 5.12. Niech @,v € Z!'. Wowczas u <r v wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego niepustego, monotonicznego podzbioru I zbioru J; zachodzi

> uk <Y v (5.11)
kel kel
Dowdd. Zalézmy, ze u < v. Je$li T = (), to z definicji mamy u <, v, wiec nieréw-
no$¢ D rer Uk < Y s Uk zachodzi dla dowolnego niepustego podzbioru I C J;. Za-
lézmy zatem, ze T # (). Istnieja wowcezas takie wspotezynniki oy € Ny, (4,7) € T,
ze
U+ Z Oéij(éj*éi) <V = Z Oéij(éj*éi) < U — QU
(6.9)€T (i,5)€T

Stad dla pewnych liczb G € Np, mamy
> (e —@)+ Y Brér =0 —u=: w.

(i,)€T keJi
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Zauwazmy, ze wektor w € H', zatem na mocy lematu otrzymujemy

0< Zwk :Z(vk—uk) — Zuk < ka,

kel kel kel kel

dla dowolnego niepustego, monotonicznego podzbioru I zbioru J;, co nalezalo
wykazac.

Zalézmy teraz, ze ) e Uk < Y per Uk dla kazdego niepustego, monotoniczne-
go podzbioru I zbioru J;. Jesli T = (), to kazdy podzbidr zbioru J; jest monoto-
niczny, w szczegélnosci podzbiory jednoelementowe {1},...,{l}, a stad

UL KV, .., W KV = U0 = UV

Rozwazmy teraz przypadek, gdy T # ). Niech w := v — 4. Wéwczas dla kazdego
niepustego, monotonicznego podzbioru I C J; mamy

Zuk < ka — Zwk:Z(Uk_uk) > 0.

kel kel kel kel

Z lematu wynika wiec, ze w € H', czyli

W=0—u= Y ;€ —&)+ > Bréx
dla pewnych o;;, B € No. Stad

Ut > (e —e)+ Y Beer =0 = u+ Y oy(e— &) <0,
(i,§)ET keJy (i,5)€T

co oznacza, ze U <r U. ]

Uwaga 5.13. Nie jest trudno zauwazy¢, ze jedli 4,0 € Z' to @ <r © wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego niepustego, monotonicznego podzbioru I, ktéry
nie jest suma pewnych roztacznych podzbioréw monotonicznych zbioru J; zbioru

Zuk < ka.

kel kel

Jj, zachodzi

Przyktad 5.14. Jedli I' jest strukturg $cisle hierarchiczna, to diagram Hassego
zbioru (IIf_, <) ma postaé:

o P
o P

¢ P4

Py
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Warto w tym miejscu zwrocié¢ uwage, ze dla struktur $cisle hierarchicznych Farras
i Padr6 [10] zdefiniowali zbiory hierarchicznie minimalne jako te, ktére sa repre-
zentowane przez wektory minimalne wzgledem cze$ciowego porzadku (7(P(P)), <),
gdzie =< jest zdefiniowany nastepujaco:
J J
W20 Y u; <Y v (5.12)
i=1 i=1

dla kazdego j € J;.

Zauwazmy, ze jesli I jest struktura $cisle hierarchiczna, to relacja jest
réwna relacji <. Istotnie, w takiej sytuacji podzbiory monotoniczne zbioru J; to:
{1}, {1,2}, ..., {1,2,...,1—-1},{1,2,...,1— 1,1}, wiec na podstawie twierdzenia
[b.12] otrzymujemy

up < U1;

up + Uz < U1 + U2;

N
/N
~

(4]

uytug+ - +w_g <vp v+t
urtug+ - Fwrtwy <Svitvetoo o+

Przyktad 5.15. Jedli I' jest struktura oddzialowa, to diagram Hassego zbioru
(ITL ) <r) jest nastepujacy:

P1 P2 Plfl Pl
(0] e --- © (0]

Juz we wczedniejszych rozwazaniach zauwazyliSmy, ze w takim przypadku kazdy
niepusty podzbiér zbioru J; jest jego podzbiorem monotonicznym. W $wietle

uwagi [5.13] otrzymujemy
U<rv < up < v dla kazdego k € J,.

Przyktad 5.16. Niech [ = 4 oraz I bedzie taka strukturg hierarchiczna, ze
diagram Hassego zbioru (IIf_, <) jest nastepujacy:

Py Py

P Ps
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Podzbiory monotoniczne zbioru Jy to: {2}, {4}, {1,2}, {2, 3,4}, {1,2, 3,4}, astad

U < V2;
<

U4 S Vyg;

N|
N
~

l

U + U2 < U1 + U2;

U9 + U3 + Ug < V2 + U3 + v4;

U1 + uo + us + ug < v1 + vo + vz + V4.

Przyktad 5.17. Niech [ = 4 oraz I bedzie taka strukturg hierarchiczna, ze
diagram Hassego zbioru (IIf_, <) jest nastepujacy:

P Py

Py Py

Podzbiory monotoniczne zbioru Jy to: {2}, {4}, {1,2,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4},
a stad
u2 V2]

<
Ug < V4

N
N
~

(4]

U + U + ug

< U1 + V2 + v4;
U2 + us + ug < v + v3 + vy4;

up + uo + us + ug < v1 + vo + vz + v4.



Zakonczenie

Niniejsza rozprawa nie wyczerpuje w pelni zagadnienia dotyczacego badania
hierarchicznosci wielodzielnych struktur dostepu. Podczas pracy powstaly pewne
hipotezy, ktére moga stanowi¢ punkt wyjscia do kontynuacji badan.

Jak wiemy z rozdzialu[2] w przypadku badania kompatybilnosci rodziny mo-
notonicznej oraz polimatroidu jednorodnego nie sg istotne ani warto$ci funkcji
rangi, ani wartosci ciagu g wyznaczonego przez ten polimatroid, lecz jedynie
sygnatura ciaggu g. Ponadto, jesli I" jest struktura wyznaczona przez pewien poli-
matroid oraz rodzing monotoniczna z nim kompatybilna, to typ uporzadkowania
zbioru (II, 5 ) w dowodach twierdzen zawartych w rozdziale 4| réwniez nie zalezal
od wartosci wartosci funkeji rangi ani wartosci ciggu g wyznaczonego przez ten
polimatroid. W zwiazku z tym nasuwa si¢ nastepujaca hipoteza.

Hipoteza. Niech 11 = {Ily,...,II,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P.
Niech g = (gt)t=0,1,...m 010z g = (§t)t=0,1,....m bedq ciggami wyznaczonymi odpo-
wiednio przez polimatroidy jednorodne Z = Z(I1) = (Jy, h) i Z2 = Z(I1) = (Jn, h).
Niech A C P(Jp,) bedzie rodzing monotoniczng kompatybilng z Z oraz Z. Jesli
I oraz I sq strukturami dostepu wyznaczonymi odpowiednio przez Z i A oraz Z
i A, to zbiory (II,<r) oraz (II, <) sq réwne.

Przy badaniu spéjnosci struktur dostepu pojawita sie hipoteza, ze warunek
wystarczajacy podany w twierdzeniu [£.30] na to, aby struktura nie byla spéjna,
jest takze warunkiem koniecznym.

Hipoteza. Niech II = {Ily,...,11,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P.
Niech rodzina I' C P(P) bedzie strukturq dostepu wyznaczong przez polimatro-
id jednorodny Z = Z(Il) = (J,, h) i rodzing monotoniczng A C P(Jy,) z nim
kompatybilng. Niech g = (g¢)i=0,1,...,m bedzie ciggiem wyznaczonym przez polima-
troid Z.

Wtedy struktura dostepu I' nie jest spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy min A # {J, }
oraz go = g1 =+ = gm—1 > 0.

112
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W naszych rozwazaniach nie pojawita sie II-dzielna struktura dostepu I, dla
ktorej w zbiorze (I, 5 ) istnialby pratancuch dlugosci co najmniej 2. Stad przy-
puszczenie, ze jest to cecha wszystkich struktur dostepu wyznaczonych przez
polimatroidy jednorodne i kompatybilne z nimi rodziny monotoniczne.

Hipoteza. Niech 11 = {Ily,...,11,,} bedzie podzialem zbioru uczestnikéw P.
Niech rodzina I' bedzie strukturg dostepu wyznaczong przez polimatroid jednorod-
ny 2 = Z(Il) = (Jp, h) i rodzine monotoniczng A C P(Jy,) z nim kompatybilng.
Wowczas w zbiorze (I1, <) nie istnieje pralancuch o dlugosci przekraczajgcej 1.
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